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1. Uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit und Lebesgue-Integrierbarkeit

Seien a, b ∈ IR mit a < b und sei g : (a, b) → [0,∞) eine auf (a, b) unbeschränkte Funktion,

die über jedes kompakte Intervall I ⊂ (a, b) Riemann-integrierbar ist und deren uneigentliches

Riemannintegral
∫ b
a g(x) dx existiert. Zeige, dass g Lebesgue-integrierbar über (a, b) ist und dass

das Lebesgueintegral von g über (a, b) mit dem uneigentlichen Riemannintegral übereinstimmt.

2. Der Satz von Fubini.

Sei

M := {(x, y) ∈ IR2 | x, y > 0, x+ y < 1}

und sei f : IR2 → IR definiert durch

(x, y) 7→

ex+y für (x, y) ∈M

0 sonst.

Begründe, dass f ∈ L1(IR× IR). und berechne
∫
IR2 f dµ mit Hilfe des Satzes von Fubini.

3. Treppenfunktionen.

Sei V := C([1, 1]) und ‖f‖1 :=
∫ 1
−1 |f(x)| dx. Zeige, dass die Folge (fk)k∈IN mit

fk(x) =


−1 falls x ∈ [−1,− 1

k ]

kx falls x ∈ [− 1
k ,

1
k ]

1 falls x ∈ [ 1k , 1]

bezüglich der von obiger Norm induzierten Metrik eine Cauchyfolge ist, die aber in V (bezüglich

dieser Metrik) keinen Grenzwert hat. Gebe einen Grenzwert im Raum L1([−1, 1]) an.

4. Vertauschen von Grenzprozessen.

(a) Warum existieren die folgenden Grenzwerte und was ist ihr Wert?

(i) limn→∞
∫
IR

n

√
sin(χ[0,π]) dµ (ii) limn→∞

∫
IR x

n(χ[0,1]) dµ

(b) Gebe eine Funktionenfolge (gn)n∈IN nicht-negativer Treppenfunktionen gn : IR→ [0,∞) an,

welche die folgende Eigenschaft hat:

∀x ∈ IR : lim
n→∞

gn(x) = 0,

aber

lim
n→∞

∫
IR
gndµ =∞,

Welche Voraussetzung des Satzes von Beppo Levi ist verletzt?


