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1. Kritische Punkte, lineare Approximation, Gradient, Rotation und Divergenz.

(a) Berechne den Gradienten und bestimme alle kritischen Punkte der folgenden Abbildungen:

(i) f:R?2 = R, (z,y) — 225 + 29 + 522 + 3 (4 Punkte)
(ii) g:R? = R, (z,y) — y - sin(z) (4 Punkte)
(iii) h:R3 = R, (z,9,2) — 2% + 2% + 222 + 4az (6 Punkte)

(b) Berechne die Ebenendarstellung E : ax + by + cz = d der lineare Approximation von

f:R?=> R, (z,y) — 23 —5zy®> — 3y +4

an der Stelle (xg,y0) = (2,1) mit a,b,¢,d € R und z = f(x,y). (4 Punkte)

[Tipp: Die lineare Approximation von f an (zo,yo) ist gleich dem Taylorpolynom erster

Ordnung von f an (zg,yo)-]

(c) Berechne die Rotation und die Divergenz des Vektorfelds

f:R® = R3, (z,y,2) — (2%y,1%2,22) . (3+8 Punkte)

2. Mehr Rechenregeln fiir die Ableitung.

(a) Wir betrachten den IR"™ mit dem Skalarprodukt = -y = >}, 2% yx und der hiervon indu-
zierten Norm ||z|| = z-z = (/> p_, =3.

(@)

(ii)

(iii)

Sei die Abbildung
fIR" >R, z— |z
gegeben. Zeige, dass V f(z) = ”i—” fir x € IR™\ {0} und begriinde, warum f an z = 0 in
keine Richtung v € IR"™ \ {0} differenzierbar ist. (4 Punkte)
Sei nun die Abbildung
h:R™\ {0} - R", x»—)Hi—H
gegeben. Zeige, dass fiir die k-te partielle Ableitung von h an einer Stelle z € IR \ {0}

gilt, dass
oh 1 Tk

— () = e — x.

Oy [l []?
Dabei ist e, = (0,...,0,1,0,...,0) der k-te Standardeinheitsvektor des IR". (5 Punkte)
Folgere aus (ii), dass h differenzierbar ist und dass fiir x € IR™ \ {0} sowie v € IR™ gilt

,() 1 T-v
TV ="—V— —=T.
52 I—E

Dabei bedeutet der Ausdruck A'(z)v die Anwendung der linearen Abbildung
R (x) : R® — IR auf den Richtungsvektor v. (4 Zusatzpunkte)



(b) Es seien X1, X9,Y normierte Vektorrdume und 5 : X; x Xo — Y eine stetige, bilineare
Abbildung. Zeige, dass § als Abbildung des Produkt-Vektorraums X; x X differenzierbar
ist und dass fiir alle (21, z2), (v1,v2) € X1 x Xo gilt:

B (w1, 22)(v1,v2) = B(v1, x2) + B(w1,v2) - (5 Punkte)
[Tipp: Satz 10.11.]

3. Geometrische Anschaung des Laplaceoperators in IR?.

Im Folgenden sei po = (w0,10) € IR? und ~,.(t) = (rcos(t),rsin(t)) eine Parametrisierung der
Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius r.

(a) Sei f:IR? — IR ein Polynom héchstens ersten Grades. Zeige, dass
21

[ (#0+:0)  sow)) dt =0, (4 Punkte)

0

(b) Sei f:R? — R ein Polynom zweiten Grades. Zeige, dass dann
21

—2 (f(po + (1) - f(po)) dt = A f(po)- (4 Punkte)
0

(¢) Sei f:IR? — IR nun ein homogenes Polynom in (zq —z, 9o —y) € IR? vom Grad gréBergleich

3, d.h.
fla,y) = > ale —20)"(y — o)
k+L=n
mit n > 3. Zeige, dass
21
tig {72 [ (£(00 +20() = fou)) at | o (4 Punite)
0

(d) Sei schlieBlich f € C>®°(IR%,IR). Folgere aus (a)-(c) und mit Hilfe der mehrdimensionalen

Taylorentwicklung, dass

27
ti {25 [ (#4200 = Flow)) dt | = 2F0m),
0

(6 Zusatzpunkte)
Bemerkung: Dies bedeutet, dass der Laplace-Operator das Integral iiber die Abweichung der
Funktionswerte von f auf einem infinitesimal kleinen Kreis um f(pg) zu f(po) misst und
das Ergebnis mit der Kreisfliche ,,gewichtet“. Er kann also als radialsymmetrische Ableitung

von f an pg betrachtet werden.

Die Losungen sind bis Mittwoch, den 29. Mérz 2017, um 8.30 Uhr in die Briefkisten in

A5 einzuwerfen.



