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7. Ubung

18. Lineare Unabhingigkeit von Losungen linearer Differentialgleichungen
Sei I C R ein Intervall, A € R™ "™ und y1,...,ym : I — R™ seien linear unabhingige Losungen
der homogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichung 3y’ = A - y. Zeigen Sie, dass dann fiir
alle xg € I die Vektoren yi(xo),...,ym(xo) € R” ebenfalls linear unabhéngig sind. (5 Punkte)

19. Lineare Differentialgleichungen

Finden Sie die Losung v : IR — IR des inhomogenen linearen Anfangswertproblems

(5 Punkte)

20. Die Exponentialabbildung fiir Matrizen

Gegenstand dieser Aufgabe ist die Exponentialabbildung (fiir Matrizen), das heifst die Potenzreihe

e — exp(A) := Z H A* fiir Matrizen 4 € C™*",
k=0

die wir etwa bei der Losung von linearen Differentialgleichungssystemen mit konstanten Koeffi-

zienten bendtigen werden.

(a) Funktionalgleichung der exp-Funktion
Fiir zwei Matrizen A,B € C™*™ gilt im Allgemeinen nicht exp(A + B) = exp(A) - exp(B).
Dies gilt nur, wenn die beiden Matrizen kommutieren, d.h. [A, B] := AB — BA = 0.

(i) Zeigen Sie: Falls [A, B] = 0 gilt, so gilt die binomische Formel
" /n
A+ B)* = Aanfk
arnr=3(;)

(5 Punkte)

(ii) Begriinden Sie kurz, an welcher Stelle bei der binomischen Formel ein Problem entsteht,

wenn die Matrizen nicht kommutieren. (1 Punkt)

(iii) Zeigen Sie mit Teil (i) fiir kommutierende Matrizen die Formel
exp(A + B) = exp(A) - exp(B).

[Tipp: Absolute Konvergenz.| (8 Punkte)

Bitte wenden.



(b) Wie man exp(A) ausrechnet
Sei A € C"*". Zeigen Sie:

(i) Basiswechsel. Ist C' € GL(n,C), so giltexp(CAC~!) = C -exp(A) - C~1. (2 Punkte)

(ii) Diagonalmatrizen. Ist A = diag(cy,...,c,) mit ¢q,...,¢, € C eine Diagonalmatrix, so
gilt exp(A) = diag(e”,...,e). (2 Punkte)
(iii) Nilpotente Matrizen. Sei
0 1 0
A=
0 0 1
0 0 0

eine nilpotente Matrix in Normalform. Man berechne exp(t- A) fir t € IR. (8 Punkte)
(iv) Jordan-Blicke. Sei A\ € C und

Al 0
A:

0 Al

0 0 A

ein Jordan-Block zum Eigenwert A. Berechnen Sie exp(¢ - A) fir ¢ € IR.
[Tipp: (a) in Verbindung mit (b)(ii),(iii).| (8 Punkte)

Hinweis: Die Termine der miindlichen Priifungen sind: 8. Juni, 10. Juni, 18. Juli und 1. Septem-
ber 2016. Sie kénnen sich ab sofort bei Frau Braak (Zimmer B129, braak@uni-mannheim.de) in eine

entsprechende Liste eintragen.
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