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32.

11. Ubung

Transformation autonomer Systeme

Gegeben sei das autonome System
y'(t) = fy(t)) (1)
mit einer auf einer offenen Menge D C IR™ definierten lokal Lipschitz-stetigen Funktion f: D —

IR™. Sei ferner ¢t — g(t) eine auf dem Intervall [0, 00) existierende fixierte Losung von (1). Wir

betrachten das durch ¢ "translatierte" System

o'(t) = fz(t) + (1) — f(H(1)- (2)
Zeigen Sie:
(a) Die transformierte nicht-autonome Differentialgleichung (2) besitzt die triviale Losung & =

0. (1 Punkt)

(b) Die triviale Losung & von (2) ist genau dann (asymptotisch) stabil, wenn die Lésung ¢ von
(1) (asymptotisch) stabil ist. |[Beachten Sie die Definition aus Aufgabe 27, welche sich vollig

analog auf nicht-autonome Systeme iibertragen lésst.| (5 Punkte)

Phillips Modell mit Beschleuniger

Wir betrachten ein dynamisches System mit stetiger Zeit, in dem wir die Beziehung zwischen

dem Produkt Y und der (induzierten) Investition I beschreiben durch
I'(t) = —k(I(t) —vY'(t)), k,v>0

Die Entwicklungsgeschwindigkeit des Produkts Y sei proportional zu der Differenz zwischen der

Produktmenge und der Nachfrage Z:

Die Nachfrage Z(t) bestehe aus drei Komponenten: Konsum C(t), autonome Investition A (von ¢
unabhéngig) und induzierte Investition I(t), es ist also Z(t) = C(t) + A+ 1(t). Zuséatzlich soll der
Konsum ein fester Anteil des Produktes sein, C(t) = ¢Y (t),0 < ¢ < 1. Dieses Modell bezeichnet
man als Phillips Modell mit Beschleuniger.

(a) Leiten Sie eine Differentialgleichung fiir Y (¢) her. (Die rechte Seite darf keine Terme mehr
enthalten, die von I(¢) abhédngen, kombinieren Sie dazu die obigen Gleichungen.)
(4 Punkte)

(b) Berechnen Sie die Ruhelage dieses dynamischen Systems, indem Sie die Differentialgleichung

aus (a) zunéchst in ein System 1. Ordnung transformieren. (8 Punkte)

(c) Zeigen Sie, dass die Ruhelage aus (b) genau dann asymptotisch stabil ist, wenn die Parameter
A, k,v, ¢ die Bedingung A(1 — ¢) + k — Akv > 0 erfiillen. [Tipp: Aufgabe 27(b)| (5 Punkte)

Bitte wenden.



33. Rein imaginire Eigenwerte

In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass die Menge N := {A € L(IR")|c(A) NiIR = 0} offen
und dicht in £(IR") liegt.

(a) Zeigen Sie: N ist dicht in L(IR"). (4 Punkte)
|Tipp: Konstruieren Sie zu A € L(IR") \ N eine Folge der Form Ay :== A+ py - 1, k € IN,
mit geeigneten Koeffizienten pg, so dass (Ag)renw C N gilt.]

(b) Wir fiihren fiir ein normiertes Polynom p : € — € n-ten Grades p(x) := 2" + a,_12" ! +
...+ a1z + ag die folgende Notation ein: Sei a := (ag,a1,...,a,—1) € C" der Vektor der
Koeffizienten und z := (21, ..., 2,) € C" der Vektor der n Nullstellen von p. Sei nun (pg)reN
eine Folge von normierten Polynomen p; : C — C, k € IN n-ten Grades. Zeigen Sie:
Ist die Folge der Koeffizienten (ag)r C C™ beschriankt, so ist die Folge der Nullstellen
(zx)r C C™ ebenfalls beschrankt. [Tipp: Betrachten Sie zu einem normierten Polynom p
n-ten Grades die Skalierung p(z) := s-p(Az) mit A := max{|z| : p(z) = 0} und fiihren Sie
einen Widerspruchsbeweis, indem Sie Ap und pi zu pg, k € IN, betrachten und annehmen,

dass die in der Behauptung angegebene Folge der Nullstellen unbeschrénkt sei.| (4 Punkte)

(c) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (b): Die Menge der normierten Polynome n-ten Grades mit
reellen Koeffizienten und mit mindestens einer Nullstelle auf der imagindren Achse iIR ist

eine abgeschlossene Teilmenge im Raum aller normierten Polynome n-ten Grades mit reellen

Koeffizienten. (4 Punkte)
(d) Zeigen Sie mit Hilfe von (c), dass N offen in £(IR") ist, indem Sie die Abgeschlossenheit
von L(IR™) \ N zeigen. (8 Punkte)
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