Kapitel 1

Gewohnliche
Differentialgleichungen

1.1 Einfiihrung

Definition 1.1. Fin dynamisches System ist eine Halbgruppe G zusammen mit einer

stetigen Abbildung
O:GxM—-M

auf einem metrischen Raum M die folgendes erfiillt:
(i) ®(0,2) =z fir allex € M
(ii) O(s,P(t,z)) = P(s+t,x) fir allex € M,s,t € G

Dabei ist G im zeitkontinuierlichen Fall entweder G = R oder G = R{ und im im
zeitdiskreten Fall G =7 oder G = Ny. M heifit Phasenraum.

Der Parameter aus G ist dabei typischerweise die Zeit. Im zeitdiskreten Fall be-
trachten wir nur den Verlauf zu einer Folge von Zeitpunkten, die voneinander durch
gleichlange Zeitabstande getrennt sind. Die beiden Bedingungen (i) und (ii) bedeuten,
dass die Abbildung

G — stetige Abbildungen von M auf sich selber
t—®(t,): M—-M, x— o).

ein (Halb-)Gruppenhomomorphismus ist. Weil die Halbgruppe Ny und die Gruppe Z
frei von 1 erzeugt werden, haben wir folgende einfach Charakterisierung von zeitdis-
kreten dynamischen Systemen.
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Ubungsaufgabe 1.2. Ein dynamisches System ® mit G = Z oder G = Ny erfiillt
O(n,x) = A™(x) fir alle n € Ng mit A : M — M, x+— A(x) = ®(1,z). Wenn
G =1Z, dann ist A ein Homdéomorphismus und es gilt ®(n,x) = A™(z) fir alle n € Z.
Umgekehrt definiert jede stetige Abbildung A : M — M ein dynamisches System mit
G = Ny und jeder Homdéomorphismus A : M — M ein dynamisches System mit G = 7Z.

Ubungsaufgabe 1.3. Sei ® ein zeitkontinuierliches dynamisches System auf einem
reellen Vektorraum M dessen Abbildung ® partiell nach t differenzierbar ist. Dann ist
fiir alle x € M die Bahn t — ®(t,z) eine Liosung der Differentialgleichung

%@(t,:c) = F(®(t,z)) mit F(z)= %@(O,x).

Wir werden spéter sehen, dass diese zeitkontinuierlichen dynamischen Systeme ein-
deutig durch eine gewohnliche Differentialgleichung bestimmt sind und umgekehrt viele
gewoOhnliche Differentialgleichung ein zeitkontinuierliches System definieren. Deshalb
steht die Theorie der zeitkontinuierlichen dynamischen Systeme in sehr enger Verbin-
dung zur Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen.

Um einen gegebenen zeitlichen Verlauf zu einem dynamischen System zu machen,
miissen wir zu allererst den Phasenraum richtig wéhlen. Von der richtigen Wahl des
Phasenraumes hingt es namlich oft ab, ob ein zeitlicher Verlauf iiberhaupt als dy-
namisches System beschrieben werden kann. Ein Beispiel, das die Entwicklung der
Theorie der dynamischen Systeme ganz wesentlich angestoflen hat, sind die Newton-
schen Gleichungen. In einem Kraftfeld /' wird die Beschleunigung eines Punktteilchens
beschrieben durch die Gleichung

%m:’c =mi=F
Hier ist m die Masse der Punkteteilchen und ¢ +— z(t) die Funktion der Koordinaten in
Abhéngigkeit von der Zeit. Die zeitliche Ableitung bezeichnen wir durch einen Punkt.
Wenn F' von z und 2 und ¢ abhéngt, erhalten wir die gewohnliche Differentialgleichung

mi = F(x, ).

Die entsprechenden zeitlichen Verldufe der Koordinaten kénnen nur dann durch ein
dynamisches System beschrieben werden, wenn wir den Phasenraum so wéhlen, dass
er neben den Koordinaten x auch die Geschwindigkeit des Punktteilchens enthélt.
Wenn die Kraft auch noch von der Zeit ¢t abhéngt, miissen wir sogar auch noch die Zeit
zu den Freiheitsgraden des Phasenraums hinzufiigen.

Ein anderes Beispiel fiir die Wichtigkeit der richtigen Wahl des Phasenraums sind
Fibonaccis Kaninchen, oder allgemeinere Rekursionsformeln.
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Fibonaccis Kaninchen 1.4. Leonardo von Pisa hat schon 1202 ein Populationsmo-
dell mit diskreter Zeitn = 0,1, 2, ... untersucht. Ein neugeborenes Kaninchenpaar wird
in einen umzdaunten Garten gesetzt. Jedes Kaninchenpaar erzeugt wihrend seines Le-
bens jeden Monat ein weiteres Paar. Fin neugeborenes Paar wird nach einem Monat
fruchtbar und bekommt somit nach zweir Monaten seine ersten Nachkommen. Es soll an-
genommen werden, dass die Kaninchen nie sterben. Bezeichnen wir mit k, die Anzahl
Kaninchenpaare nach n Monaten, dann ist kg = ky = 1 (das erste Paar) und ky = 2,
da das erste Paar seine ersten Nachkommen nach zwei Monaten bekommt. Auch im
dritten Monat bekommt nur das erste Paar neue Nachkommen, es ist also k3 = 3. Im
vierten Monat leben noch alle Kaninchen aus dem dritten Monat und die Paare, die
nach zwei Monaten schon da waren, bekommen Nachwuchs. Es ist also ky = k3 + ks.
Allgemein erhdlt man die Rekursionsgleichung

kpni1 =k, + ko1 firalle néeN.

Dabei steht der 1.Term k, fiir die Anzahl der Kaninchen, die schon da sind, wdhrend
der 2.Term k,_y die Anzahl der im (n + 1)-ten Monat neu geborenen Kaninchenpaare
angibt. Um aus dieser Rekursionsformel ein zeitdiskretes dynamisches System zu ma-
chen, muss man den Phasenraum als die Menge aller Paare (ky, k,_1), das heifst man
mufl zu der Anzahl der Kaninchenpaare im jeweiligen Jahr die Anzahl im vorherigen
Jahr hinzufiigen. Das entsprechende dynamische System ldsst sich dann einfach lésen.

Man kann dieses dynamische System mit einem generierenden Funktional l6sen. Sei

K(t) = i Fon,

n!
n=0

Dann ist die Ableitung von K (¢) das generierende Funktional von

K(t) = i %ntn_l = i %t".

Also folgt aus der Rekursionsgleichung

K(t) = K(t) + K(t) mit den Anfangswerten K (0) =1 = K(0).

Somit haben wir diese Rekursionsformal also in eine Differentialgleichung iibersetzt und
die Startswerte in ein sogenanntes Anfangswertproblem dieser Differentialgleichung.
WEeil in dieser Differentialgleichung Ableitungen bis zur zweiten Ordnung auftauchen,
werden wir bei der Integration zweimal integrieren miissen und entsprechend zwei In-
tegrationskonstanten auftauchen. Deshalb miissen wir zwei Anfangswerte vorgeben.
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Ganz ahnlich wie bei den Newtonschen Gleichungen miissen wir zu der Folge k, mit
generierendem Funktional K () die Folge k, mit generierendem Funktional K (¢) hin-
zufiigen, um ein dynamisches System zu erhalten. Im néchsten Abschnitt lernen wir,
solche Differentialgleichungen zu losen. Wenn das entsprechende Anfangswertproblem
gelost ist, und die Losung im Punkt ¢ = 0 auch glatt ist, dann ergibt ihre Taylorreihe
eine Losung von Fibonaccis Kaninchen. Es stellt sich heraus, dass diese Losung sogar
auf ganz t € C eine konvergente Potenzreihe definiert.

Diese Erweiterungen des Phasenraums im Fall der Newtonschen Gleichungen und
im Fall von Fibonaccis Kaninchen sind miteinander verwandt. Ganz allgemein muss
der Phasenraum grof§ genug gewéhlt werden um ein dynamisches System zu erhalten.

Man kann Fibonaccis Kanichen oder allgemeiner Rekursionsgleichungen auch mit
einem anderen generierenden Funktional 16sen. Wir stellen diese andere Methode hier
vor, weil mit ihr auch andere Rekursionsgleichungen gelést werden kénnen. Sei diesmal

K(z) = i kn2".
n=0

Dann konnen wir die Rekursionsformel direkt in folgende Gleichung umschreiben

K(2) — ko — k > -
= zo E Z kny12" = Z(kn + kno1)2" = K(2) — ko + 2K (2).
n=1 n=1

Wenn wir diese Gleichung nach K (z) auflosen erhalten wir

. k0+(/€1—/€0)2
o l—z—=22

K(z)

Mit den Anfangswerten ky = 1 = k; ergibt das

B 1
1=z =22

K(z)

Das ist offenbar eine gebrochen rationale Funktion, die auf dem Komplement der Null-

stellen des Nenners analytisch ist und als konvergente Potenzreihe geschrieben werden

kann. Durch Partialbruchzerlegung konnen wir diese Potenzreihe auch ausrechen und

damit die Fibonaccis Folge 16sen. Seien z; = @ und z, = @ die beiden Losungen

von 22 + z — 1 = 0. Dann gibt es zwei eindeutige reelle Zahlen o und 3 mit
1 o« . 6]

1l—2—22 22—z z—2y

Durch Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir

a(zg—z1) = =1 [B(z1—29) =—1.
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Mithilfe der geometrischen Reihe ist die Potenzreihe K (z) gegeben durch
1 = 2\" 1 = z\"
Ko =—t S (2) L (_) |
) (22— 21)21 % (Zl) (21 — 22)22 % Z2

Definition 1.5. © € M heifit Fizpunkt oder Ruhelage eines dynamischen Systems
O:GxM— M, wenn ®(g,z) =z Vg €QG.

Beispiel 1.6. Der einzige Fizpunkt der Abbildung A : R — R, x+— 2x ist x = 0.

Definition 1.7. (i) Fir x € M heifit {®(g,x) | g € G} Orbit oder Trajektorie (durch
x), die Abbildung ®(-,x) : G — M, g+ ®(g,z) heifit Bahnkurve (durch x).

(ii) Ein Orbit durch x heif$t periodisch mit Periode g € G, wenn g > 0 und ®(g,x) = x.
Fine Periode heifst Minimalperiode, wenn ®(g,x) # z fir 0 < g < g.

Proposition 1.8. Wenn G eine Gruppe ist, dann definiert die Zugehorigkeit zu einem
Orbit eine Aquivalenzrelation auf dem Phasenraum.

Beweis: Wir definieren also fiir 1,2, € M

x1 ~ xo, falls 9 € (G, x1).
Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, denn
(i) Wegen &y = 1 ist immer = ~ z.

(ii) Gilt xo = ®(t,x1), dann folgt x; = P(—t,x2) aus P(t2,-) o P(ty,-) = P(t; + 2, )
und ®(0, -) = 1,,. Die Relation ist damit symmetrisch (x1 ~ 29 = x5 ~ x7).

(iii) Gilt zg = ®(t1, 21) und x3 = P(t2, x2), dann folgt x5 = P(¢;+15)(x1). Die Relation
ist damit transitiv (z1 ~ T3, T ~ T3 = T ~ T3). q.e.d.

Beispiel 1.9. Sei M =S'={z€C||z| =1} und ® : Zx M — M gegeben durch die
Drehung ®(n, z) = > . 2 mit « € R. Dann ist jeder Orbit genau dann periodisch,
wenn o € Q, also a = %, q € Z,p € N teilerfremd. Die Minimalperiode ist dann p.

Man ist nicht nur an einzelnen Orbits interessiert, sondern auch am Verhalten benach-
barter Orbits. Z.B. ist es beruhigend, dass auch bei einer kleinen Verdnderung der
Geschwindigkeit der Erde, z.B. durch Meteroiteneinschlag, ihre neue Bahn auf Dauer
in der Nahe der alten bleibt. Die Untersuchung der Stabilitéit von solchen Fixpunkten
wird uns im zweiten Kapitel beschéaftigen.
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1.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wenn die Abbildung ® eines zeitkontinuierlichen dynamischen Systems auf einem Vek-
torraum M =V partiell nach ¢ differenzierbar ist, dann kénnen wir die Bedingung (ii)
bei s = 0 nach s differenzieren und erhalten

0d(t, x) _ 09(0,7)
ot ot
Also erfiillen alle Trajektorien durch den Anfangspunkt zo € M die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung ¢(¢) = F(q(t)) mit dem Anfangswert ¢(0) = gqo. Differentialgleichungen
sind Gleichungen, die Funktionen zu ihren Ableitungen in Beziehung setzen. Wenn die-
se Funktionen von mehreren Variablen abhéingen, dann sind die Ableitungen, die in der
entsprechenden Differentialgleichung mit der Funktion in Beziehung gebracht werden,
partielle Ableitungen. Dann spricht man von partiellen Differentialgleichungen. Typi-
scherweise sind Differentialgleichungen im folgenden Sinne lokale Gleichungen, dass sie
nur die Werte einer gesuchten Funktion und endlich vieler Ableitungen fiir einen Wert
der Variablen miteinender in Beziehung bringen. Mit gewchnlichen Differentialglei-
chungen werden also im Allgemeinen Gleichungen von der folgenden Form bezeichnet

F(g™(8),q"D(1),....a(t), a(t),t) = 0.

Hierbei ist ¢ — ¢(t) die gesuchte Funktion, die auch vektorwertig sein kann.

= F(®(t,xz)) mit F: V-V x— F(x)

Definition 1.10. Differentialgleichungen von der Form

F(g™(1),q" V@), ..., d(t),q(t),t) = 0
heiffen gewohnliche Differentialgleichungen.

Historisch wurden solche Differentialgleichungen von Newton gleichzeitig mit der
Entdeckung der Differentialrechnung eingefiihrt, um die Bewegung von massiven Teil-
chen im Gravitationsfeld zu beschreiben. Im einfachsten Fall eines Punktteilchens im
Schwerefeld nehmen die Newton’schen Gleichungen folgende Form an:

mq. = F(q7 q? t)?

wobei F'(q, ¢,t) die auf das Punktteilchen wirkende Kraft darstellt. Im einfachsten Fall
F = —myg taucht nur die zweite Ableitung der gesuchten Koordinatenfunktion von
g des Teilchens in Abhéngigkeit von der Zeit auf, so dass wir deren Losung aus der
Differential- und Integralrechnung schon kennen:

gt — t0)2.

q(t) = qo + q(t —ty) — 5
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Die Losung kénnen wir aus der Differentialgleichung durch zweimaliges Integrieren der
linken und rechten Seite erhalten. Das Ziel unserer Untersuchung einer Differentialglei-
chung ist dabei moglichst alle Losungen zu bestimmen und dann solche zusétzlichen
Eigenschaften der Losungen zu finden, die die Losung eindeutig festlegen.

Definition 1.11. Fine Ldsung ist eine Funktion q, die so oft differenzierbar ist, dass
alle in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitungen existieren, und die zusam-
men mit diesen Ableitungen die Differentialgleichung erfillt.

In der Differentialgleichung
mq = —mg

hiangen m (die Masse des Teilchens) und g (das Schwerefeld) nicht von ¢ ab. Deshalb
ist die Differentialgleichung adquivalent zu

Gg=—g.

Wenn wir die linke und die rechte Seite integrieren erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

q(t) = q(to) = —g(t —to) baw.  4(t) = ¢(to) — g(t — to).
Nach nochmaligem Integrieren erhalten wir schliefSlich

g(t — to)Q.

q(t) = q(to) + q(to)(t — to) — 5

Die Funktion q(t) = —2(t —to)* + ¢1(t — to) + qo ist auf R unendlich oft differenzierbar
und es gilt:

§(t) = —g(t —to) +qrund  §(t) = —g.

Also sind alle Losungen von der Form

t—10)? , d
q(t) = —% + q1(t — to) + qo, wobei q(ty) = go und d_:f](to) = q.

Damit haben wir in diesem einfachen Beispiel unser Ziel erreicht.

Zusammenfassung 1.12. Die hichste vorkommende Ableitung der Differentialglei-
chung md = —gm ist die zweite Ableitung. Durch geeignetes zweimaliges Integrie-
ren konnten wir die Differentialgleichung losen. Dabei entstanden zwei Integrations-
konstanten und die Losungen waren dann eindeutig durch die Wahl dieser Integrati-
onskonstanten bestimmt. Diese Integrationskonstanten konnten wir schliefSlich als die
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Werte der Losung und ihrer ersten Ableitung zu dem Zeitpunkt to interpretieren. Des-
halb ist der Losungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional und wird pa-
rametrisiert durch (q(to),q(to)) € R%. Zu jeder solchen Wahl eines Anfangszustandes
(q(to),q(to)) = (qo,q1) gibt es dann genau eine Ldsung, die gegeben ist durch

q(t) = —g(t —t0)* + q1(t — to) + qo-

Typischerweise beschreiben solche Differentialgleichungen die zeitliche Entwicklung
von verdnderlichen Groflen in der Natur. Diese Differentialgleichungen geben dann ein
kausales Verhalten der verédnderlichen Groflien vor. Durch das Losen der Differential-
gleichung kénnen wir aus der Kenntnis der verdnderlichen Gréflen und gentigend vieler
Ableitungen von ihnen zu einem (Anfangs-)Zeitpunkt tg das Verhalten von ihnen sowohl
in der Zukunft, als auch in der Vergangenheit ausrechnen und damit ihr Verhalten in
der Zukunft vorhersagen und auf ihr Verhalten in der Vergangenheit zuriickschliefSen.
Die Anzahl der Ableitungen, die wir zum Zeitpunkt t, kennen miissen, ist gegeben
durch die Anzahl der Integrationskonstanten, also die Anzahl der Integrale, die wir
benotigen, um die Gleichung zu 16sen. Da typischerweise auch die Funktionswerte vor-
geben werden, also die Nullte-Ableitung, sollten im Allgemeinen alle Ableitungen bis zu
einer Ordnung niedriger als der hochsten vorkommenden Ableitung vorgeben werden.

Definition 1.13. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die hdchste vorkommen-
de Ordnung aller auftauchenden Ableitungen einer Differentialgleichung.

Definition 1.14. (Anfangswertproblem) Die Suche nach einer Lisung q einer gewéhn-
lichen Differentialgleichung der Ordnung n, die an einem Wert ty der Variablent (nach
der abgeleitet wird) zusammen mit den ersten n — 1 Ableitungen die Werte

q(to) = qo, (to) = a1, - .-, ¢V (to) = Gus
annimmt, heifst Anfangswertproblem.

Aufgrund unserer Voriiberlegungen erwarten wir, dass jedes solche Anfangswertpro-
blem eine eindeutige Losung hat. Wir werden spéter auch Bedingungen angeben, unter
denen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen solcher Anfangswertprobleme
beweisen konnen. Es stellt sich heraus, dass manche dieser Anfangswertprobleme viele
Losungen besitzen und andere gar keine.

Beispiel 1.15. (i) Das Anfangswertproblem (¢)* = 4q mit q(0) = 0 hat die Lisungen
(t—0)* firb<t
q(t) =140 fir —a<t<b
(t+a)? firt<-—a

Hier sind a und b zwet nichtnegative reelle Zahlen, die beide auch oo sein konnen.
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(ii) Sei f : R — R eine Funktion, die keine Stammfunktion besitzt (z.B. die charak-
teristische Funktion der rationalen Zahlen). Dann hat das Anfangswertproblem
G = f mit q(0) = 0 keine Ldsung.

Die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen besitzt auf keinem offenen
Intervall (a,b) eine Stammfunktion. Wenn ndmlich F' eine solche Stammfunktion
wdre, dann wire x — F(x) monoton wachsend und x — F(x) — x monoton
fallend. Wegen dem Mittelwertsatz muss fir alle x1,xo € (a,b) entweder gelten

F(x1) — F(xg) = x1 — x5 oder F(x1) — F(x3) = 0.

Im zweiten Fall folgt aus der Monotonie von F, dass F zwischen xy und xs
konstant ist und im ersten Fall folgt aus der Monotonie von x — F(x) — x, dass
diese Funktion zwischen x1 und xo konstant ist. Also ist die Ableitung von F
zwischen x1 und xo entweder konstant gleich 0 oder konstant gleich 1. Damit ist
F' keine Stammfunktion der charakteristischen Funktion der rationalen Zahlen.

1.3 Gewohnliche Differentialgleichungssysteme

Im einfachsten Fall sind die Funktionen, die mit ihren Ableitungen die Differentialglei-
chung erfiillen soll, reelle Funktionen. In diesem Fall hat eine gewohnliche Differential-
gleichung der Ordnung n die Form

f(tqt),q(t),...,q™(#) =0, wobei f:R"™2 4R

eine reelle Funktion ist. Hierbei werden nur die Werte einer reellen Funktion und aller
ihrer Ableitungen bis zur Ordnung n zu einem Zeitpunkt ¢ mit einander in Beziehung
gebracht werden. Wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass sich die Differentialglei-
chung nach der hochsten Ableitung auflosen lasst, dann nimmt sie die Form

¢™ ) = f(t,q(t),q(t),...,¢" V() an, mit einer Funktion f R SR,
Wenn wir R™-wertige Funktionen ¢ betrachten, dann nimmt sie die Form
d™ () = f(t,q(t),q(t),...,¢" VY (t)) an, mit einer Funktion f:R x (R™)" — R™.

Solche Differentialgleichungen heiflen Systeme von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen oder gewohnliche Differentialgleichungssysteme. Um die folgende Untersuchung zu
vereinfachen, machen wir von folgender Beobachtung Gebrauch.

Satz 1.16. Jedes gewdhnliche Differentialgleichungssystem von obiger Form ldsst sich
durch Vergréfierung von m auf m - n in ein gewéhnliches Differentialgleichungssystem
erster Ordnung verwandeln. Wenn auflerdem t zu einer zusdtzlichen Komponente von
q gemacht wird, also m auf m-n + 1 erhoht wird, dann hingt f nicht mehr von t ab.



14 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beweis: Fassen wir die Funktionen (¢, 4, ...,¢™ ") zu einer R*™-wertigen Funktion
zusammen, so ist die gewohnliche Differentialgleichung

g™ (t) = F(t,q(),4(1), ..., ¢" V()
offenbar dquivalent zu

%(Q(t)@(t), o d"TI@) = G, d ), f( ()40, - am ().

Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem

q<t0) =4qo,- - q(nil) (tO) = Qqn—1

iiber in
(Q7 CL cee 7q(n71))(t0) - (QO> ERI) qn—l)-

Wenn wir ¢ auch noch um die Funktion ¢ erweitern, dann ist die urspriingliche Diffe-
rentialgleichung offenbar dquivalent zu

%(t,q,q} ") = (LG, f (g g TY)).
Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem
q(to) = qo, - - ¢ (to) = gus
iiber in
(t g, ds - ") (o) = (to, Gos - - -+ Q1) q.e.d.
Die Ableitung von zeitkontinuierlichen Systemen werden durch solche Differential-
gleichungssysteme beschrieben. Im néchsten Abschnitt untersuchen wir, unter welchen

Bedingungen diese Differentialgleichungen die Abbildung ® eindeutig bestimmen.

Beispiel 1.17. Die Differentialgleichung mq = —gm ist dquivalent zu dem Differenti-

algleichungssystem
d g\ _(d\_(0 1\ (q\ (O
dt\¢) \-g9) \0 0/ \gq 9)
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1.4 Existenz und Eindeutigkeit

Das wichtigste mathematische Mittel um die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
von Differentialgleichungen zu beweisen ist der Banachsche Fixpunktsatz.

Satz 1.18. (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und f eine lipschitzstetige Abbildung von X nach X mit Lipschitzkonstante L < 1, d.h.
fir alle x,y € X gilt d(f(x), f(y)) < Ld(x,y). Dann besitzt f genau einen Fizpunkt
und fiir jedes xy € X konvergiert die Folge (x,)nen mit x,11 = f(x,) fiir alle n € Ny
gegen den Fixpunkt.

Beweis: Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt fiir jedes n € N und alle z,y € X:
d(f"(x), [*(y)) < L"d(x,y).

Hier bezeichnet f" die n-fache Verkniipfung von f mit sich selber. Also folgt aus der
Dreiecksungleichung fiir alle m > n € N:

A" o), (o)) < 3 A o)), fw) <3 Ld(f (o), o)
l=n l=n
— (- df o)) < Ed(f (o) )

1-L 1-L

Wegen 0 < L < 1 konvergiert <£=d(f(z¢),zo) gegen Null und (z,),ey ist eine Cauchy-
folge. Wegen der Vollstéandigkeit konvergiert sie. Wegen der Stetigkeit von f gilt
f ( lim xn) = lim f(z,)= lim x,,; = lim x,.
n—o0 n—o0 n—o0 n—oo

Also ist der Grenzwert ein Fixpunkt von f. Wegen der Lipschitzstetigkeit von f ist
der Abstand von zwei Fixpunkten kleiner oder gleich als I mal dem Abstand. Also ist
(1 — L) mal dem Abstand kleiner oder gleich Null. Dann ist wegen L < 1 der Abstand
nicht positiv, also gleich Null und beide Fixpunkte stimmen {iberein. q.e.d.

Um die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungssyte-
men in normierten Vektorrdumen zu zeigen, miissen wir Funktionen von Intervallen in
normierte Vektorrdume integrieren. Dafiir wollen wir das Riemannintegral auf solche
Funktionen ausdehnen. Fiir jedes Teilintervall I C [a, b] eines kompakten Intervalles
[a,b] und jedes Element v eines normierten Vektorraumes V' iiber K definiert

fallst € 1
vxr : [a,b] =V, >—>{U am

0 sonst
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eine Funktion in B([a,b], V). Dabei kann I auch aus einem Punkt bestehen. Die end-
lichen Linearkombinationen solcher Funktionen heiflen Treppenfunktlonen Sle bilden
einen Untervektorraum von B([a, b], V). Wir definieren das Integral f vxr(t)dt als v
mal der Intervalllinge | 7|, und setzen es linear auf alle Treppenfunktionen fort. er zei-
gen jetzt, dass diese lineare Fortsetzung eindeutig ist. Fiir jedes Teilintervall I C [a, ]
ist [a,b] \ I die Vereinigung von einem oder von zwei schnittfremden Intervallen, und
entsprechend [a, b] die Vereinigung von zwei oder drei schnittfremden Intervallen, von
denen eines [ ist. Die Schnittmengen I; von jeweils einem Intervall aus allen solchen
Zerlegungen von endlich vielen J; zerlegen [a,b] = |J, I; in endlich viele schnittfremde
Teilintervalle, so dass jedes J; eine Vereinigung von endlich vielen /; ist. Dann gilt fiir

f= Z‘XJ].'UJ‘ = ZZ X1; Z{jl['C]}U‘j mit v; €V,
/f t)dt = |J|vj— S Ll =)L Y v = /ZXI vjdt.

{ijlLiCJ;} ¢ {ilic s} {JII CJj}

Also ist das Intgeral der Treppenfunktion f unabhingig von der Zerlegung in eine
Linearkombination von x s v;. Es folgt
b
= [ Isolat

b

= <
a f(t)dtH “Z{i,j|licjj}|fz|vj <>
<2 Mlmax |y ey

Also definiert das Integral eine lipschitzstetige lineare Abbildung von dem normierten
Unterrvektorraum aller Treppenfunktionen in B([a, b], V') nach V mit Lipschitzkonstan-
te (b—a). Die Elemente des Abschlusses dieses Unterraumes heifien einfache Funktionen
(siche Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis 1 Abschnitt 7.6).

, Uy
{jlL;CJ;}

= (b= a)[[f]lse-

Satz 1.19. In einem Banachraum V ist f € B([a,b],V) genau dann einfach, wenn
es fir jedes x € [a,b] Elemente v,w € V' gibt, und fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass
I f(y)—v| < € firalley € (x—6,x)N]a,b] und || f(y)—w]|| < e firalley € (x, x+0)N[a, b]
gilt. Jede einfache Funktion hat hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Beweis: Wenn f die obige Bedingung erfiillt, dann ist fiir jedes € > 0 jedes =z €
[a,b] in einem in [a, b] offenen Teilintervall I, C [a,b] enthalten, so dass die Abstédnde
zwischen Funktionswerten von f an zwei Punkten von I,N(—o0, z) oder von I, N(z, o)
jeweils kleiner als € sind. Die offene Uberdeckung Useay L= der kompakten Menge [a, 0]
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Wir ordnen die Randpunkte und Indexpunkte
der entsprechenden Intervalle [, zusammen mit a und b der Gré88e nach an. Dann gibt es
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eine Treppenfunktion in B(f,¢) C B([a,b], V), die zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Punkten jeweils konstant ist. Das gilt fiir alle ¢ > 0, und f ist eine einfache Funktionen.

Wenn umgekehrt f einfach ist, dann gibt es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion
g € B(f,€¢/2). Fiir jedes x € [a, b] wihlen wir 6 > 0 so, dass g auf (z — 0, 2) N [a, b] und
(z,z + 0) N [a, b] konstant ist. Der Abstand zwischen Funktionswerten von f an zwei
Punkten in (z—¢,x)N[a, b] oder in (x, x+ ) N[a, b] ist also jeweils kleiner als . Das gilt
fiir jedes € > 0 mit einem geeignet gewéhlten o > 0. Fiir streng monotone wachsende
bzw. fallende gegen = konvergierende Folgen (z,)nen sind (f(2,))nen Cauchyfolgen mit
Grenzwerten v bzw. w. Dann erfiillt f die Bedingung des Satzes. Wenn z nicht zu
den abzéhlbar vielen Unstetigkeitsstellen einer in B([a,b], V') gegen f konvergierenden
Folge von Treppenfunktionen gehort, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 so dass die
Abstéande zwischen den Funktionswerte von f an zwei Punkten in (z — 6,2+ ) NJa, ]
kleiner als € sind. Deshalb ist f an hochstens abzéhbar vielen Punkten unstetig q.e.d.

Die Summe der charakteristischen Funktionen der Intervalle (2 115, =) ist auf [0, 1]
riemannintegrable mit abzéhlbar vielen Unstetigkeitsstellen, aber nicht einfach.

Fiir einen Banachraum V ist der Abschluss des Unterraumes der Treppenfunktionen
in B([a,b],V) auch ein Banachraum. Das Integral setzt sich zu einer stetigen linearen
Abbildung von den einfachen Funktionen nach V fort. Aus der Lipschitzstetigkeit von
Fs [P r@)dt, £ || und || f]] — [7]IF(t)]|dt folgt fir einfache Funktionen f

tLbf@ﬁﬁHSﬁAfo@NMtg(b—a”Uﬂm.

Satz 1.20. Fir eine einfache Funktion f € B([a,b],V) ist F : [a,b] — V mit F(z) =
[ f(t)dt stetig und diberall dort, wo f stetig ist, differenzierbar mit F'(t) = f(t).

Beweis: Fiir ¢, € [a,b] gilt ||F(t) — F(t)| < fti | f(s)|lds < |t —to| - || flloo- Also ist
F lipschitzstetig. Aus || f(s) — f(to)]| < € fiir s € [to, t] N [a, b] bzw. [t,to] N [a, b] folgt

f(to)|ld
< i 156 = ptlas <

Insbesondere ist F iiberall dort, wo f stetig ist, differenzierbar mit F’(t) = f(¢).q.e.d.
Aus dem Mittelwertsatz 8.5.1. (Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis 1
Abschnitt 8.5) folgt, dass eine stetige Funktion F' : [a,b] — V, die auBerhalb einer
abzéhlbaren Teilmenge differenzierbar ist, und deren Ableitung dort mit einer einfachen
Funktion f iibereinstimmt, sich nur um eine Konstante von fam f(t)dt unterscheidet.

— [(to)

HF(t)—F(to)
t—to

Wir zeigen jetzt die Existenz und Eindeutigkeit von gewthnlichen Differentialglei-
chungen. Wir miissen an die Nichtlinearitét allerdings Bedingungen kniipfen.
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Definition 1.21. FEine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum Y heif§t lokal lipschitzstetig, wenn es fir jedes xo € X eine Umgebung U C X
von xo gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,z" € U gilt

d(f(z), f(2')) < Ld(z, ).

Satz 1.22. (von Picard Linedldf) Sei I ein offenes Intervall, U C 'V eine offene
Teilmenge eines Banachraums V und f : I x U — V eine stetige Abbildung, die
beziiglich der zweiten Variablen lokal lipschitzstetig ist, d.h. fir jedes (to,qo) € I x U
gibt es ein § > 0 und ein L > 0, so dass fiir alle (t,q), (t,q) € (to — d,to +d) X B(qo, 9)

17t ) = f(& DI < Lilg — 4|

gilt. Dann gibt es fir jedes (tg,qo0) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
q(t) = f(t,q(t)) mit q(to) = qo auf (to — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gilt || f(t,q) — f(£,9)|| < L|lg — q|| fiir
alle (t,q), (t,q) € [to — 0,10 + 6] X B(qo,0) mit geeigneten 6 > 0 und L > 0. Wegen der

t
Stetigkeit von f ist F:q—F(q) mit F(q)t)=q+ [ f(s,q(s))ds
to
eine stetige Abbildung von C([ty — d,to + 6], B(qo,0)) nach C([to — J,to + 0], V). Sei
1FCq)lleo = sup [lf (s, qo)]-
SE[to—&to-ﬁ-(ﬂ

Wenn e < 6 und € (|| f(+, qo)l|co + L0) < 0, dann ist fiir alle ¢ € C([to—¢, to+¢€], B(qo,9))

< e[ f(-;q)lloc + L5) < 0.

/ (F(s,a0) + F(5,a(s)) — F(5q0))ds

to

17(0) = qoll < ]

Also bildet F' den vollstandigen metrischen Raum C([tg — €, to + €], B(qo,d)) auf sich
selber ab. Fiir q,q € C([to — €,to + €], B(qo,0)) gilt

Hﬂ@—F@MmSZHﬂ&ﬂﬁ—ﬂ&ﬂﬁmﬁéewq—ﬂw

) 1 4]
Sei also € kleiner als € < min {5, ) —} = min {5, }
1/ qo)lloe + Lo™ L 1/ qo)lloo + L

Die Abbildung F' von dem vollstindigen metrischen Raum C([ty — €,to + €], B(qo,9))
auf sich selber ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante e- L < 1. Jeder Fixpunkt ist auf
t € (to—e, to+e€) wegen Satz 1.20 differenzierbar und 16st das obige Anfangswertproblem
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mit q(tg) = go. Wenn ¢ umgekehrt auf (to—e¢, to+€) das Anfangswertproblem 16st, dann
haben F(q) und ¢ die gleichen Ableitungen und die gleichen Funktionswerte bei t = ;.
Also stimmen diese Funktionen iiberein und jede Losung des Anfangswertproblems ist
ein Fixpunkt von F. Die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems auf
(to — €ty + €) folgt also aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Wegen Satz 1.16 kénnen wir annehmen, dass f nicht von ¢ abhédngt. Eine solche
autonome gewohnliche Differentialgleichung ist durch ein Vektorfeld F' : U — V auf
einer offenen Teilmenge U C V eines Banachraumes gegeben. Wir nennen dann fiir
x € U die Losungen der Anfangswertprobleme

q(t) = F(q(t)) mit q(0) =z

Integralkurven durch z. Wegen Ubungsaufgabe 1.3 sind diese Integralkurven Kandida-
ten fiir die Bahnen eines dynamischen Systems.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die Losungen der Anfangswertprobleme, also die
Fixpunkte von F', von tg, qo und f abhingen. Wegen Satz 1.16 konnen wir das An-
fangswertproblem in ein solches verwandeln, in dem f nicht von ¢ abh&ngt. Weil solche
Anfangswertprobleme beziiglich ¢ translationsinvariant sind, konnen wir dann den An-
fangspunkt 0 wihlen. Deshalb untersuchen wir im Folgenden nur die Abhéngigkeit der
Losung des Anfangswertproblems von ¢o und f.

Jede Losung ¢ der Differentialgleichung ¢(t) = f(t, ¢(t)) mit einer differenzierbaren
Funktion f erfiillt auch

)= g0y = 200, DFEAO) ) _ D0, DAy, )

Indem wir immer hohere Ableitungen bilden sehen wir, dass fiir » mal (stetig) differen-
zierbare Funktionen f, jede Losung auch (r + 1) mal (stetig) differenzierbar ist. Wir
werden gleich sehen, dass in diesem Fall die Losung der entsprechenden Anfangswerte
auch 7 mal (stetig) differenzierbar von ¢y abhéngt.

Satz 1.23. Sei I ein offenes Intervall, U C V eine offene Teilmenge eines Banach-
raums V und f : I x U — V eine stetige Abbildung, die partiell nach q r mal ste-
tig differenzierbar ist mit r € N. Dann gibt es fir alle (to,q0) € I x U eine offene
Umgebung W wvon qy in V, € > 0 und eine r mal stetig differenzierbare Funktion
g: W = C([to — €, to + €,V), so dass fiir g € W die Funktion g(q,) die eindeutige
Losung des folgenden Anfangswertproblems ist

dq

= (t) = f(t,q(t)) fir allet € (ty — €, tog+€) mit  q(ty) = q1.
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Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Well stetlg ist, gibt es ein
d > 0, so dass U den abgeschlossenen Ball [ty — 0, %y + 0] x B (qo, 5) enthélt und gg auf
[to — 0,10 + 6] x B(qo,d) durch L beschrénkt ist. Wegen dem Schrankensatz ist dann
f auf [to — 0,19 + 0] X B(qo,0) fiir festes t in ¢ lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante

L > 0. Sei also 0 < € < min {5, %} dghnlich gewihlt wie in dem Beweis des Satzes von
Picard-Lindel6f. Dann definiert

F:V xC([to— € to+ €], B(qo,0)) = C([to — €, to + €|, V),  (q1,9) = F(q1,q)

mit  F(q1,q) —C]1+/f361
eine stetige Abbildung. Die partielle Ableitung BF(qql ) gt gegeben durch
F F
W : C(lto— e, to+¢€,V) = C([to — €, + €], V), zww&)
q q
: OF (g1, 9) /t 9f(s,q(s))
mit —(2)(t) = —————=(2(s))ds.
ot = [ A ()

Weil die Ableitungen 2 (S q(s) beschrénkt sind durch L, ist die Ableitung 2 ql ) he-
schrénkt durch Le < 1. Also konvergiert fiir ¢; € V und g € C([tg — €, to + €], B (qo, 9))
die Neumannsche Reihe

8F(91>Q))_1 - (aF(ql,q))l
Lo(to—e tote - . = E —a.
< C([t 7t + }7‘/) a aq

q 1=0
in L(C([to — €,to + €], V)) gegen den inversen Operator von le(jg—cto+e,v) — %.
Offenbar ist fiir ¢;,q2 € V die punktweise Differenz der entsprechenden Abbildungen
eine konstante Abbildung: F(q1,9) — F(g2,9) = ¢1 — ¢o.

Deshalb ist fiir jedes g € C([to — €,to + €], B(qo,0)) die Abbildung ¢; — F(qi,q) eine
glatte Abbildung von V nach C([ty — €ty + €], V). Also ist die Abbildung

G:V x C([to — €19+ 6],B<Q0,5)) — C([to — €19+ 6], V),
(q1,9) = (Ae(o-etotrd.Blaos) — Fla1,9)) = ¢ — F(q1,9)

eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbereich
eine invertierbare partielle Ableitung nach g € C([tg — €,to + €], B(qo, d)). Das Urbild
der 0 € C(I,V) besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen ¢ — F(q1,q). Aus
dem Satz der impliziten Funktion folgt, dass es eine stetig differenzierbare Abbildung g
von einer Umgebung W von ¢y € V auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen
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q — F(q1,q) gibt. Diese Abbildung ist genauso oft stetig differenzierbar, wie G. Weil
das Integral von ¢y nach ¢ eine lineare stetige und damit glatte Abbildung von C([ty —
€,to + €], V) auf sich selber ist, sind die partiellen Ableitungen von G nach ¢ bis zur
selben Ordnung stetig, bis zu der auch die partiellen Ableitungen von f nach ¢ stetig
sind. Also ist G und damit auch die Abbildung ¢ auf die Losung des entsprechenden
Anfangswertproblems r mal stetig differenzierbar. q.e.d.

Der Beweis zeigt auch, dass die Losung des Anfangswertproblems unter den gleichen
Voraussetzungen stetig differenzierbar von ¢, und von f abhingt, wenn auf dem Raum
der Funktionen f € C(I x U, V) die Supremumsnorm von f und von ? benutzt wird.
Wenn in diesem Satz die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, dann lassen sich die ersten
r + 1 Ableitungen ¢(¢),...,q"*V(¢) der Losung durch die ersten r Ableitungen der
Funktion f nach ¢ bei ¢(t) ausdriicken. Deshalb sind die entsprechenden Losungen des
Anfangswertproblems sogar (r 4+ 1) mal stetig nach t differenzierbar. Fiir glatte f, die
nicht von ¢ abhéngen, hingen die Losungen des Anfangswertproblems glatt von g und ¢
ab. Die Abhéngigkeit von t, ist wenn f nicht von ¢ abhéngt trivial. Hohere Ableitungen
nach tg konnen wir mit dem oben beschriebenen Trick fiir differenzierbare Funktionen
f kontrollieren. Jetzt setzten wir die Losungen auf moglichst grofie Intervalle fort.

Satz 1.24. (Globale Ezistenz und Findeutigkeit) Sei O C R x 'V eine offene Teilmenge
und f : O — V eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Ezxistenz und Findeu-
tigkeit lokal lipschitzstetig ist. Dann gibt es fir jedes (to,qo) € O genau ein mazximales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

q(t) = f(t,q) mit  q(to) = q

genau eine Losung q enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne maximal, dass an beiden
Rdndern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a=—o0 (bzw. b= o).
(ii) t— || f(t, q(t))] ist fir alle e > 0 auf (a,a+€) (bzw. (b—€,b)) unbeschrankt.

(iii) Die Lésung q ldsst sich stetig auf |a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O, d.h. lgfll(t, q(t)) ¢ O (bzw. l}gl(t, q(t)) € O).

Beweis: Fiir jedes Intervall (a, b), das ty enthélt, und auf dem das Anfangswertproblem

q(t) = f(t,q(t)) mit q(to) = qo

eine Losung ¢ besitzt, so dass sich ¢ auf [a, b) oder (a, b] stetig fortsetzen lédsst, und der
Graph der Fortsetzung in O liegt, besitzt das neue Anfangswertproblem

i(t) = fta) mit gla) = lim Gt baw. q(b) = lim (1)
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wegen des Satzes von Picard-Lindelof eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b.
Der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof zeigt, dass auf [a,a+€) bzw. (b—e€,b] dieses
Anfangswertproblem eindeutig l6sbar ist und mit ¢ iibereinstimmt. Also existiert ein
maximales Intervall (a,b), auf dem das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung
besitzt. Wenn bei a bzw. b die Bedingungen (i) und (ii) nicht erfiillt sind, dann ist
die Ableitung der Losung auf einer Menge (a, a + €) bzw. (b — €, b) beschrénkt und die
Losung ist dort lipschitzstetig. Fiir jede Folge (t,)nen, die gegen a bzw. b konvergiert,
konvergiert ((t,,q(tn))nen in R x V. Der Grenzwert liegt nicht in O liegen, weil sonst
die Losung eine Fortsetzung auf eine Umgebung von a bzw. b hat. q.e.d.

Bemerkung 1.25. (i) Wenn (ii) erfillt ist, kannt — f(t,q(t)) nicht stetig auf [a, a+
€) bzw. (b—e, b fortgesetzt werden. Also kénnen q und f nicht so stetig auf grofere
Definitionsbereiche fortgesetzt werden, dass a (bzw. b) im Definitionsbereich von
q und (a,q(a)) (bzw. (b,q(b))) im Definitionsbereich von f liegt.

(ii) Jede in q stetig differenzierbare Funktion f ist in q lokal lipschitzstetig, weil fiir
stetig differenzierbare Funktionen die Ableitungen lokal beschrdnkt sind und nach
dem Schrankensatz lokal lipschitzstetig sind. Wegen dem Schrankensatz gilt fiir
£t ) = A(tg auch | n(lg@®])-In(lg(to) )] < [ I|A(s)|ds. In diesem Fall kann
f(t,q) nur am Rand des Definitionsbereichs von A unbeschrinkt sein. Dann ist
auch (ii) nur am Rand des Definitionsbereichs von A mdéglich.

Wenn dim V' < oo kann man die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit (wir ken-
nen schon ein Gegenbeispiel), auf stetige Funktionen f verallgemeinern. Anstatt dem
Banachschen Fixpunktsatz verwenden wir dann den Satz von Arzela Ascoli.

Satz 1.26. (Arzela-Ascoli) Sei K ein kompakter metrischer Raum und V' ein endlich-
dimensionaler Banachraum. Eine Folge (fn)nen in C(K,V) besitzt eine konvergente
Teilfolge, wenn

(1) fir jedes x € K die Folge (f,())nen beschrinkt ist und

(ii) fir jedes x € K die Folge (fy)nen gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € K
und jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so dass fn(2') € B(fn(x),e) C V fir alle
' € B(x,0) C K und fir alle n € N gilt.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge ( f,,)nen sogar auf K gleichgradig stetig ist.
Fiir jedes € > 0 und y € K gibt es wegen (ii) ein 6, > 0, so dass || fn(z) — fu(y)| < § fiir
alle n € N aus d(z,y) < 26, folgt. Wegen der Kompaktheit von K hat die Uberdeckung
{B(y,d,)|ly € K} eine endliche Teilitberdeckung K = B(y;,6;) U ... U B(yn,dn). Sei
9 das Minimum von 4y, ...,dy. Dann enthélt fiir alle Paare z, 2’ € K mit d(z,2") < §
einer der Bélle B(y1,01),..., B(yn,dn) den einen Punkt z. Damit sind beide in einem
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der Bélle B(y1,261), . .., B(yn, 20n) enthalten. Daraus folgt || fn(z)— fo(2')|| < §+5 =€
fiir alle n € N. Also ist die Folge (f,)nen gleichgradig stetig auf ganz K.

Sei (z7)1en eine Folge, die in K dicht liegt. Wegen (i) ist dann fiir alle [ € N der
Abschluss A; der Menge der Folge (f,.(x;))nen eine kompakte Teilmenge von V. Wir
definieren induktiv eine Teilfolge (gn)nen von (fn)nen und eine Folge (a;)eny in V,
so dass [|gn(2;1) — @l < + fiir alle I € N und n > [ gilt. Dafiir withlen wir zuerst
einen Haufungspunkt a; von (f,(z1))nen und eine Teilfolge (g, )nen von (f)nen mit
|gn(x1) — a1]| < 2 fiir alle n € N. Induktiv wéihlen wir danach fiir jedes L € N\ {1}
einen Haufungspunkt a; von (g,(zr))nen, und ersetzen die Folgenglieder von (g, )nen
mit Indizes grofer als L—1 durch eine Teilfolge von (g, )1, so dass ||gn(z1) —ar|| < =
fiir alle n > L gilt. Dann gilt ||g,,(2;) — ]| < + firallel=1,..., L und n > .

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass ||g,(2) —g.(2)| < § fiir allen € N aus
r,7" € K mit d(z,2") < d folgt. Also gibt es ein M € N, so dass ||gm (1) — gn(z1)| < §
fiir alle m,n > M an den Zentren der Bille einer endlichen Teiliiberdeckung von K
durch (B(x;,0))en gilt. Es folgt fiir alle z € K und n,m > M

1900 (@)= @) < 19 () =gon (20) |+ 9 (1) =g (20) [ g (1) =g (@) | < 54545 =€

Also ist (gn)nen eine Cauchyfolge und konvergiert in C'(K, V). q.e.d.

Satz 1.27. (Satz von Peano) Sei I ein offenes Intervall und U C V' eine offene
Teilmenge eines endlichdimensionalen Banachraums und f eine stetige Abbildung f -
I xU — V. Dann gibt es fir jedes (to,qo) € I X U ein € > 0 und auf (to —€,to+¢€) C I
eine Losung des Anfangswertproblems q(t) = f(t,q(t)) mit  q(to) = qo-

Beweis: Fiir jedes (tg,q0) € I x U gibt es ein € > 0 und § > 0, so dass

[to — €,to + €] X B(qo,0) C I x U.

Auf dieser kompakten Menge ist dann f beschrénkt durch || f||s < 0o. Verkleinere also
gegebenenfalls €, so dass || f||« - € < 0 gilt. Fiir jede Partition P

[to - E,to + 6] = [t—Matl—M] U...uU [t_l,to] U [to,tl] U...uU [tN—latN]

mit tgo —e =ty <ty < ... <t <th <t < ... <itn1 <ty :t0+€d68
Intervalls [tg—e, to+€|, die ty als den Anfangs- und Endpunkt eines Teilintervalls enthilt,
definieren wir folgendermaflen eine Naherungslosung gp der Differentialgleichung. Auf
den Intervallen [t_,,,t1_,,] definieren wir g, induktiv fir m = 1,...,m = M dadurch,
dass jeweils der Wert bei t;_,, fir m = 1 gleich ¢y ist und fiir m > 1 gleich dem
Wert gp(ti_,,) von dem schon konstruierten g, bei t_,, ist, und die Ableitung jeweils
konstant gleich f(t,,_1,qp(t1_m)) ist. Entsprechend definieren wir die Losung auch
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indukltiv auf den Intervallen [t,_1,t,] fir n = 1,...,n = N dadurch, dass jeweils
der Wert bei t,_; fiir n = 1 gleich ¢ ist und fiir n > 1 gleich dem Wert ¢p(t,_1)
von dem schon konstruierten gp bei t,,_; ist, und die Ableitung jeweils konstant gleich
f(tn—1,qp(tn—1)) ist. Wegen |f|lo - € < d und weil f auf [to — €,to + € X B(qo,0)
beschrankt ist durch || f||o, liegen dann alle Werte von ¢p in B(qo, d).

Sei nun (P, ),en eine Folge von Partitionen, deren maximale Intervalllingen eine
Nullfolge bilden. Wir zeigen jetzt, dass eine Teilfolge der entsprechenden Folge (g, )nen
von Naherungslosungen gegen eine Losung des Anfangswertproblems konvergiert. Of-
fenbar erfiillt die Folge (¢, )nen die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli. Des-
halb konvergiert eine Teilfolge von (g, )nen auf [to — €, to+ €] gegen eine stetige Funktion
q, die bei ty gleich g ist. Weil die stetige Funktion f auf der kompakten Teilmenge
[to — €,t0 + €] X B(qo,d) stetig und damit auch gleichméBig stetig ist, konvergiert auch
die Folge von Funktionen ¢ — f(¢,q,(t)) auf [ty — €19 + €| gleichméBig gegen die
stetige Funktion t — (f(¢,¢(t)), die dann auch Riemann integrabel ist. Indem wir
fiir alle t € [to — €,tp + €] die Endpunkte der Intervalle einer solchen Partition zwi-
schen ¢y und ¢ auswihlen definiert jedes P auch eine Partition des Intervalls [to, t] bzw.
[t,to]. Dann ist gp(t) — qo gerade eine entsprechende Riemannsumme von dem Inte-
gral ftz f(s,qp(s))ds. Offenbar ist die Differenz der Riemannsummen zweier stetiger
Funktionen auf [ty — €,ty + €], beschrinkt durch die Supremumsnorm der Differenz
mal 2¢. Wegen dem Kriterium von Riemann und der gleichméfiigen Konvergenz von

t— f(t,qn(t)) gegen t — f(t,q(t)) konvergiert (g,(t))nen gegen

t
o —i—/ f(s,q(s))ds = lim q,(t) = q(t) fiir alle t € [to—e€,to+ €.
tO n—oo

Wegen Satz 1.20 ist dann ¢ differenzierbar mit ¢(¢) = f(t¢,q(t)). Also 16st ¢ das An-
fangswertproblem mit ¢(ty) = qo. q.e.d.

Eine Losung einer Differentialgleichung auf einem abgeschlossenen Intervall ist eine
stetige Funktion, die im Inneren stetig differenzierbar ist, und deren Ableitung sich
stetig auf das abgeschlossene Intervall fortsetzen lédsst. Weil eine Funktion auf der Ver-
einigung von zwei Intervallen genau dann stetig ist, wenn sie auf beiden Intervallen
stetig ist und auf der Schnittmenge iibereinstimmt, konnen wir solche Losungen zu-
sammensetzen: Wenn ¢; eine Losung des Anfangswertproblems ¢(t) = f(t,q(t)) mit
q(t1) = qo auf [t; — €, t1] ist und ¢y auf [t1, ¢; + €]. Dann ist

@) firte [t — et
1= {612(75) fiir t € [ty,t1 + €]

eine Losung auf [t; — e, t1 + €|. Also konnen wir Losungen wieder nach links bzw. rechts
fortsetzen. Fiir jede total geordnete Familie von offenen Intervallen, auf denen jeweils
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eine Losung existiert und jeweils auf der Schnittmenge von zwei solchen Intervallen
iibereinstimmt, ist die Vereinigung auch das Intervall einer Lésung. Wegen dem Zorn-
schen Lemma existiert dann fiir jede Losung ein maximales offenes Intervall, auf das
wir sie fortsetzen konnen. Wir erhalten also wie im Satz 1.24:

Satz 1.28. (Globale Existenz) Sei V' ein endlichdimensionaler Banachraum, O C RxV
offen und f : O — V eine stetige Abbildung. Dann gibt es fir jedes (to,qo) € O eine
(nicht notwendiger Weise eindeutige) mazimale Losung des Anfangswertproblems

q(t) = f(t,q(t)) mit q(to) = qo

auf einem Intervall (a,b), das ty enthdlt. Die Losung ist in dem Sinne mazimal, dass
an beiden Rdndern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a = —o0 (bzw. b =00)
(ii) t— || f(t, q(t))] ist fir alle e > 0 auf (a,a+€) (bzw. (b—€,b)) unbeschrankt.

(iii) Die Lésung q lisst sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O. q.e.d.

Jede maximale Losung kann also nicht als Losung auf ein grofieres Intervall fort-
gesetzt werden. Aber es kann mehrere solcher maximaler Losungen geben, und zwei
verschiedene maximale Losungen kénnen auf unterschiedlichen Intervallen definiert sein
und auf Teilintervallen {ibereinstimmen.

Korollar 1.29. Sei F ein stetiges und beschrinktes Vektorfeld auf einem (endlichdi-
mensionalen) Banachraum V. Dann sind alle Integralkurven auf ganz R definiert.

Beweis: Weil F' auf ganz V' definiert ist, kann (iii) nicht erfiillt sein. Weil F' beschrénkt
ist, kann (ii) nicht erfiillt sein. Also muss am Rand (i) gelten. q.e.d.

Korollar 1.30. Sei F': X — V ein stetiges Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge X
eines Banachraumes V. Wenn fir ein x € X die Integralkurve durch x nicht fir alle
t € R definiert ist, dann ist sie in keiner kompakten Teilmenge von X enthalten.

Beweis: Auf jeder Integralkurve, die in einer kompakten Teilmenge von X enthalten
ist, ist das Vektorfeld F' beschrankt. Also kann fiir solche Integralkurven die Bedin-
gung (ii) im Satz 1.28 nicht gelten. q.e.d.

Insbesondere sind alle Integralkurven von stetigen Vektorfeldern auf einer offenen
Teilmenge eines endlichdimensionalen Banachraumes, die sich nicht auf ganz R fort-
setzen lassen, entweder in keiner beschrankten Teilmenge enthalten, oder sie kommen
dem Rand von X beliebig nahe.
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1.5 Fliisse und Vektorfelder

In der Ubungsaufgabe 1.3 haben wir gesehen, dass ein zeitkontinuierliches partiell
nach t differenzierbares dynamisches System ein Vektorfeld F' definiert. In diesem Ab-
schnitt konstruieren wir aus dem Vektorfeld F' das dazugehorige dynamische System
®. Zunéchst wollen wir alle maximalen Integralkurven aus dem vorangehenden Satz zu
Abbildungen von offenen Teilmengen von R x M nach M zusammensetzen.

Definition 1.31. Sei X ein metrischer Raum. Fine Abbildung ® : W — X auf einer
offenen Teilmenge W C R x X heifit lokaler Fluss, wenn folgende Bedingungen gelten:

(i) Fir allex € X ist {t e R| (t,x) € W} ein offenes Intervall, das die Null enthilt.
(i) Sei (s,x) € W und (t, ®(s,z)) € W, dann ist auch (t + s,x) € W und es gilt
O, &(s, 7)) = Ot + 5,2).

(iii) Fir alle x € X gilt (0, 2) = x.
Lemma 1.32. Fir ®: W — X, stetiger lokaler Fluss auf metrischem Raum X gilt:

(i) Fir allet €e R sei V; = {x € X | (t,x) € W}. Dann ist fir alle t € R die Menge
Vi offen. Fiir alle x € Vy ist auch ®(t,x) € V_; und die Abbildung

O(t,): Vi—=V x— O(tx)
ein Homdéomorphismus mit der inversen Abbildung ®(—t, ).

(ii) Fir jedes x € X gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X wvon x, so
dass W die Menge (—e,€) x U enthdlt. Fir alle t € (—¢, €) sind insbesondere V,
und V_; offene Umgebungen von x und ®(t,-) ein Homdomorphismus von der
offenen Umgebung V; von x auf die offene Umgebung V_; von x.

Beweis: Fiir alle (g, zg) € W ist W eine offene Umgebung von (¢y, z9) € R x X. Dann
gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X von zy, so dass (tg — €,tg+€) X U
in W enthalten ist. Also sind fiir alle t € R die Mengen V; offen.

Sei t € R und z € V. Wir fithren den Beweis fiir t > 0. Fiir t < 0 geht er analog.
Wegen der Bedingung (i) liegt (s, ) fiir alle s € [0,¢] in W. Die kompakte Teilmenge
{(0,®(s,2)) | s € [0,t]} von W besitzt eine endliche Uberdeckung von Mengen der
Form (—e¢,€) x U mit € > 0 und offenen Teilmengen U C X. Deshalb enthalt W
fiir ein € > 0 das kartesische Produkt von (—e¢,€) mit einer offenen Umgebung von
{®(s,x) | s € [0,t]}. Wegen der Bedingung (ii) gilt fiir alle s € [—t, 0]

(r,®(t+s,z)) e W und &(r,®(t+s,2)) =P(t+s+rx) firaller € (—ee).
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Wegen der Bedingung (ii) folgt aus (s, ®(t,z)) € W und (r, ®(s, ®(¢,x))) € W auch
(s+r,®(t,z)) € W und ®(r, ®(s, D(t,z))) = ®(s+r, (¢, x)). Fiir alle s € [, 0] folgt
dann induktiv (s, ®(¢t,z)) € W und ®(s, ®(¢,z)) = (t + s, x). Also liegt ®(¢,z) in V_,
und ®(—t,-) ist die Umkehrabbildung von ®(¢,-). Weil ® stetig ist, sind dann (¢, -)
und ®(—t,-) Homdomorphismen. Jetzt folgt (ii) aus dem Beweis von (i). q.e.d.

Satz 1.33. Sei F' : X — V ein lokal lipschitzstetige Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge X eines Banachraumes V. Dann gibt es genau eine offene Teilmenge Wr C
R x X und einen lokalen Fluss ®p : Wp — X, so dass fiir jedes v € X

{teR|(t,x) e Wp} = X, t— O(t,x)

die mazimale Integeralkurve aus dem Satz 1.24 mit Anfangswert ®(0,x) = x ist. Wenn
F r € N mal stetig differenzierbar ist, dann ist ®p ein r mal stetig differenzierbar Fluss
mit v mal stetig differenzierbarer partieller Ableitung ag%_

Umgekehrt ista%igg p)artiell nach t differenzierbarer lokaler Fluss ® mat lokal lipschitz-

stetigem F(v) = =32~ die Einschrinkung von ®r auf eine offene Menge W C Wr.

Beweis: Sei ' : X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf X. Sei Wr die
Vereinigung in R x X aller kartesischen Produkte der Definitionsbereiche der eindeu-
tigen maximalen Integralkurven aus Satz 1.24 mit Anfangswert ¢(0) = z € X mit den
Mengen {z}. Sei ®p : Wr — X fiir jedes x € X definiert durch die entsprechende In-
tegralkurve. Wenn (s, z) € Wr und (¢, Pp(s,z)) € Wr liegt, dann stimmen die beiden
Integralkurven mit Anfangswert ¢(0) = = und ¢(s) = ®g(s, ) wegen der Eindeutigkeit
von Integralkurven auf der Schnittmenge der Definitionsbereich iiberein. Also bilden
sie zusammen eine Integralkurve auf einem Intervall das sowohl 0, als auch s und ¢ + s
enthélt, und ¢(0) = x, ¢(s) = Pp(s,x) und q(t+s) = Pp(t, Pp(s,z)) erfiillt. Also folgt

(t+s,z) € Wrpund Pp(t + s,2) = Op(t, Pr(s, z)).

Weil im Beweis der Existenz des Anfangswertproblems im Satz von Picard-Lindelof das
Intervall, auf dem die Integralkurve durch = € X definiert ist, nur von einem ¢ > 0 mit
B(z,0) C X und der Lipschitzkonstanten L und dem Supremum von ||F|| auf dieser
kompakten Menge B(z,d) abhédngt, enthdlt W fiir alle z € X eine offene Umgebung
von (0,z) € R x X. Dann enthélt Wi fiir alle (s, ) € Wg mit einer offenen Umgebung
um (0, ®p(s,z)) auch eine offene Umgebung von (s, z). Also ist W offen.

Wenn F' : X — V r mal stetig differenzierbar ist, dann ist wegen Satz 1.23 auch ®p
r mal stetig differenzierbar. Weil in diesem Fall f nicht von ¢ abhéingt, lassen sich die
ersten r + 1 Ableitungen ¢(¢),...,¢" " (¢) der Losung durch die ersten r Ableitungen
der Funktion f nach ¢ bei ¢(¢) ausdriicken. Deshalb sind die entsprechenden Losungen
des Anfangswertproblems sogar (r + 1) mal stetig partiell nach ¢ differenzierbar.




28 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Sei jetzt ® : W — X ein partiell nach ¢ stetig differenzierbarer Fluss auf X, dessen
partielle Ableitung nach ¢ lokal lipschitzstetig ist. Wegen der Bedingung (ii) gilt

0P(t+s,z) 0P(t+s,x) O0P(s, D(t,x))

- _ o — s fir alle (t,z) € W und (s, ®(t,x)) € W.

Dann ist die partielle Ableitung M

3<I>(t T

bei s = 0 gleich der partiellen Ableitung

. Also ist t — ®(t,x) die emdeutlge Integralkurve durch x des lokal lipschitz-
stetlgen Vektorfeldes F' : X — V mit F(x) = ‘%(M . Aus der Eindeutigkeit von
Integralkurven folgt, dass fiir jedes x € X die Bahn t — ®(t,x) eine Einschriankung
der maximalen Integralkurve ¢ — ®g(t,z) des Vektorfeldes F' durch x ist. Also ist W

eine offene Teilmenge von Wy und ® die Einschrankung von & auf W. q.e.d.
Aus Lemma 1.32 und Satz 1.33 folgt

Korollar 1.34. Sei F': X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge X eines Banachraumes V. Dann ist fir alle t € R die Menge V; = {x €
X|(t,x) € Wg} eine offene Teilmenge von X und die Abbildung x — Pp(t,x) ist ein
Homdomorphismus von V; nach V_; mit Umkehrabbildung x — ®p(—t,z). Wenn F r
mal stetig differenzierbar ist, dann sind diese Abbildungen auch r mal stetig differen-
zierbar. Auflerdem gibt es fir alle v € X ein € > 0, so dass fir alle t € (—e¢,€) die
Mengen V; und V_; offene Umgebungen von x sind. q.e.d.

Definition 1.35. (i) FEin lokaler Fluss ® : W — X mit W =R x X heifit global.

(ii) Ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld F' : X — V' auf einer offene Teilmenge eines
Banachraumes V' heifit vollstandig, wenn der entsprechende Fluss ®r global ist.

Offenbar definieren stetige globale Fliisse und vollstdndige lokal lipschitzstetige
Vektorfelder zeitkontinuierliche dynamische Systeme. Allerdings definieren nicht alle
stetigen Vektorfelder, deren Integralkurven alle auf ganz R definiert sind, auch ein
zeitkontinuierliches dynamisches System mit G = R

Beispiel 1.36. Sei F' folgendes stetige Vektorfeld auf R:

F:R =R, xr—)F(x):{Ox\/‘? j:ur x;ég
tir x=0.

Offenbar ist F' auf R\ {0} lokal lipschitzstetig Die [ntegmlkurven durch x > 0 sind

fir t € [—+/|z|,00) gegeben durch ®(t,x) = (\/|z| + t)* und fir t > —\/|z| auch
eindeutig. Die Integralkurven durch © < 0 sind fir t € [—+/|x|,00) gegeben durch

O(t,x) = — (/|| +1)? und fiirt > —\/|z| eindeutig. Fiirt > 0 bildet ®(t,-) die Menge
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R\ {0} also auf die Menge (—oo, —t*) U (t?,00) ab. Wegen den Bedingungen (i) und
(ii) kann ®(—t,-) dann alle Punkte in [—t*,t*] nur auf 0 abbilden. Dann miisste ®(t,0)
gleich allen Punkten in [—t2,t?] sein. Also gibt es kein dynamisches System zu F.

Satz 1.37. Auf einem kompakten metrischen Raum X sind alle lokalen Fliisse global.

Beweis: Wegen Lemma 1.32 gibt es fiir jedes x € X ein €, > 0 und eine offene
Umgebung U, von = € X so dass der Definitionsbereich W die Menge (—¢,, €,) x U,
enthélt. Die Uberdeckung (Uyz)zex von X, hat eine endliche Teiliiberdeckung. Sei e das
Minimum der entsprechenden €,. Dann folgt aus der Bedingung (i) des Flusses, dass
fiir jedes (t,z) € W die Menge W auch {(t + s,z) € R x X|s € (—¢,€)} enthélt. Aus
{(0,z)|x € X} C W folgt induktiv fiir alle [ € N, dass W auch die Menge

(—l+De,(I+D)e) x X ={(t+s,2) e Rx X | (t,z) € (—le,le) X X,s € (—€,€)}

enthélt. Also ist W gleich R x X. q.e.d.

Wir haben in dem Beweis nur benutzt, dass es ein € > 0 gibt, so dass der Definitions-
bereich W des Flusses ® von F' die Menge (—¢, €) x X enthélt, bzw. die Integralkurven
von F' mit allen Anfangswerten x(0) € X auf (—¢, €) definiert sind.

Korollar 1.38. (i) FEin lokaler Fluss auf einem metrischen Raum X ist genau global,
wenn W fiir ein € > 0 die Menge (—e¢,€) x X enthilt.

(ii) Der Fluss eines auf einer offenen Menge X eines Banachraumes lokal lipschitzste-
tigen Vektorfeldes F' ist genau dann global, wenn fiir ein € > 0 die Integralkurven
von F' mit beliebigen Anfangswerten auf (—e¢, €) definiert sind.

(iii) Der Fluss eines auf einer offenen Teilmenge eines Banachraumes lokal lipschitz-
stetigen Vektorfeldes, das auflerhalb einer kompakten Menge Null ist, ist global.

(iv) Auf einem Banachraum definieren beschrinkte und lokal lipschitzstetige Vektor-
felder globale Fliisse.

(v) Auf einem Banachraum definieren lipschitzstetige Vektorfelder globale Fliisse.

Beweis: (i)-(ii) haben wir schon gezeigt und (iv) folgt aus Korollar 1.29. Weil es fiir
jedes x € X ein € > 0 und eine Umgebung U von x gibt, so dass der entsprechende
lokale Fluss auf (—e¢,€) x U definiert ist, und die Integralkurven durch Nullstellen auf
ganz R konstant sind, erfiillt ein Vektorfeld, das (iii) erfiillt, auch (ii).

Sei F' : V. — V ein lipschitzstetiges Vektorfeld auf einem Banachraum V' mit
Lipschitzkonstante L. Im Satz von Picard-Lindeloff haben wir gezeigt, dass die Inte-
gralkurve durch z € X in dem Ball B(z,d) mit § > 0 auf (—e, €) mit

€< min{5 L}
I E ()| + Lo
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definiert ist. Mit § = || F'(z)|| + 1 wihlen wir e = . Also folgt (v) aus (ii).  q.e.d.

Korollar 1.39. (i) Fir einen globalen stetigen Fluss auf dem metrischen Raum X ist
O(-,): R—=>0C(X,X), t— d(t-)

ein Homomorphismus von R in die Gruppe der Homéomorphismen von X.

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der
bijektiven Abbildungen von X einen globalen Fluss.

(ii) Sei F' : X — V ein vollstandiges lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer of-
fene Menge X eines Banachraumes V. Dann definiert der entsprechende Fluss
®rp : R x X — X einen Gruppenhomomorphismus von R in die Gruppe der
Homdomorphismen von X.

Beweis: (i) Offenbar ist W =R x X dazu dquivalent, dass fiir alle ¢t € R gilt V; = X.
Die Bedingung (ii) besagt genau, dass t — ®(t,-) ein Gruppenhomomorphismus ist.
Also folgt die Aussage aus dem Lemma 1.32.

(ii) folgt aus (i) und und Satz 1.33. q.e.d.

Ubungsaufgabe 1.40. Sei F: X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer
offenen Teilmenge X eines Banachraumes und f : X — R eine reelle Funktion.

(i) Zeige, dass fir C < f < C7' mit 0 < C < 1 alle mazimalen Integralkurven von
fF die Verkettung von den entsprechenden Integralkurven von F mait bijektiven
Abbildungen von den entsprechenden maximalen Intervallen aufeinander sind.

(ii) Zeige dass fF lokal lipschitzstetig ist, wenn f lokal lipschitzstetig ist.

(iii) Sei f > C > 0 lokal lipschitzstetig und F und fF wvollstandig. Zeige, dass dann
die beiden entsprechenden dynamischen Systeme die gleichen Trajektorien (als
Mengen) haben, aber als dynamische Systeme im Allgemeinen verschieden sind.

(iv) Zeige, dass im Fall X =V das Vektorfeld ﬁ vollstindig 1st, und die Mengen

der Integralkurven mit denen von F tibereinstimmen.

Hinweis zu (i): Nimm an, dass sich die Integralkurven von fF schreiben lassen als
die Verkettung einer reellen Funktion mit den Integralkurven von F und leite eine
Differentialgleichung fiir diese reelle Funktion her. Diese Differentialgleichung ldft sich
dann einfach losen.



