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7. Fundamentallösung der Laplace-Gleichung.

(a) Es sei u ∈ C2(IRn) rotationssymmetrisch, d.h. es gelte u(x) = v(‖x‖) mit einer zweimal

stetig di�erenzierbaren Funktion v : [0,∞) → IR . Zeigen Sie, dass dann

4u(x) = ‖x‖1−n · d

dr

∣∣∣∣
r=‖x‖

(rn−1 · v′(r))

gilt. (5 Punkte)

[Tipp: Man betrachte zunächst x 6= 0. Die Behauptung für x = 0 folgt dann mit einem

Stetigkeitsargument.]

(b) Es sei nun n ≥ 3. Wir bezeichnen mit ωn :=
∫
{x∈IRn | ‖x‖≤1 } 1 d

nx das Volumen der

Einheitsvollkugel im IRn . Bezeichne cn := 1
n (n−2)ωn

. Zeigen Sie, dass die Funktion

Φ : IRn \ {0} → IR, x 7→ cn · ‖x‖2−n

harmonisch ist. Φ heiÿt die Fundamentallösung der Laplace-Gleichung.

Zeigen Sie auch:

∇Φ(x) = − 1

nωn

x

‖x‖n
, x ∈ IRn \ {0}. (4+3 Punkte)

[Tipp: Aufgabe 7(a)]

(c) Zeigen Sie, dass
∫
B(0,ε)Φ(x)d

nx für ε → 0 gegen 0 konvergiert. (3 Punkte)

[Tipp: Es darf verwendet werden, dass für Φ(x) =: v(‖x‖) (mit auf IR+ glattem v, vgl.

Aufgabe 7(a))
∫
B(0,ε)Φ(x)d

nx = const ·
∫ ε
0 v(r) · rn−1dr gilt.]

8. Lösungen der Poisson-Gleichung. Es sei n ≥ 3 und Φ die Fundamentallösung der Laplace-

Gleichung aus Aufgabe 7. Weiter sei eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion f : IRn → IR

mit kompaktem Träger gegeben. Wir wollen zeigen, dass die Faltung von f mit Φ eine Lösung

der sog. Poisson-Gleichung −4u = f auf IRn ist.

Dazu gehen wir in mehreren Schritten vor:

(a) Begründen Sie, dass das Integral
∫
IRn f(x − y)Φ(y) dny für jedes x ∈ IRn wohlde�niert

ist (obwohl Φ in Null nicht de�niert ist). Zeigen Sie weiter, dass die hierdurch de�nierte

Funktion

u : IRn → IR, x 7→ (f ∗ Φ)(x) :=
∫
IRn

f(x− y)Φ(y) dny

zweimal stetig di�erenzierbar ist und dass

4u =

∫
IRn

4f(x− y) · Φ(y) dny (∗)

gilt. (2+2 Punkte)

[Tipp: Zum Nachweis der Wohlde�niertheit beachte man den Tipp von Aufgabe 7(c).]

Bitte wenden.
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(b) Sei nun ε > 0 vorgegeben. Dann zerlegen wir das Integral (∗) in einen Anteil nahe der

Singularität von Φ und einen von der Singularität entfernten Anteil:

Iε :=

∫
B(0,ε)

4f(x− y) · Φ(y) dny ,

Jε :=

∫
IRn\B(0,ε)

4f(x− y) · Φ(y) dny .

Zeigen Sie, dass limε→0+ Iε = 0 ist. (3 Punkte)

[Tipp: Aufgabe 7(c)]

(c) Zeigen Sie, dass für Jε gilt:

Jε = −
∫
∂B(0,ε)

f(x− y) · ∇yΦ(y) ·Ndσ(y) + Lε ,

wobei Lε ein Ausdruck ist, der für ε → 0 gegen Null konvergiert (man zeige dies).

N bezeichnet die äuÿere Normale auf ∂B(0, ε), betrachtet als Rand von IRn \B(0, ε).

(7 Punkte)

[Tipp: mehrmaliges Anwenden von Aufgabe 2(a) und dem Gauÿschen Integralsatz. Man

nutze weiter aus, dass Φ nach Aufgabe 7(b) auf IRn \ B(0, ε) harmonisch ist. Es darf

auÿerdem verwendet werden, dass das Maÿ von ∂B(0, ε) gleich nωnε
n−1 ist.]

(d) Zeigen Sie, dass
∫
∂B(0,ε) f(x−y)·∇yΦ(y)·Ndσ(y) gleich dem Mittelwert von f auf ∂B(x, ε)

ist, d.h. gleich m(x, ε) := 1
εn−1nωn

∫
∂B(x,ε) f(y) dσ(y) und folgern Sie daraus −4u = f .

(5 Punkte)

[Tipp: Man verwende die Formel für ∇Φ aus Aufgabe 7(b) und überlege sich, dass das

zum Nullpunkt weisende Einheitsnormalenfeld an ∂B(0, ε) durch N(x) = − x
‖x‖ gegeben

ist. Es darf verwendet werden, dass limε→0m(x, ε) = f(x) gilt.]
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