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25. Uber den Satz von Lax-Milgram.

26.

27.

28.

Sei 2 C IR"™ offen, beschriankt und mit glattem Rand, seien A : Q@ — IR™", ¢: Q — IR stetig dif-
ferenzierbare Funktionen und sei L : C2(Q2) — Co(£2) der elliptische Operator in Divergenzform,
der durch

(Lu)(z) :== =V - (A(z)Vu(z)) + c(z)u(x)
gegeben ist, d.h. A und c geniigen Definition 2.15. Sei K > 0 und c¢(z) > K fiir alle x € .
Zeigen Sie, dass L die Ungleichung

(Lu,u) 2y > C- ||u|]%,v1,2(9) (fiir eine Konstante C' > 0)

erfiillt. (8 Punkte)

Eine Ungleichung fiir Funktionen aus Woz’z(ﬂ) .
Sei © C R" offen und u € Wg’Q(Q) gegeben. Zeigen Sie die folgende Ungleichung:

1/2

Vel 2y < Ilull g - 18ul g, - (6 Punkte)

Tipp: Man betrachte zunédchst v € C§°(€2) und berechne Vu|? dp mit Hilfe von Aufgabe
0 0 g
2(a).]

Rechnen mit Sobolevfunktionen.

(a) Es sei u € I/Vlicl(IR") mit 0% = 0 fir alle @« € INJ mit |a] = 2. Zeigen Sie, dass u
fast iiberall affin ist, d.h. es gibt a € IR™ und b € IR, so dass fiir fast alle z € IR" gilt:
u(z)=a-z+b. (5 Punkte)
[Tipp: Man wende fiir ¢ € {1,...,n} Proposition 3.20 zunichst auf d;u an. Schlieflich
wende man Prop. 3.20 noch ein weiteres Mal an.|

(b) Sei Q C R" offen und u,v € W2(Q). Zeigen Sie, dass fiir w(x) := min{u(z),v(z)} auch
w € W2(Q) gilt und bestimmen Sie die schwache Ableitung von w. (8 Punkte)
[Tipp: Es ist w(z) = (u(z) + v(z) — [u(z) — v(z)]). Es darf verwendet werden, dass
Proposition 3.27 auch fiir u € W1H2(Q) gilt (der Beweis geht analog).]

Die Sobolevriume W,?(Q) und W,'?(22 \ {0})

Sei Q := B(0,2) C IR? der offene Ball um 0 mit Radius 2 im R?, sowie Q := Q\ {0} der
entsprechend punktierte Ball. Zeigen Sie: W01’2(Q) = W()12(Q) (9 Punkte)

[Tipp fiir die nicht-triviale Inklusion “C”: Bei der Approximation von ¢ € C§°(£2) durch Funk-
tionen aus W&’Z(Q) betrachte man die Funktion u(z) := In(1 + |In|z||) und deren Eigenschaften
(sieche Bemerkung 3.44 aus der Vorlesung). Mit ag(z) := min{u(z), k} fiir x € B(0,1) \ {0} und
ag(x) := 0 fiir € Q\ B(0,1) definiere man Sy, := 1 — & und betrachte ¢y, := B - ¢ fiir k € IN |



