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38. Aus der Spektraltheorie des Laplace-Operators.
Sei Q € IR™ offen und beschrinkt mit 9Q € C%!. Ein u € W&’Q(Q) \ {0} heikt Eigenfunktion

des Laplace-Operators mit Nullrandwerten zum FEigenwert A € IR, wenn im schwachen Sinne

gilt.

(a)

(b)
(c)

—Au = lu
Die Menge der Eigenwerte des Laplace-Operators wird dessen (Punkt-)Spektrum genannt.

Zeigen Sie: Sind uj,u2 € VVO1 2(Q) Eigenfunktionen von A zu verschiedenen Eigenwerten,
so ist (u1,u2)r2(0) =0. (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir jeden Eigenwert A von A gilt: A > 0. (4 Punkte)

Es sei W # {0} ein abgeschlossener Untervektorraum von W&’z(Q) derart, dass das
Orthokomplement von W in Wol’Q(Q) von Eigenfunktionen von A aufgespannt wird.
(W = WOI’Q(Q) ist zugelassen.) Wir zeigen, dass W eine Eigenfunktion von A enthélt.
Dazu betrachten wir die ,Einheitssphire Sy := {u € W |ul[z2@q) =1} in W, auf dieser
die Funktion

F:Sv =+ R, u— HVUH%Q(Q) = /Q |Vul|?dp

und setzen A := inf{ F(u)|u € Sy } > 0. Wegen der Definition des Infimums A existiert
eine Folge (up)new in Sy, so dass A, := F(uy) > A und lim, 00 Ay, = A ist.

(i) Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Rellich 3.39, dass es eine Teilfolge (up,)remw von
(un) gibt, die in L?(Q2) gegen ein u € L?(f2) konvergiert. (4 Punkte)

(ii) Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Alaoglu, dass tatséchlich v € Sy und F(u) = X ist.
Dabei besagt der Satz von Alaoglu, dass fiir jedes R > 0 der abgeschlossene Ball
B(0,R) in VVO1 () schwach folgenkompakt ist, das bedeutet: Ist (u,) eine beschrink-

te Folge in WOI’Q(Q), so existiert eine Teilfolge (uy,) von (u,), die in folgendem
schwachen Sinne gegen ein u € W01’2(Q) konvergiert: Fiir jedes v € WOI’Q(Q) gilt
limk_mo(unk,v)WOl,z(Q) = <U,’U>W01,2(Q) . (10 Punkte)
(iii) Zeigen Sie, dass u eine Eigenfunktion von A zum Eigenwert \ ist. (8 Punkte)
[Tipp: Man tberlege sich, dass es geniigt zu zeigen, dass fir alle v € Wol’2(Q) gilt:
(Vu, Vo) 2(0) = A{u,0)12(q) - Dafiir unterscheide man drei Fille: (1) v € Ru, (2)

v € Sy mit v L u und (3) v L W. Fiir den Fall (2) betrachte man die Kurve ~(¢) :=
cos(t)u + sin(t) v in W01’2(Q). Man zeige, dass v in Sy verlduft, und untersuche

die Funktion f(¢) := F(y(¢)). Im Fall (3) benutze man die Voraussetzung, dass das
Orthokomplement von W in 1/1/01 2(Q) von Eigenfunktionen von A aufgespannt wird.|

Bitte wenden.



(d) Zeigen Sie, dass es ein abzihlbar unendliches Orthonormalsystem in L?(Q) gibt, das aus
Eigenfunktionen von A besteht, das heift: Es existiert eine Folge (ay)nen von Eigenfunk-

tionen von A, so dass fiir alle n,m € IN

1 falls m=n

0 falls m#mn

(an, am>L2(Q) =

gilt. (5 Punkte)

[Tipp: Man konstruiere die a,, sukzessive durch vollstéindige Induktion und verwende dabei
Aufgabe (c).]



