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32.

33.

Uber schwache Lésungen elliptischer Differentialgleichungen.

Sei 2 C IR™ offen, L ein elliptischer Differentialoperator wie in Definition 4.1,

n

L(u,v) = / Z Zn: a;j0ju + bju | Ojv — <z”: c;Ou + du> v | du,
Q

i=1 \j=1 i=1
u € WhH2(Q) und f € L3(Q).

(a) Zeigen Sie: Wenn sowohl Lu > f alsauch Lu < f, d.h. —L(u,v) > (f,v) und —L(u,v) <
(f,v) fiir alle 0 < v € Wol’Q(Q) gilt, so gilt fiir alle v € W01’2(Q) (also nicht nur fiir v > 0):
—L(u,v) = (f,v). Ist dies der Fall, so schreiben wir auch kurz Lu = f im schwachen

Sinne. (8 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass die folgende, durch Lu definierte Abbildung eine Distribution ist:

Coo () = R, ¢~ —L(u, ) . (3 Punkte)

(c) Sei nun u € Wl’z(Q), f € L2 (Q), so dass Au = f im schwachen Sinne gilt. Zeigen Sie,

loc loc

dass fiir ¢ € C3°(Q?)

A(ou) = (AP)u+2Vp-Vu+ of
im Sinne von Distributionen gilt. [Erinnerung: Eine Gleichung g = h gilt im Sinne von
Distributionen, wenn Fy = Fj, gilt (wobei wir mit Fy : ¢ — [, g¢ dp fiir ¥ € C§(2) wie

tiblich die von einer Funktion ¢ induzierte Distribution bezeichnen). | (7 Punkte)

Schwache Losungen der Poisson-Gleichung.

Im folgenden untersuchen wir ein Beispiel fiir Funktionen u, f € C(Q2), so dass u eine schwache
Losung der Poisson-Gleichung zu f ist (d.h. Au = f im schwachen Sinne gilt), jedoch u ¢ C?(f)

ist. Zu diesem Zweck betrachten wir in IR? die offene Kreisscheibe

Q:=B(0,3) = {(z.y) e R*|2* + > < 1},

setzen € :=Q\ {0}, und definieren fiir (z,y) € Q

u(z,y) = (2% = %) -log| log(r)] mit r:=|(z,y)| = (@® +47)"/2.

(a) Zeigen Sie: Bs ist u € C%(€2) und w lisst sich durch die Setzung u(0,0) := 0 stetig auf
fortsetzen. (8 Punkte)

[Tipp: Man zeige, dass fiir hinreichend kleine r > 0 gilt: 0 < log|log(r)| < 2 ]

Bitte wenden.



(b) Man rechne nach, dass fir (z,y) € Q

0 1
%U(J«"ay) = 2z log | log(r)| + (z* — Z/Ziﬁ)w ;
0? 1 2log(r) +1
o — 9100 |1 B2 — ) (g g2y 20sr) T
Srgul.) = 2108 108(0)| + (50 = %) s — (' = o) SpE D
gilt und folgere daraus u € W12(Q), jedoch u ¢ C?(Q). (8 Punkte)
c) Man begriinde, dass fiir (z,y) € Q gilt: 8—22u x,Y) = —8—2211, y,x), und folgere hieraus
dy ox
mittels (b):
Bue,y) = (@ ) (s —
’ r2log(r) r2(log(r))?)

Aus dieser Gleichung entnehme man lir% Au(z,y) = 0; daher laRt sich Au zu einer stetigen
r—r
Funktion f auf Q fortsetzen. (5 Punkte)
(d) Zeigen Sie fiir ¢ € C§°(€2) und 0 < e < 3 die Formel

/ uNpdu = / fodu— / (uVep — ¢Vu) - Ndo
Q\B(0,e) Q\B(0,e) 0B(0,¢)

und folgern Sie hieraus, dass Au = f im schwachen Sinne auf Q gilt. (6 Punkte)




