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13. Differentialoperatoren in Divergenz- und Nicht-Divergenzform.

14.

Seien aij,ﬁij,bi,gi und ¢, ¢ differenzierbare Funktionen auf einer offenen Menge 2 C R™. Ein
Differentialoperator L : C2(Q) — C(Q) 2ter Ordnung ist in Divergenzform gegeben, wenn sich L

wie folgt schreiben l&sst:
Za Zaw z) +bi(x)u(z) | + c(z)u(x)

Ein Differentialoperator L : C?(Q2) — C(Q) 2ter Ordnung ist in Nicht-Divergenzform gegeben,
wenn sich L wie folgt schreiben lasst:

n

(Lu)(x) = > @) 0:05u(x) + Zb + &(z)u(x)

ij=1
Zeigen Sie, dass sich jeder Differentialoperator L 2ter Ordnung in Divergenzform auch in Nicht-

Divergenzform und umgekehrt jeder Differentialoperator L 2ter Ordnung in Nicht-Divergenzform

auch in Divergenzform schreiben lasst. (6 Punkte)

Uber das Transformationsverhalten von Differentialoperatoren zweiter Ordnung.

Es sei © C IR"™ offen und L ein Differentialoperator zweiter Ordnung auf €2 in Nicht-

Divergenzform, d.h. es gibt stetige Funktionen a;j, b;, ¢ in 2, so dass L die Form

(Lu)(z) = Y aij(x)005u(x) + Zb + c(x)u(z) fir ue C3Q),z e (%)

i,j=1
hat.

Auferdem sei 2 C IR" eine weitere offene Teilmenge und ¢ : 2 — Q ein C2-Diffeomorphismus,

1

d.h. ¢ ist bijektiv, zweimal stetig differenzierbar, und @~ : Q — Q ist ebenfalls zweimal stetig

differenzierbar.
(a) Man zeige, dass durch L(%) := L(@io @) oo™t d.h.
L(@W) o = Lt o )

fir & € C2(Q) ein Differentialoperator zweiter Ordnung L auf Q definiert wird, d.h. dass

es stetige Funktionen ayy ,gk,Ein Q mit

L= Gre OOy + Y by Opli + Tl
k=1 k=1
gibt. (9 Punkte)
[Tipp. Man werte (La)(%) = (L(@op))(p (7)) fir ue C%(Q) und 7 € Q mit Hilfe der
Kettenregel aus.|

Bitte wenden.
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(b) Es seien nun dariiberhinaus € und O beschrankt, und wir setzen voraus, dass ¢, go_i

sowie alle Ableitungen dieser beiden Funktionen sich stetig auf den Abschluk € bzw. Q
fortsetzen lassen. Zeigen Sie, dass unter dieser Voraussetzung L genau dann elliptisch ist,
wenn L elliptisch ist. (8 Zusatzpunkte)

[Hinweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es, nur eine Richtung zu zeigen.]

Elliptische Differentialoperatoren

Sei A = (a;;) € R™" eine (konstante) symmetrische Matrix. Zeigen Sie, dass der Differential-

operator L 2ter Ordnung, definiert durch
(Lu)(x) := V- (AVu(x))

auf IR™ genau dann elliptisch ist, wenn eine invertierbare lineare Abbildung ¢ : R" — R"
existiert, so dass L(uo ) = (Au) o p gilt. (9 Punkte)

[Tipp fiir “=": Man nutze aus, dass A orthogonal diagonalisierbar ist, d.h. (orthogonal) dhnlich
zu einer Diagonalmatrix. Man begriinde, dass sogar BT AB = 1 (mit einer invertierbaren Matrix
B) gilt und definiere die lineare Abbildung ¢(z) := BT z. Fiir “<” darf die Aussage von Aufgabe
14b benutzt werden, welche (aufgrund der Linearitdt von ¢) auch in diesem Fall gilt, obwohl IR™

unbeschrinkt ist.|

Holder-stetige Funktionen. Diese Aufgabe zeigt, weshalb man keine Holder-Riume C%(€2)
fiir @ > 1 betrachtet. Sei 2 C IR" ein Gebiet, d.h. offen und zusammenhingend. Weiter sei
a > 1und u € C%(). Zeigen Sie: u ist differenzierbar mit Vu = 0, d.h. u = const. in Q.
[Tipp: Abschétzung des Differenzenquotienten mit Hilfe der Holderkonstanten] (6 Punkte)



