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4. Eine verallgemeinerte Leibnizregel.

Es sei γ = (γ1, . . . , γn) ∈ INn
0 und u, v : IRn → IR zwei |γ|-fach stetig di�erenzierbare Funktio-

nen. Zeigen Sie, dass dann die folgende verallgemeinerte Leibnizregel gilt:

∂γ(uv) =
∑

0≤δ≤γ

(
γ

δ

)
∂δu ∂γ−δv mit

(
γ

δ

)
:=

(
γ1
δ1

)
· . . . ·

(
γn
δn

)
. (6 Punkte)

[Tipp: Vollständige Induktion nach |γ| ∈ IN0 ; man beachte die Formel
(γ−ej
δ−ej

)
+

(γ−ej
δ

)
=

(
γ
δ

)
,

wobei ej := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ INn
0 den j-ten kanonischen Einheitsvektor bezeichnet (mit

1 ≤ j ≤ n). Man mache sich klar, dass es genügt, im Induktionsschritt einen Multiindex der

Form γ + ej zu betrachten, wenn γ der Multiindex aus der Induktionsannahme ist, für den die

Aussage bereits gelte.]

5. Über Distributionen.

(a) Zeigen Sie, dass

F : C∞
0 (IR) → IR, φ 7→

∫
IR
x3 · φ′′(x) dx

eine Distribution auf IR ist, und bestimmen Sie eine Funktion f : IR → IR mit

F (φ) =

∫
IR
f(x) · φ(x) dx für alle φ ∈ C∞

0 (IR) . (4 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass die Dirac-Distribution

δ : C∞
0 (IR) → IR, φ 7→ φ(0)

in der Tat eine Distribution auf IR ist und beweisen Sie, dass es keine stetige Funktion

g : IR → IR mit

δ(φ) =

∫
IR
g(x) · φ(x) dx für alle φ ∈ C∞

0 (IR)

gibt. (2+4 Punkte)

(c) Bestimmen Sie die Ableitung F ′ bzw. δ′ der beiden Distributionen aus (a) und (b).

(2+2 Punkte)

6. Über die Faltung.

(a) Zeigen Sie, dass die Faltung von C∞
0 -Funktionen auf dem IRn eine bilineare, kommutative

und assoziative Verknüpfung ist. (2+3+4 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass bei der Faltung von Funktionen mit Distributionen mit nicht-kompaktem

Träger (auf IR ) die Faltung selbst in den Fällen, in denen sie wohlde�niert ist, nicht as-

soziativ zu sein braucht.

[Tipp: Wir bezeichnen mit 1 die Einsfunktion auf IR , mit δ′ die Ableitung der Dirac-

Distribution (siehe Aufgabe 5(c)) und mit H : IR → IR die sog. Heaviside-Funktion,

d.h. H(x) = 1 für x ≥ 0 und H(x) = 0 für x < 0 . Dann berechne man 1 ∗ (δ′ ∗H) und

(1 ∗ δ′) ∗H .] (7 Punkte)
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