Kapitel 2

Maximumprinzipien

2.1 Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen

Fiir eine harmonische Funktion u auf einem Gebiet, das einen Ball B(z, ) vom Radius
r enthélt, ist der Mittelwert von u auf dem Rand 0B(x,r) des Balles gerade gleich dem
Wert von v am Mittelpunkt z. Weil das fiir beliebige Radien gilt und der Mittelwert von
uw auf dem Ball B(z,r) gerade gleich einem gewichtetem Mittelwert aller Mittelwerte
von u auf den Réndern der Bélle B(z,r') mit 0 < 7/ < r ist, ist dann auch der
Mittelwert auf dem Ball B(z,r) gleich dem Wert von v am Mittelpunkt z. Dieser
Sachverhalt fiihrt zu aufschlussreichen Folgerungen.

Mittelwerteigenschaft 2.1. Sei u € C%*(Q) eine harmonischen Funktion auf einem
offenen Gebiet €2, das den Ball B(x,r) enthdlt. Dann sind die Mittelwerte von u auf
dem Ball B(xz,r) und dessen Rand gleich dem Wert von u am Mittelpunkt x. Sind
umgekehrt die Mittelwerte einer zweimal differenzierbaren Funktion v € C?(Q) auf
allen Bdillen B(x,r), die in 2 enthalten sind, oder auf Rindern dieser Bille gleich den
Werten von u an den entsprechenden Mittelpunkten, dann ist u auf Q) harmonisch.

Beweis: Fiir z €  sei ®(r) definiert als der Mittelwert von w auf 0B(x,r) C {2

1 1
— / u(y)do(y) = / u(z +rz)do(z).
T NWe J9B(x,r) NWr JoB(0,1)

Hier bezeichnet w,, das Volumen des Einheitsballs im euklidischen Raum R™. Mit Hilfe

O(r) :=

des GauBlschen Satzes erhalten wir fiir die Ableitung d'(r) =
1 1 1
Vu(r +rz)-2do(z) = — Vu(y) - Ndo(y) = —— Audp.
nWn JaB(0,1) T NWn J9B(,r) T NWn ) B(e,r)
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Fiir harmonische w ist also ® konstant solange B(x,r) in € liegt. Wegen der Stetigkeit
von u konvergiert ®(r) im Grenzwert limr — 0 gegen u(x). Also sind diese Mittelwerte
von u gleich den Werten w(z) von u an den entsprechenden Mittelpunkten. Wegen

1 / n T 1 / _1 n /7" _1
u(y)dy = — _— s"u(y)do(y)ds = — s"TP(s)ds.
"W, B(z,r) ( ) rr 0 Sn_lnwn 0B(z,s) ( ) ( ) T 0 ( )

folgt daraus, dass auch der Mittelwert von u auf B(x,r) C Q gleich u(z) ist.
Wenn umgekehrt die Mittelwerte von u auf allen Béllen B(x,r) in Q gleich den
Werten von v an den entsprechenden Mittelpunkten sind, dann gilt

u(z) = ﬁ/r 18 (s) ds.

™ Jo
Deshalb verschwindet die Ableitung der rechten Seite nach r:

n2

,r.n-i-l

/ s"1D(s) ds + ﬁ7’"_1(19(7“) = —ﬁu(aj) + E<I>(7’) =0.
0 rm T T

Dann sind auch die Mittelwerte ®(r) von u auf den Réndern der Bille B(x,r) gleich
u(x). Weil u zweimal stetig differenzierbar ist, ist nach unser obigen Formel ® differen-
zierbar, und die Ableitung ®'(r) verschwindet genau dann, wenn die Integrale von Au
iiber alle Balle in ) verschwinden, bzw. v harmonisch ist. q.e.d.

Korollar 2.2. FEs gibt eine Konstante C(n, |a|) > 0, die nur von der Dimension n und
der Ordnung |«| abhingt, so dass fir alle Multiindices « die partiellen Ableitungen von
auf offenen Mengen Q D B(x,r) harmonischen glatterﬂ Funktionen u beschrdnkt sind
durch

0%u(x)] < Cn, la))r™ "l o 7

Beweis: Mit u sind auch die partiellen Ableitungen J;u harmonische Funktionen und
haben die Mittelwerteigenschaft. Aus dem Gauflschen Satz folgt

1
n / @ﬂ(y)duy =
WnT B(z,r)

Wir benutzen solche Abschétzungen fiir [O;u(y)| auf B(y,5)) bei allen y € 0B(x, §)
und erhalten induktiv in [a| aus den Abschitzungen auf B(z, §) die auf B(x,r).q.e.d.

1

wWp "™

|Osu(z)] =

n
w(y)Nido (y)| < —Ilull ;e mE7)-
/8B(x,7’) r B@rn)

Satz von Liouville 2.3. Fine auf R™ beschrinkte harmonische Funktion ist konstant.

IMit dem Weylschen Lemma 2.1l wird diese Vorrausetzung iiberfliissig.



2. 1. MITTELWERTEIGENSCHAFT HARMONISCHER FUNKTIONEN 21

Beweis: Weil u beschrinkt ist, sind die Normen |[|ul| 1Bz Peschrénkt. Dann folgt

sind wegen dem vorangehenden Korollar die ersten partiellen Ableitungen von u durch

ein Vielfaches von 1/r beschrankt sind. Aus dem Grenzwert r — oo folgt, dass alle

ersten partiellen Ableitungen von u verschwinden und u konstant ist. q.e.d.
Aufgrund dieser Mittelwerteigenschaft gilt fiir v € C3°((0,7)):

frn i o= [ s, [ o= ([ ) uio

Diese Charakterisierung kéonnen wir auf Distributionen iibertragen:

Schwache Mittelwerteigenschaft 2.4. Sei U eine harmonische Distribution auf
einem offenen Gebiet Q, das den Ball B(z,r) enthdlt. Firy € C§°((0,7)) mit [ du =
0 verschwindet U auf folgender Testfunktion mit kompaktem Trdger in €):

) = U(ly — )

|y — olw,

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass es eine Testfunktion mit kompaktem Tréager in €2
gibt, die Ag = f erfiillt. Aufgrund der Voraussetzungen an 1 gibt es eine Testfunktion
U mit kompaktem Tréger in [0, 7], deren Ableitung gerade gleich v ist. Wir definieren

v=zl g (s)
= ———ds.
9(y) / =
Das ist eine Testfunktion mit kompaktem Trager in B(x,r) C €, die nur von |y — x|

abhéngt. Fir eine Funktion u(x) := v(|z|) = v(y/z - z) ergibt die Kettenregel fiir « # 0:

Vou(e) = v(a)) Vol = V(2o Agu(x) =v"(a]) + = 2v(z))  (21)

2|| |z
Daraus ergibt sich

—x n—1DU(ly—=x n—1 VY(ly—=x
Aygly) = Y(ly _I) ( ) (ly — =) N (ly _I
nly — z|[" " tw, nly — x| wn ly — x| nly — z["tw,

= f(y).q.e.d.

Weylsches Lemma 2.5. Auf einem offenen Gebiet ) entspricht jede harmonische
Distribution U € D'(Q2) mit AU = 0 einer harmonischen Funktion u € C*®(S).

Beweis: Zunichst definieren wir u. Fiir jedes z € Q sei B(z,r) ein Ball in © und ¢
cine Testfunktion mit kompaktem Tréger in (0,7), die [j ¢(s)ds = 1 erfiillt. Dann sei

u(e) == Ulg,) mit galy) = %
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Wenn U harmonsich ist, hingt u(x) aufgrund der Schwachen Mittelwerteigenschaft
nicht von der Wahl von r und ¢ ab. Also konnen wir r und ¢ so wéihlen, dass wir
sie fiir alle y in einer kleinen Umgebung von x in der Definition von u(y) verwenden
kénnen. Wegen Pg = ¢ ist u die Faltung einer solchen Testfunktion g zu x = 0 mit
der Distribution U. Wegen Lemma ist v undendlich oft differenzierbar. Wir zeigen
jetzt, dass die entsprechende Distribution U die Schwache Mittelwerteigenschaft hat.
Die Funktionen f in der Schwachen Mittelwerteigenschaft hdngen nur vom Abstand
zu einem Punkt in 2 ab und ihr Integral verschwindet. Ersteres ist dquivalent dazu,
dass sie invariant unter allen Drehungen um diesen Punkt sind. Aus der Invarianz des
Lebesguemafes unter den Drehungen folgt, dass die Faltung g x f einer Testfunktion
g, die invariant ist unter Drehungen um y, mit einer Testfunktion f, die invariant ist
unter Drehungen um z, invariant ist unter Drehungen um y + z, d.h. fiir O € SO(n,R)

(9% f)(Ox+y+2) = /7Lg(0x+y+z—x')f(x’) d"a’ = /n g(O(x—2a")+y) f(Ox'+2) d"'.

Das Integral der Faltung g * f ist gleich dem Produkt der Integrale von ¢ und f:

/n(g*f :p_// (& —y dnydnz_/n/n R
(L) ()

Dann ist die Faltung von g mit Testfunktionen f der Form wie sie in der Schwachen
Mittelwerteigenschaft betrachtet werden, wieder eine solche Testfunktion. Deshalb hat
auch U die schwache Mittelwerteigenschaft. Weil u stetig ist, setzt sich U eindeutig auf
L}(2)-Funktionen mit kompaktem Triger in  fort und erfiillt die erste Formulierung
der Mittelwerteigenschaft. Also ist u harmonisch. Fiir alle ¢ € C§°(Q2) gibt es ein r > 0
mit ¢p,e) * ¢ € C3°(€2) und U(p) = U(PéBo,e) * ¢) fiir 0 < € < r. Aus Lemma [[.TI0
folgt

U(9) = U(lim Popo * @) = U(9).

Also stimmen die Distributionen U und U iiberein. q.e.d.

Insbesondere haben wir gezeigt, dass eine Distribution genau dann harmonisch ist,
wenn sie die Schwache Mittelwerteigenschaft hat, oder wenn sie einer harmonischen
Funktion entspricht. Die schwachen Losungen der Laplacegleichung stimmen also mit
den starken Losungen iiberein, so dass es geniigt starke Losungen zu betrachten.

Zum Abschluss dieses Abschnittes werden wir sehen, dass aus der Mittelwerteigen-
schaft fiir nichtnegative harmonische Funktionen eine sogenannte Harnackungleichung
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folgt. Diese besagt, dass allein durch einen Wert einer solchen nichtnegativen harmo-
nischen Funktion auf einem offenen Gebiet alle Werte auf einer kompakten Teilmenge
des Gebietes gleichméfBig fiir alle solchen Funktionen abgeschétzt werden konnen.

Harnacksche Ungleichung 2.6. Sei Q' ein offenes zusammenhingendes Gebiet mit
kompakten Abschluss € in dem offenen Gebiet Q2. Dann gibt es ein C > 0, das nur
von Q und Q' abhingt, so dass fiir jede auf Q nicht negative harmonische Funktion u

sup u(z) < C inf u(z)
zeY S0y

1
gilt. Insbesondere gilt fir alle x,y € au(y) < wu(z) < Cu(y).
Beweis: Sei r > 0 so gewihlt, dass fiir alle z € Q' die Bélle B(x, 2r) in {2 enthalten sind
(2r ist der Abstand von €2 vom Rand von ). Zunéchst nehmen wir an dass z,y € @/
voneinander héchstens den Abstand 7 haben. Aufgrund der Mittelwerteigenschaft folgt

1 27"
= dp > dpu=27"
U(z) 2™y, /B(m,2r) Hen= "W, /B(y,r) wen U(y)

aus B(y,r) C B(z,2r). Weil ' kompakt und zusammenhiingend ist kénnen wir €/
mit endlich vielen Béllen By, ..., By vom Radius r/2 iiberdecken, so dass zwei auf-
einander folgende Bélle jeweils nicht leeren Schnitt miteinander haben. Durch N fache
Anwendung des schon bewiesenen Spezialfalles folgt fiir beliebige z,y €

u(z) > 27" Nu(y).

Weil x und y beliebig sind folgt dann auch sup u(z) < 2"V in{f2 u(z). q.e.d.
zeQ zesy

Harnackscher Konvergenzsatz 2.7. Eine monotone Folge harmonischer Funktio-
nen (uy)nen auf einem offenen zusammenhdingendem Gebiet Q konvergiert genau dann
gleichmdf$ig auf kompakten Teilmengen von €2 gegen eine harmonische Funktion auf €2,
wenn(n, () )nen fir ein x € Q beschrankt ist.

Beweis: Wenn u,, auf kompakten Mengen gleichméflig konvergiert, dann insbesonde-
re an allen x € Q. Sei umgekehrt fiir ein x € Q die Folge u,(z) beschréankt. Dann
konvergiert wegen der Monotonie u,(x). Wegen der Monotonie ist fiir n > m die Fol-
ge (Up — U )n>m nicht negativ. Wegen der Harnackschen Ungleichung ist diese Folge
auf kompakten Mengen von 2 beschrinkt und monoton. Also konvergiert sie dort
gleichméfig gegen eine Funktion, die wieder die Mittelwerteigenschaft hat. q.e.d.
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2.2 Maximumprinzip harmonischer Funktionen

Wenn eine harmonische Funktion u auf einem offen zusammenhidngendem Gebiet €2
ihr Supremum (oder Infimum) in einem Punkt x € Q annimmt, dann gibt es sicherlich
einen Ball B(z,r) C Q. Dann folgt aber aus der Mittelwerteigenschaft

1

W,

/ lu(y) — u(z)| dy = 0.
B(z,r)

Also muss u auf B(z,r) konstant sein. Insbesondere ist die Teilmenge von €2, auf der u
gleich u(z) ist offen und abgeschlossen. Weil aber Q2 zusammenhéngend ist, muss dann
diese Teilmenge ganz () sein. Damit folgt aus der Mittelwerteigenschaft ein

Starkes Maximumprinzip 2.8. FEine auf einer offenen und zusammenhdingenden
Menge harmonische Funktion, die dort einen Extremwert annimmt, ist konstant.q.e.d.

Schwaches Maximumprinzip 2.9. Sei u € C(2) eine auf dem Abschluss eines
beschrdnkten offenen Gebictel Q € R® stetige Funktion, die auf 2 harmonisch ist.
Dann nimmt u sein Mazimum (und Minimum) auf dem Rand 02 von § an.

Beweis: Die stetige Funktion % nimmt auf € ein Maximum und Minimum an. Wenn
sie nicht auf 02 liegen, dann ist u wegen des Starken Maximumprinzips konstant.q.e.d.

Wegen dem Maximumprinzip sind harmonische Funktionen eindeutig durch ihre
Randwerte bestimmt. Allgemeiner betrachten wir das

Dirichletproblem 2.10. Auf einer offenen beschrinkten Menge 2 € R™ ist fiir gege-
bene Funktionen f auf Q und g auf 02 eine Lésung der Poissongleichung —Au = f
gesucht, die sich stetig auf den Rand fortsetzt und dort die Werte u|,, = g annimmt.

Die Differenz zweier Losungen ist harmonisch und verschwindet auf dem Rand. We-
gen dem schwachen Maximumprinzip hat das Dirichletproblem hochstens eine Losung.

2.3 Poissonsche Darstellungsformel

Im Mittelwertsatz ist der Wert einer harmonischen Funktion bei  durch die Werte
auf OB(x,r) festgelegt. Mit einer expliziten Formel werden wir jetzt eine harmonische
Funktion in B(z,r) durch ihre Werte auf 0B(x,r) berechnen. Zunéchst definieren wir

2Wir bezeichnen mit A € B Teilmengen A von B mit kompaktem Abschluss A in B.
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Greensche Funktion vom Einheitsball 2.11.

— (ln |z —y| —In 7‘96_";'2?") fiirn =2

1 1 . |z|" 2 .
n(n_Q)wn <‘x_y‘n72 \I—lezy\"*2) fuT n > 2

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften (i) Gy (r,y) = Geon (Y, ©).
(ii) Gpea)(z,y) =0 fir € 0B(0,1) oder y € 9B(0, 1).

(iii) AGpen(z,y) =0 fiir o # y und y # #(: I) <=1 # ﬁ(: 7).

Die erste Eigenschaft folgt aus (%)2 =1-2(z-y)+|z*y* = (%;‘2%‘)2 Die zweite
folgt dann aus = — |z|>y = = — y fiir |z| = 1. Wegen (1)) ist der erste Summand von

G, fiir  # y harmonisch. Genauso folgt fiir festes y und eine Funktion u(z) = v(r)
mit 7 = /14 [z[2|y]2 — 2z - y wegen (z|y|> — y)? = |y|>r? fiir r # 0

GB(O,I) (xv y) =

2_ —1
Vu(z) = Mv'(r) Au(z) = |y|? (v”(r) 0 . U/(T)) :
Deshalb ist auch der zweite Summand harmonisch. Wir definieren (gilt auch fiir n = 2):
Y Y
K(z,y) = —V,Gpoyn(r.y)- m = —V,Gpon(Y, x)m

B 1 yv( 1 1 )
n(n—2)w, [yl Y \Jy—a|" 2 |y[2|j— 2"

~ 1 2
1Ly [ y—x y (y_z)<W_2\ZT)
nwn [yl \ ly —a* |y g — 2" ly|"=2 g — z|"
. 1 1—2y— (22 =22y +1)+ (1 — zy) 1—|z|?
(fir |yl =1) = ~ =
nwy, |z -y nwn |z — y|

Poissonsche Darstellungsformel 2.12. Fir g € C(0B(0,1)) ist die eindeutige har-
monische Funktion u € C*(B(0,1)) N C(B(0,1)) mit ulopo1) = g gegeben durch

u(z) = /a son K(z,y)g(y) do(y).

Beweis: Wegen der Eigenschaft (iii) ist « — K (z,y) harmonisch fiir z # y und = # ¢
und damit auch u auf B(0,1). Wegen dem Maximumprimzip geniigt es zu zeigen, dass
sich u stetig auf 0B(0,1) fortsetzt mit u|ppo1) = g. Aus dem GauBschen Satz folgt

/ K(x,y) da(y)—l—/ V,Gpo)(z,y)-Ndo(y) = —/ ANyGpond'z =0
8B(0,1) OB(z,¢) B(0,1)\B(z,¢)



26 KAPITEL 2. MAXIMUMPRINZIPIEN

fir + € B(0,1) und hinreichend kleine ¢ > 0. Hier bezeichnet N die duflere Normale
von B(z,€). Weil der zweite Summand von G p(o,1) auch bei 2 harmonisch ist gilt sogar

Lot Vo In|z —y| - Ndo(y) fir n =2
/ K(l‘,y)da(y)Z{ OB T2 ) Nd N :
0B(0,1) - fé)B(x,E) vy n(n—2) ’ U(y) ur n > 2.

wnlz—y|" 2

Dieses Integral ist wegen (2.1]) gleich 1. Die Familie von glatten Funktionen y — K(z,y)
(i) ist auf y € 9B(0, 1) positiv, (ii) hat dort Integral 1,

(iii) und konvergiert fiir alle yo € 9B(0,1) im Grenzwert x — yo auf kompakten
Mengen von 9B(0,1) \ {yo} gleichméfBig gegen Null.
Wegen (i)-(iii) setzt sich u stetig auf 0B(0,1) fort und ist dort gleich g. q.e.d.

Aufgrund des Transformationsverhaltens von A unter x — r(x — z) gilt fiir jede
harmonische Funktion u auf B(z,r), die sich stetig auf dB(z,r) fortsetzt

ol ef u(y) IR
u(z) = / do(y) = /W| ) Go(y). (22)

nrwy, B |7 = Y[ nwy 22—yl

Also sind insbesondere alle Werte von w in B(z,r) allein durch die Werte von u auf
0B(z,r) bestimmt. Durch Ableiten nach z erhalten wir &hnliche Formeln fiir die Werte
der Ableitungen von u. Diese Formel impliziert auch die Mittelwerteigenschaft. Weil
x — K(22,y) fir y € 0B(0,1) in z analytisch ist, und auf kompakten Teilmengen

von B(z,r) die Taylorreihe in 2 = z gleichméfig konvergiert, zeigt sie sogar folgendes:

Korollar 2.13. Jede harmonische Funktion ist analytisch. q.e.d.

Lemma 2.14. Sei Q2 CR" ein offenes Gebiet, das 0 enthdlt, und u sei eine harmoni-
sche beschrinkte Funktion auf Q\{0}. Dann lisst sich u harmonisch auf Q) fortsetzten.

Beweis: Wir wihlen einen kleinen Ball B(0,7) C €. Dann gibt es wegen der Pois-
sonschen Darstellungsformel eine eindeutige Losung @ zu dem Dirichletproblem mit
den Randwerten von w auf 0B(0,7). Sei G (z,y) = rz_"GB(O,l)(ﬁ, ¥). Die Familie
von Funktionen u.(x) := u(x) — u(x) + eGp(x,0) auf B(0,7) \ {0} ist harmonisch.
Aufgrund der Konstruktion verschwinden diese Funktionen auf dem Rand 0B(0,r).
Wenn eine dieser Funktionen u, mit € > 0 auf B(0,7) \ {0} einen negativen Wert an-
nimmt, dann besitzt sie wegen der Beschranktheit von u und der Unbeschréanktheit von
GBo,1(+,0) ein negatives Minimum im Inneren, was dem Starken Maximumprinzip wi-
derspricht. Deshalb sind diese Funktionen nicht negativ. Analog gilt fiir negative ¢, dass
ue nicht positiv ist, weil andernfalls diese harmonische Funktion ein positives Maximum
im Inneren von B(0,r) \ {0} hétte. Dann muss uy := @ — u identisch verschwinden.
Also ist @ eine harmonische Fortsetzung von u auf B(0,r). q.e.d.
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2.4 Klassische Maximumprinzipien

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Maximumprinzip von harmonischen Funk-
tionen auf Losungen von elliptischen Differentialoperatoren.

Definition 2.15. FEin elliptischer Differentialoperator in Nicht-Divergenzform auf ei-
ner offenen Menge Q@ C R™ hat folgende Gestalt L : C*(Q2) — C(Q),u — Lu mit

(Lu)(z) =Y ay(2)0;0u(x) + Z b (x)dyu(x) + c(x)u(x). (2.3)

ij=1

Hier sind a;j, b; und c reelle Funktionen auf ), die fiir ein1 < A < oo folgendes erfiillen

sup [a;;(z)| < A, sup [bi(z)| < A, suple(z)] <A, (24)
e e e
D ai (@A > AT AP =AY N fiir alle z € Q und X € R™.  (2.5)
ij i=1

Definition 2.16. Fiir f: Q — R heifit ein u € C?(Q) mit Lu < f bzw. Lu > f Ober-
bzw. Unterlosung von Lu = f auf Q). Eine Ober- und Unterlosung heifit Losung.

Wir zeigen zuerst das schwache Maximumprinzip.

Schwaches Maximumprinzip 2.17. Se: L ein elliptischer Differentialoperator auf
einer offenen beschrinkten Teilmenge 2 € R mit ¢ = 0. Dann gilt

sup u(x) = sup u(x) fiir u € C*Q)NC(Q) mit Lu > 0.
e €00

Beweis: Falls sup,cq u(z) > sup,cpo u(x) nimmt v sein Maximum bei 2 € §2 an mit
Vu(zg) =0 und D?u(xo) <0

Die zweite Ungleichung bedeutet > " | A\iX;0;0ju(wo) < 0 fiir alle A € R™. Weil die
Hessische eine symmetrische Matrize ist, ldsst sie sich mit einer orthogonalen Matrix
diagonalisieren. Kein Eigenwert ist positiv. Dann gibt es eine Matrix (d;;); j=1..», mit

n

aiajU([L’()) = — Zdlkdjk) und (LU)(ZIZ’Q) = — Z aij(l’o)dikdjk S —A_l Z dz2k S 0.

k=1 g k=1 ik=1
Sei v(z) := e***. Dann folgt fiir hinreichend grofies «

(Lv)(z) = &ay (7) + aby(x) > 0 L(u+ev) >0 fiir alle € > 0.
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Deshalb nehmen fiir alle € > 0 die Funktionen u + ev ihr Maximum auf 92 an.

sup u(z) + € inf v(x) < supu(x) + ev(z) = sup u(x) + ev(z) < sup u(x) + € sup v(z).
zEQ z€d zEQ Lle) L) z€0Q

Weil v auf Q beschrinkt ist, und das fiir alle € > 0 gilt, folgt die Aussage. q.e.d.

Korollar 2.18. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer offenen beschrink-
ten Teilmenge 2 € R"™ mit ¢ < 0. Fiiru € C*(Q)NC(Q) folgt aus Lu > 0 bzw. Lu =0

supu(z) < sup up(x) mit uy == 3(u+|ul)  bzw.  sup|u(z)| = sup |u(z)]
€ €002 € €002

Beweis: Fiir sup, . u(x) < 0ist die erste Aussage richtig. Andernfalls folgt wegen Lu—
cu > —cu > 0auf Q= {zxreQ|u(x) >0} aus dem Schwachen Maximumprinzip 2.17]

sup u(x) = sup u(x) = sup u(z) < sup uy(zx),
e ey eV €002

wegen u(x) = 0 bei x € 09 \ 09. Falls Lu = 0, dann folgt auch fiir —u

inf u(x) = —sup —u(z) > — sup (—u(x));y und sup|u(z)| = sup |u(z)|. q.e.d.
Sy z€Q €00 zEQ 2€0Q

Korollar 2.19. Se:i L ein elliptischer Differentialoperator auf einem offenen beschrdank-
ten Gebiet Q@ € R™ mit ¢ < 0. Dann hat fir gegebene Funktionen f : Q0 — R und
g € C(09) folgendes Dirichletproblem héchstens eine Lisung u € C?(Q) N C(N):

Lu= f auf Q mit ulog = g. q.e.d.
Fiir das starke Maximumprinzip zeigen wir zuerst folgendes Randpunktlemma.

Randpunktlemma 2.20. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer be-
schrinkten offenen Menge Q @ R™ und u € C*(Q) erfiille Lu > 0 auf 2. Auferdem sei
u stetig in xo € 02 mit u(xg) > u(x) fir alle x € Q, und Q) enthalte einen offenen Ball
B C Q mit xq € OB. Schlieflich gelte eine der folgenden Bedingungen:

(i) e=0. (ii) ¢ <0 und u(xy) > 0. (iii) u(zo) = 0.

Existiert die Ableitung von u in xy in Richtung der duflere Normalen, so ist sie positiv.

Beweis: In jedem der drei Fille gilt fir L = L — ¢, auf Q

L(u — u(xg) = Lu — cu(xg) — ¢4 (u — u(zg)) > 0.
Also kénnen wir 0.B.d.A. ¢ < 0,u < 0 und u(zy) = 0 annehmen. Weiterhin sei 0.B.d.A.
B(0,R) C Q mit 2o € dB(0, R) N K. Fiir v(x) := el — e=aR gilt  eolel Ly =

= 4a? Z aijrix; — 20 Z(a” + b)) + e P ev > 402N z]? = 2] (A + Alz]) — A,

ij=1 i=1
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wegen ¢ < 0 und e**"y < 1. Fiir 0 < ¢ < R und hinreichend grofies a folgt

L(u+ev) >elv >0 auf Q' = B(0,R) \ B(0, o).

Auf 0B(0, p) gilt u < 0 und auf 0B(0, R) gilt v = 0. Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt
dann u + ev < 0 auf 90, und wegen Korollar 2,18 auch auf ©'. Wegen x, € 92’ und
u(xg) = 0 = v(xg) folgt fiir die AuBere Normalenableitung von B(0, R) in x

N-Vu(zy) > —eN-Vo(zg) = 2eaRe % > 0. q.ed.
Wenn N - Vu(xg) nicht existiert, gilt fiir alle § > 0 und die Normale N von B in

lim inf M <0
T—x0 |;U — ,j(,’o|

auf {r e Q| |(x—a9)  N| >z — x|}

Nun koénnen wir folgendes Maximumprinzip von Hopf beweisen.

Hopfs Maximumprinzip 2.21. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer
offenen und zusammenhdingenden Menge Q C R™ und u € C*(Q) erfiille Lu > 0 auf
Q. Falls u sein Maximum im Inneren von ) annimmt und entweder

(i) c=0 oder (ii) ¢ <0 undsup,equ(xz) >0  gilt, dann ist u konstant.

Beweis: Fiir das Maximum sup,.q u(x) = u(xo) gilt in beiden Féllen (i) und (ii)
L(u — u(xg)) = Lu — cu(xy) > 0.

Deshalb kénnen wir 0.B.d.A. ¢ < 0,u < 0 und u(zg) = 0 annehmen. Falls u nicht
konstant ist, also u nicht identisch verschwindet, so ist

04 ={xeQ|u(x) <0} #Q.

Da Q zusammenhingend ist, gilt 9Q' N Q £ (. Sei x € Q' mit ¢ := d(z, 00 N Q) <
d(x,00). Daraus folgt B(z, 0) C €' und B(z, p) C Q. Und es existiert ein y € dB(x, )N
0Q' N Q mit u(y) = 0. Da u € C?(Q) folgt aus Randpunktemma Vu(y) # 0. Das
widerspricht der Eigenschaft, dass u sein Maximum in y annimmt. q.e.d.

Als zweite Anwendung erhalten wir die Eindeutigkeit des Neumannproblems.

Satz 2.22. Sei L ein elliptischer Operator auf einer zusammenhdngenden offenen und
beschrankten Menge Q@ € R™ mit ¢ < 0 und jeder Randpunkt x € 0 sei auch Rand-
punkt eines Balles B C ). Weiter seien f : ) — R und o : Q0 — R reelle Funktionen.
Dann hat folgendes Neumannproblem bis auf eine Konstante hdchstens eine Lésung
u € C?(Q) N C(Q), deren dupfere Normalenableitung N - Vu auf ganz 00 evistiert:

Lu = f auf Q und N -Vu = o auf 0
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Beweis: Die Differenz u € C%(Q) N C(Q) zweier Losungen erfiillt Lu = 0 auf 2 und
N-Vu = 0 auf 092. Wenn sie nicht konstant ist, gilt sup,cq Fu(z) > 0. Sei also 0.B.d.A.

M :=supu(z) > 0.
€N
Gilt u(xg) = M fiir ein 2y € Q so folgt aus Hopfs Maximumprinzip Satz 2211 dass u
konstant ist. Also gilt u(xg) = M fiir eine xzy € 9. Dann folgt aus dem Randpunkt-
lemma 2200 N - Vu(zg) > 0 im Widerspruch zur Annahme. q.e.d.

Schliefllich schétzen wir Losungen von inhomogenen Gleichungen punktweise ab.

Satz 2.23. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer offenen beschrdnkten
Menge Q @ R™ mit ¢ <0 und u € C*(Q) NC(Q) erfille Lu > f fir f: Q2 — R. Dann
qgilt

supu(x) < sup u+ C(Q,A)sup f_(z)

€ €N €

wobei C(,A) :=e“M? — 1 mit  d=d(Q):= inf sup(r-e—y-e)<diaml.
e€dB(0,1) 1 yen

Beweis: Wir kénnen 0.B.d.A. Q@ C {z € R" | 0 < 21 < d} annechmen. Auf Q gilt dann

(L — c)e®™ = e (a’a, + aby) > e a(aA™ —A)>1 fir a>A+A?
Lu—v)=Lu—(L—cv—cv> f+supf_(y) >0 mit
yeN

v(x) = sup uy(y) + (e — e )sup f_(y) >0 und f_:= %(|f| — ).
yeIN yeN

Weil u —v < u—sup,epq uy(y) < 0 auf 9Q gilt, folgt u —v < 0 aus Korollar T8 also

supu(z) < supv(z) < sup uy (z)+ (e —1)sup f_(x) q.ed.
z€Q) €N €0 €N

Korollar 2.24. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer offenen beschrdink-
ten Menge Q@ € R™ und u € C?(Q) N C(Q) eine Lisung Lu = f zu f : Q — R, und
mit der Konstante C(2, A) aus Satz[2.23 sei ¢y := 1 — C(Q, A) sup,eq ¢4 (x) > 0, dann
folgt

sup [u(z)| < ¢ (sup |u(@)] + C(Q,A) sup | f(z)]).

€ €N z€Q
Beweis: Fiir Ly := L — ¢, gilt Lou = Lu — cyu = f — cyu. Aus der Anwendung von
Satz auf +u und Lg folgt folgende Ungleichung und daraus auch die Behauptung;:

sup |u(z)| < sup |u(z)|+C (2, A)sup |f(z)|+C(Q, A)sup cy(z) sup |u(z)]. q.e.d.
e €N € z€eQ z€eQ



