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1. Einleitung

Phasendiagramme konnen ganz verschiedene Formen annehmen. Ob es sich um einen
Sattel oder einen Knoten, einen Strudel oder einen Wirbel handelt und ob das Phasen-
diagramm stabil oder instabil ist, hdngt von der Matrix ab, die das Diagramm erzeugt.
Nun stellt sich die Frage, was an diesen Phasenportrits charakteristisch ist. Ist es mog-
lich durch geeignete nichtlineare Koordinatentransformation ein Phasendiagramm in ein
anderes zu iiberfithren. Kann beispielsweise ein Sattel in einen Knoten oder ein stabiler

Knoten in eine instabile Spirale verwandelt werden?

Um diese Frage zu kldren werden wir zundchst definieren wann zwei Fliisse dquivalent
sind, um uns anschlieSend mit den Eigenschaften der Aquivalenzklassen auseinander-

setzen zu konnen.

Wir werden sehen, dass zwar nicht alle Phasenportrats ineinander tiberfiihrbar sind, dass
es aber wohl moglich ist, zum Beispiel einen stabilen Knoten in einen stabilen Strudel zu

transformieren.

Silvia Heitmann
Mannheim, den 16. Mai 2012



2. Definitionen von Flussaquivalenzen

2.1. Definition: Topologische Flussiaquivalenz

Definition 1. ((Topologische) Flussiquivalenz) Seien M und N metrische Riume, ¢ ein Fluss
auf M mit Definitionsbereich Q) und 1 ein Fluss auf N mit Definitionsbereich ().
Dann heiffen ¢ und 1 (topologisch) dquivalent, wenn es einen orientierungserhaltenden Auto-
morphismus « : R — R und einen Homoomorphismus h : M — N gibt, so dass gilt

(gt x)) = p(alt), h(x)) V(£ x) € Qyp.
Jedes Paar («, h) mit dieser Eigenschaft heift (topologische) Flussiquivalenz.

Folglich ist («, h) genau dann eine topologische Flussdquivalenz, falls das folgende Dia-

gramm kommutiert:

RxMoQ—2 — M

axﬁ‘ h
P

Rxh’:ﬂv——-—bﬁ-’

wobei a X h durch
X h:Qp—RxN,(tx)— (a(t), h(x))

definiert ist.

2.2. Definition: Lineare Flussidquivalenz

Definition 2. (Lineare Flussiquivalenz) Sind M und N Banachriume, ist («, h) eine Flussiqui-
valenz zwischen den Fliissen ¢ auf M und  auf N und ist h linear, so heiflen ¢ und  linear

dquivalent und («, h) ist eine lineare Flussiquivalenz.

2.3. Definition: Stetig differenzierbare Flussdquivalenz

Definition 3. (Stetig differenzierbare Flussiquivalenz) Sind Q) und Qy, offene Teilmengen vom
R"™ und ist h stetig differentierbar mit stetig differtierbarer Umkehrabbildung, so heiffen ¢ und
stetig differzierbar iiquivalent und («, h) ist eine C'-Flussiiquivalenz.

Bemerkung: Ein orientierungserhaltender Auttomorphismus von R hat die Form
a(t)=axt VteR

mit einer eindeutig bestimmten positiven Zahl x. Also wird durch jedes « > 0 ein orientie-
rungserhaltender Automorphismus definiert. Im Folgenden wird der Automorphismus
« stets mit der durch ihn bestimmten positiven Zahl identifiziert.



Offenbar stellen die (topologische) Flussiquivalenz bzw. die C!-Flussiquivalenz bzw. die
lineare Flussdquivalenz jeweils eine Aquivalenzrelation dar.

Auflerdem bildet eine Flussdquivalenz h die Orbits von ¢ auf die Orbits vo i unter Er-
haltung der Orientierung ab.

Weil jede linear stetige Abbildung auch stetig differenzierbar ist, ist jede lineare Flussa-
quivalenz auch eine C! —Flussdquivalenz.

Es bleibt die Frage, ob sich Lineare Flussdquivalenzen vielleicht in Cl—FlusséiquivalenZ

tiberfiihren lassen. Das dies moglich ist, wird im Folgenden gezeigt werden.

3. Eigenschaften der Flussdaquivalenzen

Als néchstes werden wir die linearen Fliisse klassifizieren, also die Aquivalenzklassen
der linearen Flussdquivalenzen bestimmen. Im Folgenden bezeichnet E stets einen nor-

mierten Vektorraum.

3.1. Satz: Lineare Flussiaquivalenz und Eigenwerte

Satz 4. Es seien A, B € L(E). Dann sind "4 und e'® genau dann linear flussiquivalent, wenn

A und «B die gleiche Jordannormalform haben.

Beweis. Zunéchst werden wir zeigen, dass A € L(E) und B € GL(E) gilt

—1 _
ePAP = Be B

Mit X(t) := eB4B™" und Y(t) := BeAB~ gilt X(0) = Y(0) = 1 und
X(t) = BAB™'X(t) VteER,

sowie
Y(t) = BAe'"B~! = BAB 'Be''B~! = BAB'Y(t) VtcR,

woraus X =Y folgt.

Ist («, h) eine lineare Flussdquivalenz zwischen et und e'B, so gilt
he't = e*Bp vt € R.
Daraus und aus ¢B48"" = BeAB~! folgt
oA — plpttBy — oth ' (@B)h gy o R
Da der Generator des Flusses eindeutig bestimmt ist, folgt A = h~!(aB)h mita >0 und h

€ GL(E), und somit, wegen det(h~!(aB)h — A) = det(aB — A),dann c(A) = o(aB). Also
haben A und «aB die gleiche Jordansche Normalform.



Haben umgekehrt A und «B fiir ein « > 0 die gleiche Jordansche Normalform, so existiert
wegen der Jordanschen Normalform ein h € GL(E) mit A = h~!(aB)h. Aus

oA — eth‘l(aB)h — 1By Wt e R

folgt dann die lineare Flussiquivalenz von ¢4 und e'®. O

Der néchste Satz zeigt, dass die differtierbaren Fliisse genauso klassifiziert werden kon-
nen.

3.2. Satz: Lineare und C!- Flussiquivalenzen

Satz 5. Es seien A, B € L(E). Dann sind ' und '® genau dann C'- flussiiquivalent, wenn sie
linear flussiquivalent sind.

Beweis. Sei («, h) eine C!-Flussiquivalenz zwischen e/ und e'®. Dann fiihrt der Diffeo-
morphismus h € C!(E, E) den kritischen Punkt x = 0 des Flusses ¢/ in einen kritischen
Punkt y des Flusses e® {iber also in ein y € E mit ¢’y = y fiiralles € R.Sei T: E — E
die Translation x — x - y. Dann stellt («, T o h) eine Flussdquivalenz zwischen ¢4 und e'8
dar, wegen

Tohoe"x = hoex —y=e"Bn(x) -y

eBh(x) — By = e"B(Toh)(x) Vx € E,tcR.

AuBerdem ist T o h(0) = 0 und C := (T o h)/(0) € GL(E). Durch Differenzieren der
Beziehung
Tohoex = eB(Toh)(x)

in x = 0 folgt auf Grund der Stetigkeit von ¢*

Cett = ™BC Vte R

Daraus folgt, dass (a, C) eine lineare Flussdquivalenz zwischen e'4 und ef® ist.

Gilt umgekehrt, dass (&, %) eine lineare Flussdquivalenz ist, so ist sowohl h als lineare
Abbildung stetig differenzierbar und als auch die Umkehrabbildung von h. Daraus folgt
direkt, dass («, i) eine C!'-Flussiquivalenz ist. O

Betrachten wir als nédchstes die topologische Klassifizierung linearer Fliisse. Dafiir beno-
tigen wir das folgende Lemma.
3.3. Lemma: Existenz einer Hilbertnorm

Lemma 6. Fiir A € L(E) gelte Re 0(A) < 0 und ¢ sei der von A erzeugte lineare Fluss auf E,

also ¢' = ¢!/ fiir t € R. Dann existiert eine Hibertnorm || . || auf E, so dass mit



S:={xcE||x]=1}git
¢ :R xS — E\{0}, (t,x) = ¢(t,x)
ist ein Homdomorphismus.
Beweis. Wihle a > 0 mit Re 0(A) < -a < 0. Dann existiert eine Hilbertnorm || . || auf E mit
le x| < e™*|lx|| V> 0.

Weil e < 1und ||x|| < 0 gilt, da x € S, folgt, dass ¢ stetig und injektiv ist. Fiiry € E
\{0} gibt es wegen des Zwischenwertsatzes und wegen der Grenzwerte

limi— ™™ ||y|| = 00, limi_eoe™™|y|| =0

ein t € R mit ||¢(—t,y)|| = 1. Also ist ¢ auch surjektiv und damit auch bijektiv. Aus t
< 0 folgt fiir x € S, dass gilt t > Lin||¢(t,x)||, und aus t > 0 folgt + < Lin|p(t, x)]|.
Deshalb gilt |t| < 1|In||¢(t,x)|||. Dann ist das Urbild einer kompakten Teilmenge von E
\{0} unter ¢ beschrankt und kompakt. Weil jeder Punkt in E \{0} eine in E \ {0} kompakte
Umgebung besitzt und das Bild von kompakten Mengen unter ¢ wieder kompakt ist, ist
die Umkehrabbildung stetig. O

X
8%

Das eben bewiesene Lemma besagt goemetrisch, dass fiir die Einheitssphédre S einer ge-
eigneten Hilbertnorm gilt, dass jeder nichtkritische Orbit S “transversal” schneidet. Im
folgenden Lemma werden wir zeigen, dass die Orbits einer Kontraktion “geradegebo-
gen” werden konnen.
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3.4. Lemma: Flussiquivalenz zwischen ef4 und e~ flg

Lemma 7. Fiir A € L(E) gelte: Re 0(A) < 0. Dann ist ¢! flussiugivalent zu e~*1g mit einer

Flussiquivalenz der Form (1, h).

Beweis. Nach Lemma 6 existiert eine Hilbertnorm ||.|| auf E, sodass fiir die Einheitsshpéare
S gilt, dass
R xS — E\{0}, (tx)— edx=:¢'(x)

ein Homoomorphismus ist. Sei S die Einheitssphére beziiglich der urspriinglichen Norm
||.||E von E. Weiter sei h : E — E eine Bijektion mit h(0) := 0 und

x) = ot ¢'(x) X
h( ) . ]4)t(x)|' S E\{O}/

wobei t die nach Lemma 6 eindeutig bestimmte reelle Zahl ist mit ¢'(x) € S. Da die
Abbildung

E:S—>S,y—>l

lyl

ein Homdomorphismus ist und da h(x) = 'l o ¢'(x) gilt, folgt aus Lemma 6, dass h ein
Homoomorphismus von E \{0} auf sich ist. Um zu zeigen, dass h stetig istin 0 € E, sei V

eine Umgebung von 0. Dann existiert ein o > 0 mit ¢'S C V fiir alle t > #;. Es sei

1
Dann gilt fiir x € U

lp= ()| = lle™ x| < [le™ o []lx]| < 1.

Da aus
¢~ ()l > e*|lyl| Vt>0

folgt, dass fiir t > 0 die Ungleichung

I @)l = llg" (@~ (NIl < llg™ " (x)[| <e™ <1

mit einem geeigneten a > 0 gilt, folgt, dass fiir eindeutig bestimmte t = t(x) mit ¢'(x) € S



gilt: t < -tg. Also folgt aus der Definition von h die Beziehung h(U) C V. Somit ist h stetig
in 0.

Analog zeigt man, dass i~ ! in 0 stetig ist.

Folglich ist h ein Homdomorphismus von E auf sich.

Damit (1, h) eine Flussdquivalenz ist, muss gezeigt werden, dass
hod'(x) =e 'h(x) Vxe€EVteR

gilt. Fiir x = 0 ist dies sicher richtig. Fiir x # 0 ist x = ¢°(y) fiir ein geeignetes Paar (s, y)
€ R x 5. Hieraus folgt aufgrund der Definition von h

hod'(x) = hod'od®(y) =hod'™(y)
ef(tJrs)l — eft(efsl)
| |

— eft e S (P—S(x) :eft X
= ) T

fiirallet € R. O

Nach diesen Vorbereitungen kann der zentrale Klassifikationssatz fiir hyperbolische Fliis-

se bewiesen werden. Dazu setzen wir fiir A € L(E)

m_(A)=Y_ m(A) my(A)= Y. m(A).

Aeoy(A) A€ay(A)

3.5. Theorem: Aquivalenz stabiler Fliisse

Theorem 8. Zwei hyperbolische lineare Fliisse ¢! und e'® sind genau dann flussiquivalent,
wenn my (A) = my (B) gilt. Dann sind die Dimensionen der stabilen und instabilen Untervektor-
raume die einzigen Invarianten der Flussiquivalenz fiir hyperbolische lineare Fliisse.

Beweis. “<" Es existiert eine direkte Summenzerlegung
E = Es @ Eu/ efA — etAs o) etAu

mit dim(E;) = m_(A), wobei ¢! eine Kontraktion und e'4 eine Expansion sein sollen.

Dann existiert wegen des vorangegangenen Lemmas eine Flussdaquivalenz (1, hs) zwi-

schen e4s und e‘tllgs. Analog erhalten wir wegen elAu = p=H(=Au)

A

eine Flussdquivalenz (1,
h,) zwischen ' und e "1, . Nun verifiziert man unmittelbar, dass (1, hs & h,,) mit
hs®hy :Es®E, > Es®E,, x+y— hs(x)+h,(y)

eine Flussiquivalenz zwischen e'4 = e'4s @ !4« und e g, @ €', ist.



Analog existiert eine direkte Summenzerlegung
F=FQF, ¢ =¢b @b

und eine Flussdquivalenz (1, ks & h,) zwischen e'® und e "1, ® e'lf,. Wegen dim E; =
dim F; existieren ein Isomorphismus Ts : E; — F; und ein Isomorphismus T, : E, —
F,. Dann ist (1, Ty @ T,) eine Flussdquivalenz zwischen den Fliissen e*t]lEs &) et]lgu und
e Mf, @ e'lp,. Also folgt die Flussiquivalenz von !4 und e'® aus der Transitivitat.

“=* Ist (a, h) eine Flussiquivalenz zwischen ¢'4 und e, so folgt aus
h(etx) = e*Bn(x) V(t,x) €R xE,

dass h(Es) C F; und somit, aus Symmetriegriinden, auch h~1(F;) C E; gilt (weil der Ho-
moomorphismus h die Konvergenz gegen 0 fiir t — oo enthilt). Also bildet h den Vektor-
raum E; homdomorph auf den Vektorraum F; ab. Nun folgt aus dem Gebietsinvarianz-
satz der Topologie (z.B. Dugundji), der besagt, dass eine stetige injektive Funktion vom
R" in den R" offene Mengen auf offene Mengen abbildet und ein Homdomorphismus
ist, dass dim(F;) = dim(E;) ist. Also erhalten wir m4(A) = m(B) aus der Eindeutigkeit
der Zerlegung. O

4. Fazit

Aus folgenden Diagramm kann fiir zweidimensionale lineare Fliisse aus der Kombinati-

on von Spur und Determinante der Matrix auf die Art des Phasendiagramms geschlossen

werden:
D=0
det (A)
Spiralen Spiralen
Senken c Quellen
€
Knoten ~ Knoten
(O=o,spur<ao) {D>o, spur=>o)
spur (A)
Sattel
fdat=a)

Aus den vorangegangenen Betrachtungen der Flussdquivalenzen folgt, dass alle Phasen-
diagramme in einem der drei Bereiche des obigen Diagramms in einer Aquivalenzklasse

sind und ineinander tberfiihrt werden konnen.
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