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1 Einfiihrung

Im Folgenden sei E (also (E, | . |)) ein beliebiger K-Vektorraum mit dimg (F) =
m < oo und sei A € L(E).
Wir bezeichnen als Kurzform e als den von A erzeugten linearen Fluss auf
E, statt praziser

0:RxE— E,(t,z) — .

Der Nullpunkt von E ist natiirlich ein kritischer Punkt von e*, den wir nun
niher betrachten wollen.

2  Quelle und Senke

Zur Vereinfachung schreiben wir fiir jede nicht leere Menge M C C und
feR:RM < g fir Rm) < fVme M.

Definition 1.

Defintion Der Nullpunkt von E heifit Der Nullpunkt von E heift
Senke, wenn fir jedes Quelle,wenn fir jedes
r € E— {0} gilt: r € FE— {0} gilt:
limy_ oo™z =0. limy 0| €| =00.
dquivalente R o(A) <0 Ro(A) >0
Bedingung
Bezeichung  Kontraktion Expansion
des linearen
Flusses

3 Lemma

Wir wollen mit Hilfe des folgenden Lemma zeigen, dass bei einer Kontraktion
(Expansion) jede Flusslinie

0. (t) = ez
fiir t— oo mit x#£0 exponentiell gegen 0 (bzw. "oo") konvergiert.
Eine Hilbertnorm ||.|| ist eine Norm, die aus einem Skalarprodukt abgeleitet

wird, d.h. fiir ein Skalarprodukt (. | . ) auf E ist |[x||*=(x|x).

Lemma 2. Fir A € L(E) und o € R gelte R 0(A) < a. Dann existiert
eine Hilbertnorm ||.|| auf E mit ||e!]| < et Vt € R,



Bewets. Zunichst betrachten wir den Fall, dass K = C ist.
Nun wissen wir, dass A beziiglich einer geeigneten Basis die Form A=D+N
hat, wobei

D = diag()\l, ey )\1, )\2, ey )\2, ey >\k; ey )\k> = dz'ag(,ul, ,,um)

und N”=0 (also D eine Diagonal- und N eine nilpotente Matrix ist), sowie
DN=ND.
Auberdem konnen wir die Basis {a4, ..., a,,} von E so wihlen, dass gilt:

Naj = a;_1 oder Null.

Ersetzen wir a; duch bj:=d’a; mit §>0, so bleibt D unveréndert. Fiir N gilt
nun:

Nbj = 0b;_1 oder Null.

Also hat die Matrix N beziiglich der Basis {by, ..., b,, } hochstens in der oberen
Nebendiagonalen von Null verschiedene Eintrige, und zwar die Zahlen 0.
Wenn wir nun die zu dieser Basis gehorige euklidische Norm verwenden, so
folgt (fiir ein entsprechend gewéhltes J):

Ve > 0 3 eine Hilbertnorm ||.|| auf E mit ||N|| < e.
Da D=diag(p1, .., ftm) eine Diagonalmatrix ist gilt:
'’ = diag(e™, ..., e"*m).

Fiir die folgende Gleichung miissen wir zunéchst die Operatornorm, die durch
die Hilbertnorm definiert wird, ndher betrachten.

ID||=sup{|IDx]| | x € E, ||| < 1}

Fiir jedes x € E mit |[x||< 1 existieren g, ..., iy, € R mit x= 101 +...4+ by,
[|Dz||? = || D(a1by + ... + ambi)||? = [|pprc1by + ... + @by |2

= D00l 2o Hipjeuay < by, by >= pied + .+ pdal,

< (af + ... + ap )mazi<jemt; = [|z]]Pmazi<j<mp < mazi<j<mit}

Daraus folgt nun

1€0]] = mazi<j<m|e™ | = mazi<;<pme™H).

Wenn wir nun ¢ so klein wéhlen, dass R(\)<a-e V X\ € o(A) ist, kénnen wir

weiter abschatzen mit
HetDH < et(afs)'

Betrachten wir nun wieder den linearen Fluss, so ergeben sich folgende Ab-
schatzungen:



tAH t(D+N)||

le le

lle
pt(a—e) GHIIN]]
et(afs)ets

el™ fiir t > 0.

Damit ist die Aussage fiir K = C gezeigt.
Um die Aussage fiir K = R zu zeigen, iibertragen wir das Problem auf C,
d.h. wir komplexifizieren die Ausgangssituation und wenden dann die obigen

Pl le™ |

VAR VANVANI

Resulate an. ]
Bemerkungen:
Fir A € L(E) und « € R gelte...
Ro(A) < a. Ro(A) > a.
Lemma (b)
Dann existiert eine Dann existiert eine
Hilbertnorm || . || auf E mit Hilbertnorm || . || auf E mit
et ]| < e VteR,. [e!d]] > e VteR,.
(a) ()
Es existiert eine Konstante 8 > 0 mit | Es existiert eine Konstante > 0 mit
let4] < Be* Vit e R,. letd] > Bet Vit eR,.

Diese Aussagen folgen aus dem vorangegangenen Lemma, der Aquivalenz der
Normen (da E ein endlich dimensionaler K-Vektorraum ist) und o(—A) =
—o(A).
4 Theorem
Theorem 3. Es sei A € L(E). Dann sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

(i1) FEs existieren Konstanten o > 0 und g > 0 mit

letdz| < Be=@tz| VteR,,z€E.
(i7i)  Es ezistieren eine Hilbertnorm ||.|| auf E und eine Konstante o > 0 mit

letz|| < e ||z|]] VteR,,x€E.

Ebenso sind dquivalent:



(i’) Der Nullpunkt ist eine Quelle.

(1i’)  Es existieren Konstanten o > 0 und > 0 mit
letdz| > Betlx] VteR,,x€E.

(i1i’)  Es ezistieren eine Hilbertnorm ||.|| auf E und eine Konstante o > 0 mit
et z|| > e||z]| VteR,,x€E.

Beweis. (i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

S Ro(A) <0

sJa<0:Ro(4) <a

= (mit Bem. (a), setzte a = —a) (ii) |e!z| < Be x| VteR,,x € E
= lim_etlz =0

< (i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

S Ro(A) <0

sJa<0:Ro(4) <a

=(mit Lemma, setzte o = —a) (iii) |[e"dz|| < e ®|z|]| VtER,, 2 € FE

= lim_oetdz =0

< (i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

Der Beweis zum zweiten Teil des Theorems verlauft analog, hier verwendet
man die Bemerkungen (b) und (c). O

5 Hyperbolizitit
Zunichst zerlegen wir das Spektrum o(A) disjunkt in drei Mengen:
0(4) = 0,(4) Ugu(A) U oy (4)
e Das stabile Spektrum
05(A) = {A € a(A)R(A) < 0}
e Das neutrale Spektrum
on(A) = {A € a(A)[R(A) = 0}
e Das unstabile (bzw. instabile) Spektrum

ou(A) :={X € a(A)|R(\) > 0}



Definition 4. Der von A erzeugte lineare Fluss et auf E heifit hyper-
bolisch, wenn o, =0, also wenn o(A) = 05(A) U o, (A) gilt.

Im Folgenden bezeichnen wir mit m(\) die algebraische Vielfachheit des
Eigenwertes A von A € L(E).

Das folgende Theorem liefert die mehrdimensionale Verallgemeinerung der
zweidimensionalen Sattels.

Theorem 5. ¢4 sei ein hyperbolischer linearer Fluss. Dann g¢ibt es eine
direkte Summenzerlequng
E=E,®F,,

welche A und damit den linearen Fluss et wie folgt zerlegt
A=A, ® A, und e =es @t

Und dann sind e eine Kontraktion und ¢« eine Expansion. Diese Zer-
lequng ist eindeutig und es gilt

dim(E,) = Y m(\) bzw. dim(E,)= Y m(\).

Aeos(A) A€oy (A)

Beweis. Zunichst betrachten wir wieder den Fall, dass K = C ist.
1. Teil: Zerlegung
Wir setzen

E, = @AeaS(A)keT’[(A — 1)\)"”()‘)]

und
E, = ®xco,(ayker[(A — 1)\)’”()‘)].

=F=FE®dF,

(Wir setzen die algebraische Vielfachheit als Exponent um die verallgemein-
erten Eigenvektoren zu etrhalten.) Diese Zerlegung von E zerlegt A in A;® A,
und damit auch e in e!4s @ et

Da gilt 0(A,) = 04(A) und o(A,) = 0,(A) ergibt sich, dass e*s eine Kon-
traktion und e’ eine Expansion ist.

Die Formel fiir die dim(E;) bzw. dim(E,) folgt direkt aus der obigen Wahl
von E, bzw. E,.

2. Teil: Eindeutigkeit

Es sei E=E; @ F, eine weitere Zerlegung von E; welche A zerlegt in A; & Ao,
so dass e eine Kontraktion und e*4? eine Expansion ist.

Fir x € E; gilt dann

r=y+=z



wobei y € Eg und z € E,,.
Wegen etdz = ety =0 folgt

t—o0
ety = et Px = Pt =30 (%),

wobei P, : E — E, die zur Zerlegung E=E; ® F, gehorige Projektion beze-
ichnet. Nach Theorem 3 (ii’) existieren Konstanten «, § >0, so dass

etz = ez > Be|z] VEeR, (xx).

Aus (%) und (*x) folgt z=0. Es gilt also E; C Fs. Aus Symmetriegriinden
folgt E, C Fj.

= F, = E;

Wenn wir nun x € F, wiahlen mit x=y-+z, wobeiy € F, und z € F,, dann
gilt

t——o0
ey = 2y T80,

Folglich gilt
etAy = e Pa = Petx 27
wobei Py : E — FE, die zur Zerlegung E=FE; & F, gehdrige Projektion beze-
ichnet.
Wegen e'4s = elll(=4s) und o(—A,) = —0(A4,) folgt aus Theorem 3 (ii’)

Hey| = [ellCADy| > geol]y)

eyl = e

fiir t<0 und geeignete Konstanten «, >0, folglich gilt y=0. Also gilt E; C
E.. Aus Symmetriegriinden folgt E, C Es.

= By = E,

= Eindeutigkeit der Zerlegung

Fiir den Fall K = R lasst dich die Aussage mit Hilfe der Komplexifizierung
zeigen. O

Definition 6. E; heifit der stabile und E, der instabile Untervektor-

raum des hyperbolischen linearen Flusses e,

Ein hyperbolisches linearer Fluss ist eine Kontraktion, wenn E,={0} oder
eine Expansion, wenn E,={0}. Tst E=R® kénnen sich beispielsweise aus dem
hyperbolischen Fluss folgende Abbildungen ergeben.



Figure 1: mehrdimensionale Verallgemeinerung des 2-dimensionalen Sattels



