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1. Einleitung

In seinem Vortrag/ seiner Ausarbeitung hat uns Ricardo Pena Hoepner die allgemeine Gestalt
von Funktionalen n&her gebracht und erlautert, inwieweit sich, aus dem endlich-dimensionalen
Fall bekannte Fragen, zu Stetig- und Differenzierbarkeit, sowie zur Extremwertsuche auf Funk-
tionale iibertragen lassen. Dabei hat er die erste Variation eingefithrt und eine notwendige
Bedingung fiir Extrema diskutiert.

Hierauf aufbauend wollen wir die zweite Ableitung definieren und ein hinreichendes Kriterium
herleiten. Der Schwerpunkt dieser Arbeit soll auf der darauffolgenden Betrachtung der Klas-
se von Funktionalen der Gestalt J(y f 1 f(x,y,y')dz liegen, wir spezifizieren fiir diese die
notwendige Bedingung fiir ein Extremum, indem wir die Euler-Lagrange-Gleichung einfiihren.
Anschliessend betrachten wir die zweite Variation. Zum Abschluss untersuchen wir einige Spe-
zialfille, bei denen das Lisen der Euler Lagrange Gleichung leichter féllt, sowie den ,entarteten®
Fall.

Marc-Daniel Mildenberger
Mannheim, den 26.04.2012



2. Die zweite Ableitung

Nachdem wir uns im letzten Vortrag mit der ersten Ableitung von Funktionalen beschéftigt
haben, wollen wir nun die zweite Ableitung betrachten. Die Betrachtung dieser ist notwendig,
da, analog zum endlich dimensionalen Fall, eine Nullstelle der ersten Variation eine notwendige,
aber keine hinreichende Bedingung fiir ein Extremum darstellt.

Dabei leiten wir die zweite Ableitung erst im Allgemeinen her und wenden sie nach der Einfiih-

rung der Fuler-Lagrange-Gleichung auf diese an.

2.1. Definition: Die zweite Ableitung

Wir wollen uns zuerst an die allgemeine Definition der Ableitung erinnern:

Definition 1. (Ableitung) Seien X und Y normierte Vektorraume. Eine Abbildung f von einer
offenen Menge U C X — Y heifit im Punkt xo differenzierbar, wenn es ein f'(xg) € L(X,Y)
gibt, so dass die folgende Abbildung in xq stetig ist:

If (@)= f(z0)=f'(z0) (x—m0)|| -
USSR, oo = fiir @ # o
0 fiir x = x¢

I/ (x0) heifft die Ableitung von f bei xg.

Definition 2. Sei f: U — R, wobei U eine offene Teilmenge eines normierten Vektorraumes
V ist, und an der Stelle xqg € U zweimal differenzierbar. Die zweite Ableitung definiert eine

symmetrische Bilinearform auf V. Es gilt:

"

() : V xV =R, (v, w) — f (z0)(v, w)

2.2. Satz: Hinreichende Bedingung fiir ein Extremum

Satz 3. Sei f : U — R, wobet U, wie in obiger Definition, eine offene Teilmenge des nor-
mierten Vektorraumes V ist. f sei auf einer offenen Menge zweimal differenzierbar. Die zweite
Ableitung f" ist dann bei allen lokalen Minima (Mazima) eine positiv - semidefinite (negativ -
semidefinite) Bilinearform (d.h. Yo € V muss gelten: f (x0)(z,2) > 0 fir ein Minimum bzw.
7 (zo)(z, ) <0 fir ein Mazimum,).



2.2. Satz: Hinreichende Bedingung fiir ein Extremum 3

Gibt es umgekehrt einen kritischen Punkt xo € U (d.h. f'(xzo) = 0) und ein ¢ > 0, so dass
Vh eV gilt:

£ (x0)(h,h) = e|n]|? bzw. £ (o) (h,h) < —e||h]?

so besitzt f an der Stelle xg ein lokales Minimum bzw. Mazimum.

Beweis. f habe an der Stelle zg ein ein lokales Minimum bzw. ein Maximum. Dann folgt mit
Korollar 7.16 aus dem Analysis Skript (HWS/FSS 2010/11)von Herrn Prof. Schmidt, dass die
Aussage gilt.

Fiir die Riickrichtung betrachten wir nun im Speziellen den Fall eines lokalen Minimums; der
Fall eines lokalen Maximums geht nahezu analog mit > anstelle von <. Es sei vorausgesetzt,
dass folgende Ungleichung gilt:

1" (wo)(h, k) = € |[hl|?

Wir wissen auf Grund der Definition der Ableitung von f’, dass ein § > 0 existiert, so dass fiir
alle h € B(0,0)\ {0} gilt:

1" (zo + h) = 1" (x0) = [ (wo) (Rl
il

<

N

Wenn wir die Abbildungen an dem Vektor h auswerten, erhalten wir folgende Ungleichung:

|[f" (o + h) (h) — f' (w0) (h) — f" (o) (h, 1)
7]

€
< ||| =
< Il &
Wir wissen, dass zg ein kritischer Punkt ist, also f/(z9) = 0 gilt.
€
= | (o + 1) (h) = £ (o) (h, )] < [|1]1* 5

€
= = f'(@o+h) (h) + f" (o) (. h) < ||| 5
€
= " (x0) (h,h) = [l 5 < ' (w0 + 1) ()
Da f(x0)(h,h) > €||h||* gilt und aus der vorangegangenen Gleichung erhalten wir

= II1* e = 1Rl 5 < £ (o) (b ) = |A]* 5 < f (20 + B) ()

= ||Al* 5 < f (w0 + h) (h)
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Damit kénnen wir zuriick auf die Funktion f schliefsen, dass fiir diese gilt:
1
faot )= foo) = [ oo+ th)(hi
0
! 1
= / I (zo + th);(th)dt
0
1
1
/ < \\ht))? ~at
o 2 t
Le
R
0 2

€ 2 1 _
B [A]] §t2 =6

Y

v

€ 2
> —||lh
> Sl

Fir jedes x in einer Umgebung des Punktes xg nimmt die Funktion einen Funktionswert an,

der grofer ist als f(xzg). Also liegt an der Stelle xy ein Minimum vor. O

2.3. Beispiel zur zweiten Variation

Wir kénnen die Bedingung f” () (n,1) > € ||n]|* in dem von uns betrachteten unendlich-dimensionalen
Fall nicht auf f”(y)(n,n) > 0 abschwiichen. Dies belegt folgendes Gegenbeispiel:

Sei J:C([0,1]) = R, y = [i y2(z)(x — y(z))da

Die erste Variation ist dJ(y,n) = fol(—Sy(:L‘)2 + 2zy(z))n(z)dr (Die Berechnung dieser fand

im vorangegangenen Vortrag von Ricardo Pefia Hoepner statt), wobei n € C2(]0,1])\{0} ist.

Wir betrachten die Nullfunktion y(z) = 0. Diese ist ist ein kritischer Punkt des Funktiona-

les J. Die zweite Variation fiir die Nullfunktion ausgewertet an der Stelle 7 ist: §2J(0,n) =

2 fol n*(z)zdr > 0 (dies ldsst sich mit der Formel, die wir in in Kapitel 3.6 herleiten, leicht
bestimmen). Also miisste ein Minimum der Funktion vorliegen.

Betrachten wir jedoch fiir o > 0 die Funktion

- a—z fir0<z<a
y(x) =

0 fira<z<l1

Dann gilt J(s7) = s* [ (a —z)?wde —s* [ (a—z)3de = (% - %)0/l und wir sehen, dass dieser

Ausdruck, z.B. fiir s = 1, kleiner 0 wird = die Nullfunktion kann kein Minimum sein, da wir
mit g eine Funktion gefunden haben, so dass J in jeder Umgebung um die Nullfunktion bei g

geringere Werte annimmt.



3. Die Euler Lagrange Gleichung

3.1. Betrachtung spezieller Funktionale

Nachdem wir uns bis jetzt allgemein mit Funktionalen beschéftigt haben, wollen wir uns nun

einer speziellen Klasse von Funktionalen widmen. Und zwar solchen von der Gestalt:
z1
1) = [ fay)ds
o

Dabei ist J : C?([xg,z1]) — R und f ist auf der offenen Menge zweimal stetig differenzier-
bar vorausgesetzt. Wir spezifizieren die Menge der Losungen, indem wir zwei Anfangswerte
Yo, y1 € R vorgeben, welche y an den Stellen g und z; annehmen soll. Wir betrachten also ein
Variationsproblem mit festen Endpunkten im Vektorraum C?([zg,x1]). Wie wir spiter sehen

werden, resultiert daraus eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Zusammenfassend gesagt, suchen wir nun die Funktionen y € S, welche fiir J ein Extremum
bilden, dabei bezeichnet die Menge S:

S = {y € C?[xo,z1] | y(z0) = yo Ay(z1) = y1}

zusitzlich bendtigen wir fiir unsere Argumentation, die wie folgt definierte Menge H:

H = {7] € C2[xo,$1] | n(xo) = n(z1) = 0}

Yy A
(-xh )’1 +£)

(Xo,}’0+8) (xl’ YI)

(x;, 9—8)

(xg Yo) 7~

(x07 Yo Mg)

Wir werden uns mit Funktionen y € S in einer e-Umgebung eines Minimums befassen, die

obige Grafik soll diesbeziiglich zur Veranschaulichung dienen. Es sei angemerkt, dass sich jedes



3.2. Vorbemerkung 6

Element ¢ € S durch § = y 4 en, wobei n € H und € > 0, beschreiben ldsst.
Bevor wir aus diesem Gedanken die Euler-Lagrange-Gleichung herleiten, bendtigen wir zuerst

das Fundamentallemma der Variationsrechnung.

3.2. Vorbemerkung

Davor wollen wir uns folgender Proposition bewusst werden.

Proposition 4. Fir alle o, 5 € R\ {0}, wobei a < B sein soll, existiert eine Funktion v €
C%(R), so dass fiir alle x € (a, B): v(x) > 0. und fiir alle x € R\[o, B8] : v(x) = 0 gilt.

Beweis. Sei v(r) = (z — a)3(8 — z)® wenn = € (a,3) und 0 sonst. Da v ein Polynom ist,
konnen wir dieses beliebig oft auf R \(«, 3) differenzieren. Des weiteren ist v(z) > 0 fiir alle
z € (a, f). O

3.3. Das Fundamentallemma der Variationsrechnung

Lemma 5. Seien g(z), h(z) € C*([x,z1]). Gilt fiir alle Funktionen h(x) mit h(zo) = h(z1) =
0: o
/ g(x)h(z)dr =0 so folgt g(x) =0 fir alle x € [zo, x1]

0

Beweis. Annahme: Es gibt ein ¢ € (z¢, z1), so dass g(c) # 0 ist.

O.b.d.A. nehmen wir an, dass g(c) > 0. Da g laut Voraussetzung stetig ist, gibt es aber eine
ganze Umgebung (o, ) um den Punkt ¢ fiir die gilt: g(z) > 0 fir x € (o, ). Durch die
vorangegangene Proposition wissen wir, dass eine Funktion v € C?(R) existiert, fiir die gilt:
v(z) > 0 fur alle z € (o, f) und v(x) = 0 fiir alle z € [xg, 1]\ (e, )

N / o(2)o()dz = /a ’ o(@o(@)dz > 0

dies widerspricht der Annahme, dass f;}l g(x)h(z)dz = 0 fiir alle h(z). Daraus folgt, dass

g(x) = 0 auf dem Intervall [z, z;] sein muss. O

3.4. Die Euler Lagrange Gleichung

Wir nehmen an, dass das Funktional J fiir y ein lokales Extremum annimmt. Wir betrachten
nun ein y aus einem e-Ball um den Punkt y. Wir wissen, dass wir jedes ¢ schreiben kénnen als
y =y + en, wobei n € H. Fiir kleine € kénnen wir nach dem Satz von Taylor entwickeln.

of , ,of

~ o~ / AN / _J 7 2
f(x,9,9) = flx,y +eny +677)—f(x,y,y)+6{778y +n ay,}JrO(E )-



3.4. Die Euler Lagrange Gleichung 7

Betrachten wir nun:

xr1

J(@) —Jy) = f 7,7 )dx — f(x,y,y )dx

- /ml {(f(x,y,y’)+e{naf+ SJ}JFO( )> —f(a:,y,y’)}dx

- (8o
= «J(y,n) +O(e)

wobel wir im letzten Schritt folgende Definition angewendet haben:

0
0J(y,n) ::/ (naf+nayf)dx

Definition 6. 6.J(y,n) ist die erste Variation von J.

Wir betrachten nun den zweiten Summanden im Integral gesondert und integrieren diesen mit

o 0f(xy,y) of ™ od of
o N P
/x oy’ oy |, v dx Oy

- /“ndafdw
wo  dz Oy

Dies gilt, da n nach Voraussetzung in H liegt und damit folglich n(xo) = n(x1) = 0. Wenn wir

partieller Integration.

diesen Ausdruck in die erste Variation einsetzen, erhalten wir die Formulierung:

(™ (of d [Of
5J(y,77)—/xo n{ay—(ay>}da:

Bemerkung 7. Wennn € H ist, dann ist auch —n € H und es gilt 6J(y,n) = —0J(y, —n). Fir
kleine e wird folglich das Vorzeichen von J(§)— J(y) durch das Vorzeichen der ersten Variation
bestimmt, aufer die erste Variation ist null. Die Bedingung, dass J(y) ein lokales Extremum in
S ist, fordert, dass J(y) — J(y) fir jedes y € B(y,€) nicht das Vorzeichen wechselt.

Daraus folgt der Satz:
Satz 8. Sei J ein Funktional der Gestalt J(y le f(z,y,y")dx, wobei y € S und f zweimal

stetig differenzierbar sei. Wenn J an der Stelle y ein lokales Extremum annimmt, muss die erste

Variation fiir alle n € H verschwinden.

1 0 d (0
- [ ()

Bemerkung 9. Natirlich ist damit, wie aus den endlich-dimensionalen Rdumen bekannt, noch
nicht sichergestellt, dass wirklich ein Extremum vorliegt. Diese Bedingung ist notwendig, jedoch

nicht hinreichend.



3.5. Beispiel zur Euler-Lagrange-Gleichung 8

Definition 10. Stellen, an denen die erste Variation verschwindet, heiflen stationdre Punkte.
Da, wie obig erwahnt, die Bedingung ffol n {% — % (%) } dx = 0 fiir alle n gelten muss, folgt
fiir jedes Extremum y mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung:

o (),
8y_d;v oy )

Definition 11. Die aus der Abbildung E(x) := 6—5—1 (8—10,) resultierende Differentialgleichung
E(x) = 0 heifit Euler-Lagrange-Gleichung.

Sie ist wohldefiniert, da wir vorausgesetzt haben, dass f zweimal stetig differenzierbar sein

muss. Zudem ist F(x) stetig aufgrund der Stetigkeitseigenschaft von f und da y € C?([xo, 21]).

Bemerkung 12. Die Fuler-Lagrange-Gleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung,

dies wird einsichtiger, wenn wir die Gleichung ausschreiben:

oy’

T oy 0yor 8y8y’y B Oy’ay’y

_of d(ﬁf)_af *f o, f

Als Resultat ldsst sich folgender Satz festhalten:

Satz 13. Sei J : C*[xo,71] = R, [z0,71] C R von der Form:

x1
) = [ Hay)da
o
wobei [ zweimal stetig differenzierbar ist, xg < x1 und

S = {y € C*([wo,71)) | y(z0) = vo A y(w1) = 11}

mit yo,y1 € R. Dann muss jedes Extremum y € S Vx € [xg,z1] die Euler-Lagrange-Gleichung
of 4 (9f) _,
oy dx\oy )

Die-Euler-Lagrange-Gleichung kann folglich analog zu der Bedingung gesehen werden, dass bei

erfillen

Funktionen der Gradient an einem Extremum verschwinden muss.

3.5. Beispiel zur Euler-Lagrange-Gleichung

Beispiel 14. Wir wollen nun ein konkretes Anwendungsbeispiel betrachten. Dabei soll y : R —
R abbilden und f: R x R x R = R mit den Anfangsparametern: (xo,yo) = (0,0) und
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(x1,y1) = (1,1). Anschaulich beschreibt J(y) die Linge der Kurve zwischen den vorgegebenen
Punkten im R2.

1
—/ V1+y2dz
0

Um das Minimum von J(y) zu finden miissen wir die Fuler-Lagrange-Gleichung lésen.

of _d (ofN_ _d(_¥ )_,
oy dx \oy ) do \ \/T+y2)

/

= Y = const

Vi+y?

Daraus folgt das y' = c1, wobei c1 eine Konstante ist. Folglich sieht ein potentielles Extremum
von J(y) so aus:

y(r) = c1x + c2

wobei co eine weitere Integrationskonstante ist. Aufgrund der von uns gewdhlten Randwerte
folgt ¢y = 1 und co = 0, ist folglich das einzige potentielle Extremum gegeben durch y(z) = x.
Dieses ist ein Minimum (was wir spiter zeigen werden). Das Ergebnis ist nicht tiberraschend,
da bekanntlich der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten im R? eine Gerade durch die beiden
Punkte ist.

3.6. Die zweite Variation von Funktionalen der Form J(y fmo fx,y,y)dz

x

' f(z,y,y)dzx betrachten

Zo

Wir wollen nun die 2. Variation eines Funktionales der Form J(y
um zu untersuchen, ob bei einem stationidren Punkt ein Extremum vorliegt. Dabei argumentie-
ren wir, wie bei der Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung, mit der Taylorentwicklung. Wir
setzen dabei voraus, dass f dreimal differenzierbar ist.

Wir nehmen an, J besitzt an der Stelle y ein Extremum und ¢ befindet sich in einem e-Ball
um y, also ldsst sich y mit vorangegangener Notation schreiben als § = y 4 en, wobei auch hier

n € H und € > 0 sein soll. Wir entwickeln wieder im Punkt (x,y,y’):
@, 9,9) = fle,y +eny +en)

_ / g /g i 2@ a2f /262f 3

Wir definieren:

Definition 15. Sei J(y) ein Funktional von obiger Form und f eine dreimal stetig differen-

zierbare Funktion. Dann heifit

1 2 2 82
6%J(y.m) :=/$ <77 a‘];+2m78 af,+77/28y;];>dw

0
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die zweite Variation von J.

Wir betrachten nun wieder:

62
J(@) = J(y) = €6 (y,m) + 5% (y,1) + O(€")

Wir haben jedoch vorausgesetzt, dass J an der Stelle y ein Extremum hat, deswegen verschwin-

det die erste Variation. )
. € )
= J(§) = J(y) = 50°T (y,m) + O(")

Also wird das Vorzeichen von J(§j) — J(y) von dem Vorzeichen von §2.J(y,n) bestimmt.

Bemerkung 16. Bei der Untersuchung der zweiten Variation haben wir schon die Fuler-

Lagrange-Gleichung geldst und kennen folglich y, also sind g J;, d?fd];” g L bekannte Terme in

x.

Nun muss untersucht werden, inwieweit 62.J(y,7) die hinreichenden Bedingungen fiir ein Ex-

tremum (siehe Satz 3) erfiillt.

3.7. Beispiel zur zweiten Variation

Beispiel 17. Wir wollen nun erneut das Beispiel aus 3.5 aufgreifen. Dort haben wir bestimmt,
dass das einzige potentielle Extremum von J(y fo de mit den beiden Anfangspa-
rametern (xo,y0) = (0,0) und (z1,y1) = (1,1) dze Ursprungsgerade y(x) = x ist. Wir wollen
nun noch zeigen, dass dies tatsichlich ein Minimum ist. Wir berechnen dabei zuerst folgende

zweite Ableitungen: Tf =0, a?;?y =0, 375’ = \/%y/, g;/; = (1 +v)~Y. Daraus folgt dann fiir

die zweite Variation:
T1 2f a2f 82f
62 = 2 2 d
(,m) /xo < a2 T2 a0 T 3y,2> z

1
_ / 77/2(1 +y/)—l.5dx
T

0

z1
€T

0
1 J/$1 2
923/2 0

1 2
W H77||E

wobei wir die Norm ||n|| 5 = /fw1 n'2dz benutzen. Damit erfillt 52 J(y = x,n) die Bedingungen

aus Satz 8 und wir haben formal gezeigt, dass fir y(x) = x ein Minimum von J vorliegt.



4. Spezialfille

Da die Euler-Lagrange-Gleichung eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist,
ist es im Allgemeinen schwierig diese zu l6sen. Wir betrachten nun einige Spezialfille, wo die
Funktion f(z,y,y’) nicht explizit von y bzw. von x abhingt und dadurch das Losen der Diffe-

rentialgleichung einfacher wird.

4.1. Keine explizite Abhingigkeit von y

Wir betrachten ein Funktional der Form: J(y f “1 f(x,y")dx. Die betrachtete Funktion f ist
folglich nur noch von z und vy’ abhéngig, anders gesagt es besteht keine direkte Abh#ingigkeit

von y mehr. Dann reduziert sich die Euler-Lagrange Gleichung auf:

of (x,y)
oy O
d1(eal)
y

wobei ¢ eine Integrationskonstante ist. Der Ausdruck ist eine Differentialgleichung erster

Ordnung fiir y. Die Gleichung ist losbar fiir 3/, wenn 83/2 # 0 ist (s. dazu Satz der impliziten

Funktionen).

4.2. Keine explizite Abhangigkeit von x

Eine weiterer vereinfachender Fall ist, wenn das Funktional nur von y und 3’ abhingig ist. Also
J(y) die Form J(y f “! f(y,y')dz hat. Wir definieren eine Hilfsfunktion H:

H(y,y') = (Tf f

Satz 18. Sei ein Funktional der Form J(y fwl fy,v)dz, y € S gegeben und H(y,y') wie
obig definiert. Dann ist H entlang jedes Extremum y konstant.

11



4.2. Keine explizite Abhingigkeit von x 12

Beweis.

d N o d (,0f
dxH(y,y) = Ch;(yay, >

af d of af af
_ .nYl / 1YJ nYJ
B * (y ay Y oy

Yy’ Y da Yy’

und da y laut Annahme ein Extremum ist, muss es die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillen.

Daraus folgt dann, dass H(y,y’) = const sein muss. ]

Bemerkung 19. Wenn J(y) nicht direkt von x abhdngt, reicht es anstelle der Euler-Lagrange-
Gleichung, einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, die durch H gegebene Differentialglei-
chung zu lésen. H entspricht einer Differentialgleichung erster Ordnung und das Liosen ist im

Allgemeinen einfacher.



5. Der entartete Fall

5.1. Der entartete Fall

Wir sind bis jetzt immer davon ausgegangen, dass die Funktion f(x,y,y’) von der Komponente
y' in einer nicht-linearen Weise abhingt. Wir wollen nun betrachten, wenn dies der Fall sein

sollte.

Satz 20. Wenn das Funktional J(y) linear von y' abhdngt, also von der Form

x
10 = [ Ay +Bay) ds
o
ist, wobei A und B stetig differenzierbare Funktionen sind, reduziert sich die Euler-Lagrange-

Gleichung auf eine Identitat und der Wert von J(y) ist unabhdngig von der Wahl von y.

Beweis. Die Euler Lagrange Gleichung fiir J(y) lautet:

0A 0B _ d _

Jedoch wissen wir, dass:

d 0A 0A
A — 22

gilt. Wenn wir dies in die obere Gleichung einsetzen, verringert sich die Euler-Lagrange-Gleichung

auf die Integrabilititsbedingung:
oB  0A 0

dy  or
Wir erkennen, dass es sich bei diesem Ausdruck nicht mehr um eine Differentialgleichung,
sondern um eine implizite Beschreibung der Funktion y handelt. Inwieweit Losungen vorhanden
sind, hdngt von der Wahl der Funktionen A und B ab. Des weiteren sehen wir, dass die Gleichung
keine frei wihlbare Konstante enthélt, also ein Anfangswert keinen Einfluss auf die Lésung der
Gleichung, also auf y, hat. Da wir uns auf einer konvexen Menge befinden, existiert ein F(z,y),

fiir welches 88—5 = A und %—i = B gilt (vgl. Differentialgleichungsskript von Herr Prof. Schmidt

Lemma 1.41/ Stammfunktionen), wobei wir %—5 auffassen, als Ableitung nach der Komponente

x. Folglich kann f dann geschrieben werden als:

_OF  OF _dF

=%y T @

13



5.1. Der entartete Fall 14

Wenn wir dies nun f umschreiben zu f = % folgt:

e "L dF

J(y) = / deC = / %dﬂj - F(ﬂfl’?/(JUl)) - F($07y($0)) - F(xluyl) - F(xO)yO)
o o

folglich ist der Wert von J(y) unabhéngig von der konkreten Funktion y. Er wird nur von den

gegebenen Anfangswerten bestimmt. O

Wir wollen die umgekehrte Fragestellung betrachten:

Satz 21. Sei J : C*([x9,x1]) — R ein Funktional der Form:

J(y) = / 1 f(@,y,y)da

wir suchen zu gegebenen Anfangswert y(xo) = yo und y(x1) = y1 das Extremum y € S. Wenn
sich die Buler-Lagrange-Gleichung auf eine Identitdt reduziert, muss die Funktion f linear in

der Komponente y' sein und der Wert des Funktionales ist unabhdngig von der Funktion y.

Beweis. Wenn die Euler-Lagrange-Gleichung eine Identitét ist, also eine implizite Beschreibung
der Funktion y und keine Differentialgleichung, folgt, da dies fiir alle z € [z, z1] und alle y € S

gelten soll, aus
0 0? 0? 0?
E(fl?)zi_ /f _ f/y/_ /f,y//:
Oy 0Oy'dxr Oydy Oy’ Oy

f
8y’2 -
und ¢/'(£) = 0, jedoch y”(£) # 0. Also ist % = const in y'. Daraus wiederum folgt, dass die

dass 0, da Funktionen y € S existieren fur die es ein & € (xg,x1) gibt mit y(§) = 0

Funktion f selber nur in einer linearen Weise von y’ abhingen darf. Also muss f die Form

flzy,y) = Az, y)y + B(z,y)
haben. Durch Einsetzen von f in die Euler-Lagrange-Gleichung erhalten wir %y’—% %—5 — (g—’;) -

(%3') — 0 =0, folglich gilt 95 = G5 fiir alle « € [wo, 1] und alle y € S. O
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