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1 Einleitung

Schwerpunkt dieser Arbeit soll die Frage sein, inwiefern sich die in Ana-
lysis I und II kennengelernten Stetigkeits- und Differentiationsbegriffe von
Funktionen sowie das Vorgehen bei der Extremwertsuche auf den unend-
lichdimensionalen Raum iibertragen lassen. Anhand expliziter Berechnun-
gen sollen die theoretischen, modifizierten Konzepte veranschaulicht wer-
den.

Zundchst mochte ich zur Verdeutlichung dieser grundlegenden Problema-
tik meines Vortrages folgendes Schaubild vorlegen:

(Sei X ein moglicherweise unendlichdimensionaler IR-Vektorraum)

Kapitel H Gegenstand dieses Vortrages \ Bekanntes Pendant
1/2 J: X—R f:R" =R
differenzierbares Funktional | differenzierbare Funktion
3/4 d]x0] € L(X,R) Vf(x) € L(R",R)
Linearitit #- Stetigkeit Linearitdt = Stetigkeit

4 X stationdrer Punkt: xo kritischer Punkt:
3J[xo](h) =0 Vh Vf(xg) =0

5 L(X,R)=? L(R",R) ~ R"

Definition 1.1.

Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung | : X — K heifst Funktional auf X.
] ist linear, wenn gilt:

o J[Ax] = AJ[x] Vxe X,AeK (Homogenitiit)
o Jlx+yl=Jx]+]ly]  VxyeX (Additivitiit)
Bemerkung 1.2.

1. Xist typischerweise ein Funktionenraum. Ein Funktional ist also heu-
ristisch formuliert eine ,,Funktion auf Funktionen”.

2. Im Folgenden wird K = R angenommen.
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2 Stetigkeit

Satz 2.1.
Sei X ein normierter R-Vektorraum und | : X — R ein lineares Funktional. |
ist genau dann stetig, wenn es beschrinkt ist, also wenn es eine Konstante C € R
gibt, so dass Vx € X gilt:

Jlx]| < Cllx]Ix

Beweis.

Einschub (Wiederholung Satz 9.30, Analysis II)

Fiir eine Abbildung f : X — Y, x — f(x) zwischen metrischen Rdumen (X, d) und (Y, e)
ist folgendes dquivalent:

o f iststetigin x.

e Fiir jede Folge (xy)ren In (X, d), die gegen x konvergiert, konvergiert auch die
Folge (f(x))ken in (Y, ¢) gegen f(x).

="

Sei | stetig.

Annahme: | ist nicht beschréankt.

Dann gibt es fiir jedes k € Neinz; € X sodass |Jlzk]| > kllzk||x gilt. Man

erhilt eine Folge (xx)ken in X mit xj HZ H und folgenden Eigenschaften:

[xkllx = 1und [J{x]| >k  VkeN 2.1)
Man betrachte nun die Folge (y)ren mit yx := 3.
Es gilt:
linear 1 @h1
Tl = RIS Ll 2 k=1 WkeN @2)
Gleichzeitig gilt aber:

yr — 0 flir k — oo,
denn Ve > 0 IN¢ € IN, so dass Vk > N, gilt:

@1 1
ly —0f| = || 3 H —*II x|

Nach Satz 9.30 (Einschub) folgt aus der Stetigkeit von J:

k—o0 J linear

Jlyx] = J[0] 0.

Das ist aber ein Widerspruch zu (2.2). Also muss die Annahme falsch und
somit | beschrankt sein.
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i“

//¢
Sei ] beschrankt und (xy)ren eine in X konvergente Folge mit Grenzwert
x € X. Dann gilt:

li ] beschrankt
U] = Tl 2 Jxe = x]] < Cllxe — x|lx mit C € R konstant
Wegen
k—00
0 < |J[x] = Jx]| < Cllxg —x|| =30
folgt

k—oc0

Jlxi] = Jlx].
Aus Satz 9.30 (Einschub) folgt die Stetigkeit von J.

q.e.d.
Beispiel 2.2.
Seien X = Cla,b] und a,b € R mita < b.
AuBerdem sei ||x||x = [|x]| := sup |x(t)].

t€a,b]
(X, || - |eo) ist ein normierter Vektorraum iiber R , denn:

(i) |[|x]Jee = sup |x(f)] > 0und |[x||cc =0 < x(t) =0 V¢t € [a,b]

te(a,b] \>0

(i) [[Axllo = sup [Ax(t)] = sup |A[[x(t)] = [A[ sup |x(t)] = [A]|x]|e
tefa,b] te(a,b] te(a,b]

(iif) [[x + ylleo = sup [x(£) +y(t)] < sup |x(t)] + |y(£)]

tela,b] te(a,b]
< sup [x(t)| + sup |y(t)] =[xl + [yl
te(a,b] te(a,b]

Betrachte jetzt das Funktional

b
J:X >R mit J[x] = /zx(t)x(t) dt

mit einer festen Funktion a« € X. Wir wollen jetzt | auf Linearitdt und Ste-
tigkeit untersuchen:
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1. Linearitit
Seien A € Rund x,y € X beliebig.

b

a(H)Ax(f) dt = )\/uc(t)x(t) dt = AJ[x]

a

a\w m\w

(i) J[Ax]

(i) J[x +y] a(t) (x(t) +y(t)) dt

b
:/XMQAQ+%UWUDdt

b

b
:/a(t)x(t) dt—l—/a(t)y(t) dt

a a

=J[x] +Jly]

2. Stetigkeit

Nach Satz 2.1 reicht es aus, die Beschrdnktheit der Abbildung zu zei-
gen:
zz.: 3C = const. € R mit |][ ]| <Cllxfje Vx € X

y_\/ dt\</\zx B dt = /\zx ) |x(t ]dt</]zx sup |x(s)| dt
a
b

s€lab]

/ H|x||oodt—|rxuoo/|a )| dt = Cllx]e

:=C

C existiert, da « eine stetige Funktion auf dem kompakten Intervall
[a, 1] ist.

= ] ist eine lineare und stetige Funktion.

Bemerkung 2.3.

Wie sich im Folgenden zeigen wird, ist die separate Untersuchung von Li-
nearitdt und Stetigkeit gerechtfertigt. Wir werden spéter feststellen, dass
die Implikation Linearitdt = Stetigkeit im Unendlichdimensionalen nicht
gegeben ist.
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3 Die erste Variation

Definition 3.1. [Analogon zur Ableitungsdefinition]

Sei X ein normierter Vektorraum und U C X eine offene Teilmenge. Das
Funktional | : U — R heifst in xy € X differenzierbar, wenn es ein A €
L(X,R) gibt, sodass folgende Abbildung in xg stetig ist:

[J[x] =] [xo] = A[x—xo]| -
U— R, x— [[x—xollx fiir x 7 xo (3.1)
0 fir x = xp

A heif3t erste Variation von J in xp und wird mit é][x]| bezeichnet.

Satz 3.2.
Existiert ein solches A aus Definition 3.1, so ist es eindeutig.

Beweis.
Wenn A’ ebenfalls diese Bedingung erfiillt, dann gibt es fiir jedes 5 > 0 ein
0% :=min{s,8'} > 0, sodass gilt:

(A= AD[x = xo]| _ [J[x] = J{xo] = Alx = xo]| | [J[x] = J[xo] = A'lx — xo]|
lx—xolx  ~ [l = xol|x [l = xol[x

-
< 4-= '
<oth =t Vx € B(x,6%)
Daraus folgt Ve > 0:
/ |(A— A")[x — x| (A -4 [;ﬁ;ﬁ)ﬁ J
ja-a)= sup A4 = U T <
vwex  IF=xlx xR

da =200 < B(0,6%). Also gilt |A — A’|| = 0. Da die Operatornorm eine

2||x—x0lx

Norm ist, folgt:

[A—A|=02A-A =0 A=A
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Proposition 3.3.
Ist ] € L(X,R) so gilt
Oxo] =T VxoeX

Beweis.

Sei xo € X beliebig. Es gilt:
|J1x] = J[xo] — J[x — xo]| Jeceer) [J[x] — Jlxo] — J[x] + J[xo]|

=0.
| — xolx [|x — xol|x

Offensichtlich ist (3.1) damit in x( stetig. Wegen der Eindeutigkeit der Va-
riation folgt die Aussage. q.e.d.

Bemerkung 3.4. [Richtungsableitung]
Sei X ein normierter Vektorraum und U C X eine offene Teilmenge. Ist | in
xo € U differenzierbar, so gilt fiir h € X

R

8] [x0](h) hei3t die erste Variation von | an der Stelle xj in Richtung .

Beispiel 3.5 (Fortsetzung von Beispiel 2.2).
Sei X = Cla,b] mita,b € Rund a < b.
AuBerdem sei ||x||« := sup |x(#)| und
te(a,b)
b
J:X =R mit Jlx] = /«x(t)x(t) dt

a

Nun wollen wir die erste Variation explizit berechnen:

SJlx0) () = - JTxo + s

s=0

b
d

== /uc(t)(xo(t) +sh(t)) dt

5=0

b
= ;Sa/a(t) (t) + a(t)sh(t) dt »
d i |
_ dsu/oc(t)xo(t) i+ %s/ac(t)h(t) #



Einfiihrung Variationsrechnung Ricardo Pefia Hoepner 8

Dieses Ergebnis tiberrascht nicht. Aus Beispiel 2.2 wissen wir bereits, dass
J € L(X,R) und aus Proposition 3.3 folgt, dass §][xo] = ] Vxp € X gelten
muss.

Beispiel 3.6.
Gegeben sei X = C|0, 1] und das nichtlineare Funktional

1
J:X >R mit Jlx] = /x(t)z(t—x(t))dt.
0

Wir berechnen die erste Variation:

i][xo+5h]

6]l () = 4

s=0

£) + sh(t))2(t — xo(t) — sh(t)) dt

s=0

i
4 f

2 4 2xq(t)sh(t) + s*h(t)?)(t — xo(t) — sh(t)) dt

J 5=0
- ;s / xo(£)%t = xo(t)” — sxo(t)*h(t) + 2sth(t)xo(t) — 25h(t)xo(t)*
0

— 25%h(t)%xq(t) + s2h(t)*t — s2h(t)?xo(t) — s3h(t) dt

s=0

—x0(t)?h(t) 4 2th(t)xo(t) — 2h(t)xo(t)?

I
o

— 4sh(t)%xo(t) + 2sh(t)*t — 2sh(t)xo(t) — 3s*h(t)> dt

s=0

2th(t)xo(t) — 3h(t)xo(t)* dt

S O

(—3xq(t)? + 2txo(t))h(t)) dt
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4 Notwendige Bedingung von Extrema

Im Folgenden sei | : U C X — R ein differenzierbares Funktional.

Definition 4.1.
Ein Element u € U heifst stationdrer Punkt von J, falls gilt:

SJul(h) =0 Vh

Definition 4.2.
J besitzt ein lokales Maximum (bzw. Minimum) in xy, wenn es ein € > 0
gibt, sodass fiir alle x € B(xp,€) C X gilt:

Jlx] < Jlxo]  (bzw. J[x] = J[xo) (41)

Ein lokales Maximum (bzw. Minimum) ist ein globales, wenn (4.1) Vx € X
gilt.

Satz 4.3.
Wenn [ ein lokales Extremum in xq besitzt, dann ist xg ein stationdrer Punkt von

J.

Beweis.
Angenommen, | nimmt in x¢ ein Maximum an. Dann gilt:

Jxo0 + sh] — J[xo]

lim <0
510 ; = lim ][XO + Sh] — ][xO] — (S][XQ](]’I) -0
11%1 J[xo +SS] — J[xol >0 s—0 S

Analoge Beweisfiihrung bei einem Minimum in xo. g.e.d.
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5 Die Problematik unendlichdimensionaler Raume

Definition 5.1.
Sei X ein normierter R-Vektorraum. Der Vektorraum der linearen Funktio-
nale auf dem Vektorraum X heifst (algebraischer) Dualraum und wird mit

X*:={F: X — R| Fistlinear}

bezeichnet. Der Vektorraum der linearen und stetigen Funktionale auf dem
Vektorraum X heifst topologischer Dualraum und wird mit

X":={G: X = R| Gist linear und stetig} = L(X,R)
bezeichnet. X’ ist zusammen mit der Operatornorm ||x'||xs := sup [x'(x)|
[lxllx=1

ein Banachraum.

Bemerkung 5.2.

Fiir endlichdimensionale Réume gilt X* = X', da aus Linearitit Stetigkeit
folgt.

Im Unendlichdimensionalen gilt fast immer X' C X*,dai.A. Linearitit %
Stetigkeit (siehe folgendes Beispiel).

Beispiel 5.3.
Betrachte

J: X = R,x+ x'(0) mit X = C'[0,1] und der Norm || - ||eo-

Da der Differentialoperator linear ist (vgl. u.a. Analysis II), ist | eine lineare
Abbildung. Wir wollen sie nun auf Stetigkeit priifen und konstruieren uns
dazu folgende Folge(x¢)ren auf X:

xi(t) :=sin(kt +2m) € X Vke N

Offensichtlich gilt
|xcl]lo =1 VkeN

Allerdings stellt man fest, dass
x| = [x4(0)] = [kcos(2m) | =k Vk e N
—r
Daraus folgt
=VC =const. e R AN € N Vk > N:|]J[x]| =k > C = Cl|x¢||oo

J ist also unbeschrankt und damit nach Satz 2.1 nicht stetig.

=] € X aber ] ¢ X'.
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Satz 5.4.
Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum.
Dann gilt

L(V,R)~V.
Beweis.

Man nehme zunéchst an, dass V = R" gilt. Dann kann man einen Isomor-
phismus iiber das Skalarprodukt definieren:

[:R" = (R"),w+— [(w) mit [(w) : R" - R, v (I(w))(v) := (w,0)

Wir wollen jetzt die Bijektivitidt der Abbildung I zeigen.
Injektivitit:
Seien v und w aus R”".
I[(v) = I(w) = I(v)(x) = I(w)(x) VxeR"
= (v,x) = (w,x) VxeR"
= (v—w,x)=0 Vx € R"
v—w=0
=Sv=w
Surjektivitit:
Sei ¢ € (R")" = L(R",R) beliebig, d.h. von der Gestalt

$(x) =ax1+ ... +apx, = (a,x)

mit einem eindeutigen a € R".
Dann gilt:
l(a) =¢
Da das Skalarprodukt eine Bilinearform ist, ist I(w) fiir gegebenes w eine
lineare Abbildung und aufgrund der Endlichdimensionalitdt auch stetig.

Ist V allgemein endlichdimensional, so ldsst sich V {iber einen anderen Iso-
morphismus mit R” identifizieren. q.e.d.

Bemerkung 5.5.

Im unendlichdimensionalen Fall gilt Satz 5.4 im Allgemeinen nicht. Es gibt
jedoch Fille, in denen man auch hier mithilfe eines Skalarproduktes einen
Isomorphismus analog zum Beweis von Satz 5.4 konzipieren kann:

Ist V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -), so ist folgende Abbildung
ein Isomorphismus:

j: V=V, w— j(w) mitj(w)(v) := (w, )
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Betrachtet man beispielsweise den Hilbertraum L?, so wird {iber sein Ska-
larprodukt

(f.8) — /fgdﬂ

ein Isomorphismus definiert:

Erinnerung: Satz 12.57 Analysis II

Fiir alle messbaren Mengen A C RY und alle 1 < p,q < oo mit % + % = 1 ist folgende
Abbildung injektiv:

i LI(A) = L(LP(4),K),g = j(g) mit j(g): LV(A4) > K, f s [ fedp

Fakt: Fiir 1 < g < oo ist j sogar ein Isomorphismus von Banachraumen.
Wihle p = q = 2, dann folgt also

L(L*(A),K) ~ L*(A).
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