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48. Eine Integration.

49.

Es sei eine 1-Form auf IR? gegeben durch
w:=ydr+ zdy.
Wir betrachten die Einschrinkung von w auf die 2-Sphire S?, gegeben durch
52 = { (sin(ip) sin(1), cos(p) sin(¥9), cos(¥)) € R? | pe[0,2m),9 € [0,7] }.

Man bestdtige durch Rechnung, dass in dieser konkreten Situation der Satz von Stokes gilt, das

heift, dass
/ dw =0
5’2

ist. (20 Punkte)

[Tipp. Man verwende die Parametrisierung von S2
f 200,27 x [0,7] = 52, (p,9) — (sin(g) sin(¥9), cos(ip) sin(1), cos(d)) ,

und {iberlege sich, wie man mit dem Problem umgehen soll, dass f nicht iiberall injektiv ist,

und nicht iiberall immersiv ist.]

Die Divergenz von Vektorfeldern und der Integralsatz von Gaufl.

Es sei X eine glatte, kompakte, orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und
w eine Volumenform (d.h. eine n-Differentialform ohne Nullstellen) auf X . Ferner sei F €
Vec™(X) .

(a) Man zeige, dass es genau eine Funktion div¥’F € C*°(X,IR) gibt, so dass
div¥(F) - w = d(ipw)
gilt. Die Funktion div¥(F') heifit die Divergenz des Vektorfeldes F beziiglich der Volu-

menform w. (5 Punkte)

(b) In dieser Teilaufgabe sei X ¢ IR™ mit X0 = X, und w = dzj A...Adz, sei die Standard-
Volumenform des IR™. Wir schreiben F' = (F},..., F,) mit Funktionen Fj € C*(X,R).

Zeige, dass dann
F;
dive(F) = 3 2Lk

gilt, mit anderen Worten: In dieser Situation stimmt die in (a) definierte Divergenz mit der
iiblichen Divergenz der Funktion F': X — IR" iiberein. (5 Punkte)

(c¢) Man beweise den Integralsatz von Gaufs:

lA&W@Ww:/)WW. (5 Punkte)

0X
Kombiniert man dieses Ergebnis mit (b), so erhélt man fiir die Situation von (b) den

klassischen Gauflschen Integralsatz.



50. Volumenformen auf kompakten, zusammenhingenden Mannigfaltigkeiten.
Es sei X eine kompakte, zusammenhéngende, orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit
(ohne Rand), und w eine nullstellenfreie n-Differentialform auf X . Man zeige, dass w nicht
exakt sein kann. (15 Punkte)

[Tipp. Man berechne [ w auf zweierlei Art: Einerseits mit dem Satz von Stokes, und anderer-
seits nach Definition 3.23.]




