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3. Übung
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8. Der lokale Umkehrsatz.

Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : M → N eine glatte Abbildung,
so dass die Tangentialabbildung Tp(f) in einem Punkt p ∈ M ein Vektorraum-Isomorphismus
TpM → Tf(p)N ist. Zeige, dass eine Umgebung U von p existiert, so dass f |U ein glatter Diffeo-
morphismus ist. (6 Punkte)

[Tipp. Man führe die Aussage auf die entsprechende Aussage der Differentialrechnung im IRn

zurück.]

9. Über differenzierbare Abbildungen.

Zeige, dass die folgenden Abbildungen gemäß Definition 1.21 glatt sind:

(a) Die Antipoden-Abbildung der Sphäre α : Sn → Sn, x 7→ −x. (6 Punkte)

(b) Die Hopf-Abbildung β : S3 → S2, (w, x, y, z) 7→ (2(wy+xz), 2(xy−wz), w2 +x2− y2− z2).
(8 Punkte)

10. Über Immersionen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten.

(a) Welche der folgenden Abbildungen sind Immersionen?

(i) f : IR → IR3, t 7→ f(t) = (cos(2t), sin(2t), t). Ist f injektiv? (6 Punkte)

(ii) g : (1,∞) → IR2, t 7→ g(t) =
(
t+1
2t cos(2t), t+1

2t sin(2t)
)
. (6 Punkte)

(b) Sei M 6= ∅ eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit, dim(M) = n und f : M → IRn

eine glatte Abbildung. Zeige, dass f keine Immersion ist. (8 Punkte)

[Tipp. Man nehme an, die Behauptung sei falsch. Benutze Aufg. 8 um zu zeigen, dass dann
f [M ] ⊂ IRn offen und abgeschlossen ist und führe dies zu einem Widerspruch.]

11. Über den Zusammenhang zwischen Derivationen und Vektoren im IRn.

Sei A eine IR-Algebra mit Eins-Element 1lA und φ : A → IR ein Algebrahomomorphismus (d.h.
insbesondere φ(1lA) = 1). Sei Derφ(A) ⊂ L(A, IR) der Unterraum von L(A, IR), der durch

Derφ(A) := {D ∈ L(A, IR) | D(ab) = φ(a)D(b) +D(a)φ(b) für a, b ∈ A}

definiert ist. Zeige:

(a) Für alle D ∈ Derφ(A) gilt: D(1lA) = 0. (4 Punkte)

(b) Seien (λ0, . . . , λn) ∈ IRn+1, a1, . . . , an ∈ ker(φ) sowie b1, . . . , bm, c1, . . . , cm ∈ ker(φ). Dann
gilt für alle D ∈ Derφ(A)

D


λ01lA +

n∑

i=1

λiai +
m∑

j=1

bjcj


 =

n∑

i=1

λiD(ai).

(2 Punkte)
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(c) Wenn a1, . . . , an ∈ ker(φ) existieren, so dass jedes a ∈ A als a = λ01lA +
∑n

i=1 λiai +∑m
j=1 bjcj mit (λ0, . . . , λn) ∈ IRn+1 sowie b1, . . . , bm, c1, . . . , cm ∈ ker(φ) geschrieben werden

kann, so ist die Abbildung

Ψ : Derφ(A) → IRn, D 7→ (D(a1), . . . , D(an))

injektiv. (4 Punkte)

12. Klassifikation 1-dim. zusammenhängender differenzierbarer Mannigfaltigkeiten.

Diese Aufgabe soll als Vorbereitung für den Beweis folgender Aussage dienen: Jede 1-dimensionale
zusammenhängende differenzierbare Mannigfaltigkeit ist entweder zu IR oder S1 diffeomorph.

Sei (M,A) eine 1-dimensionale differenzierbare zusammenhängende Mannigfaltigkeit. Wir wollen
zeigen, dass M einen Atlas Ã besitzt, der die folgende Eigenschaft hat:

Jede Karte (Uφ, φ) ∈ Ã bildet auf ein offenes Intervall Iφ ab, d.h. φ : Uφ → Iφ und

für zwei Karten (Uφ, φ), (Uψ, ψ) mit Uφ ∩ Uψ 6= ∅ gilt |(ψ ◦ φ−1)′| = 1. (∗)

Dazu gehen wir in mehreren Schritten vor:

(a) Zeige, das man für eine Karte (Uφ, φ) ∈ A o.B.d.A. annehmen kann, dass φ auf ein offenes
Intervall Iφ abbildet. (2 Zusatzpunkte)

(b) Zeige mithilfe einer Zerlegung der Eins, dass für jede Karte (Uφ, φ) ∈ A eine glatte Funktion
fφ : Uφ → IR+ existiert, so dass für zwei Karten (Uφ, φ), (Uψ, ψ) mit Uφ ∩ Uψ 6= ∅

fφ(x)
fψ(x)

= |(ψ ◦ φ−1)′(φ(x))| auf Uφ ∩ Uψ

gilt. (4 Zusatzpunkte)

(c) Zeige, dass für jede Karte (Uφ, φ) ∈ A ein Diffeomorphismus Ψφ : Iφ → Jφ in ein offenes
Intervall Jφ existiert, so dass

Ψ′
φ(φ(x)) = fφ(x) für alle x ∈ Uφ

gilt. Dann hat der Atlas Ã bestehend aus den Karten (Uφ, φ̃) mit φ̃ := Ψφ ◦ φ : Uφ → Jφ

die Eigenschaft (∗). (4 Zusatzpunkte)
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