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40. Geschlossene und exakte Differentialformen.

Eine p-Differentialform w auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X heifit geschlossen,

wenn dw = 0 gilt, und sie heifft exakt, wenn es eine (p — 1)-Differentialform 6 auf X mit

w = df gibt.

Es sei nun X = IR?, und es seien ,7, 2 : R® — IR die iiblichen Koordinaten-Projektionen von
IR?. Man untersuche, ob die folgenden Differentialformen w geschlossen sind und ob sie exakt

sind; gegebenenfalls finde man auch eine Differentialform 6 auf IR® mit w = d6.

(a) w=yzdz +zzdy + zydz (6 Zusatzpunkte)
(b) w=xdr+ 2%y>dy +yzdz (4 Zusatzpunkte)
(c) w=2zy*dz Ady + zdy Adz (8 Zusatzpunkte)

41. Uber das Zuriickziehen von Differentialformen.

(a) Es seien X,Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension n und f: X — Y eine
glatte Abbildung. Weiter seien Karten ¢ = (¢1,...,¢,) : U = R™ und ¢ = (¢1,...,%,) :
V' — IR" auf offenen Teilmengen U C X bzw. V C Y mit f(U) C V gegeben. Man zeige,
dass unter diesen Voraussetzungen fiir jede glatte Funktion g € C*(V,1R) gilt:

3(% o f o (ﬁ*l)
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(8 Zusatzpunkte)
[Tipp. Man verwende die bekannte Formel (A3 A--- A Ap,v1 ® ... Q@ vpy) = det (Ai(vj))i,j ’
siehe S. 67 des Skripts.]

(b) Wir betrachten auf IR® die kanonische Volumenform, das ist die 3-Differentialform w :=

dx A dy A dz, sowie die sphdrischen Koordinaten, d.h. die glatte Abbildung
f iRy x [0,27) x [0,71] = IR, (1,9, ¢) (7 cos(d) cos(p), r cos(¥) sin(p), r sin(¥9)) .

Berechne ,,w in sphérischen Koordinaten*, das heif$t, die Zuriickziehung f*w.
(8 Zusatzpunkte)

42. Aus der symplektischen Geometrie.

Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine 2-Differentialform w auf X heifit symplek-
tische Form, wenn w geschlossen ist (d.h. dw = 0 gilt), und fiir jedes x € X der alternierende
Tensor w(z) € A*T.M nicht entartet ist (siche Aufgabe 38). In dieser Situation nennt man das
Paar (X,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit.

Man zeige fiir eine symplektische Mannigfaltigkeit (X,w) die folgenden Aussagen. Dabei sollen

die Ergebnisse von Aufgabe 38 verwendet werden.



(a) Die Dimension von X ist notwendigerweise gerade. (1 Zusatzpunkt)

(b) Die Abbildung
TM — TM', v+ iyw = (w,v®@0)

ist ein Vektorbiindel-Isomorphismus. Daher existiert zu jeder Funktion f € C*(X,IR)
genau ein Vektorfeld Hy € Vec™(X) mit
ig,w=df .

Hy heiBt das Hamiltonsche Vektorfeld zu f. (8 Zusatzpunkte)

(c) Sei f e C®(X,IR). Jede Integralkurve c: (a,b) - X des Hamiltonschen Vektorfelds H s
ist eine Niveaulinie von f (d.h. foc ist konstant). (4 Zusatzpunkte)

43. Essei X eine 3-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, und w eine nirgends verschwin-
dende 1-Differentialform auf X, so dass es eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit P von
X mit w|TP =0 gibt. Zeige, dass fir jedes x € P gilt:

(wAdw)(z)=0. (8 Zusatzpunkte)

[Tipp. Man stelle w beziiglich einer Karte ¢ : U — R? von X mit = € U dar, fiir die
o(UNP) CR? x {0} gilt.]




