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In diesem Seminarvortrag wird erortert, inwiefern wir fiir zeitdiskrete dyna-
mische Systeme mit den bekannten Voraussetzungen Lyapunov-Funktionen
konstruieren kénnen. Dabei wird chain recurrence verwendet. Zunéchst wie-
derholen wir das Thema der chain recurrence.

Erinnerung: Auch in diesem Kapitel ist X ein kompakter, metrischer Raum
und f: X — X ein Hom6omorphismus.

Definition 1. Fine e-Kette von x nach y ist eine endliche Folge x = xq, ..., x, =
y, sodass d(f(xp), Tpy1) <eVne{0,....,k—1}.

Definition 2. Fin Punkt x € X heifst chain recurrent, wenn es fiir alle € > 0
eine e-Kette von x nach x gibt. CR(f) ist die Menge aller rekurrenten Punkte
beztiglich f.

Definition 3. x ~ y :& Ve > 0 d e-Ketten von x nach y und von y nach x,
wobei x,y € CR(f).

Satz 4. ~ definiert eine Aquivalenzrelation.

Beweis.

Reflexivitat folgt, da x € CR(f).

Symmetrie folgt aus der Definition.

Transitivitat: t ~y Ay ~ 2.

Sei € > 0 beliebig.

= 7 e-Ketten von x nach y, y nach z.

= J endliche Folgen = zg,21,..., 2, = y;y = 2o, ..., Tj = 2 :
Vne{0,....k— 1} d(f(zn), Tny1) < €A
Vm e {0,...,7 =1} d(f(xm), Tma1) < €

= dJ eine Folge x = xp,...,y,..., 2, sodass
Vie{0,....,k+j—1}:d(f(zi),zi41) <€

= de-Kette von x nach z.

Analog lasst sich eine e-Kette von z nach x konstruieren. ]
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Definition 5. Fine offene Menge U C X heifit trapping region beziglich f,
wenn f[U] C U.

Definition 6. Fine kompakte, invariante Menge A C X heifst Attraktor von
f, wenn es eine trapping region U ¢qibt, sodass

A= (/0]

n>0
U ist die isolierende Umgebung von A.

Satz 7. Wenn f eine trapping region von U ist, dann ist V := X \ U
eine trapping region von 1.

Beweis.

Wir wollen zeigen, dass f}[V]CV =X\ U.

Nun ist U offen, also X \ U abgeschlossen. Genauso ist V = X \ U offen.
V = X\ U C X \U ist also offene Teilmenge der abgeschlossenen Menge
X\U.

=V cX\U.

Es reicht also, f~![X \ U] € X \ U zu zeigen.

Da U trapping region ist, gilt f[U] C U.

= U c f~U].

& X\ fHU)c X \U.

Da f ein Homdomorphismus ist, gilt f~1[X] = X.

= fIX\Ul=X\f1U]cXx\U.

Definition 8. Wir definieren nun A* = () f~"[V], wobei V. = X \ U.

n>0

A* heifit dual repelling set zu A.
Bemerkung 9. A* ist ein Attraktor von 1.

Bemerkung 10. Wir definieren den Attraktor einzig tber die trapping re-
gion. Nun gibt es fiir jeden Attraktor sehr viele isolierende Umgebungen, so-
dass diese Definition nicht eindeutig ist. Daher betrachten wir zwei Paare
(U1, Ay), (Us, As) als dquivalent, wenn sie denselben Attraktor besitzen. Es
kommt daher oft auf die Wahl der trapping region an.

Lemma 11. Die Menge der Attraktoren von X ist abzdhlbar

Beweis.
Da X ein metrischer Raum ist, kénnen wir iiber die Metrik eine Topolo-
gie auf X definieren und den toplogischen Raum (X, P(X)) betrachten. Nun
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ist X kompakt, und daher erfiillt unser topologischer Raum das 2. Abzéahl-
barkeitsaxiom. Sei also B = ({B,})nen eine abzdhlbare Basis von X. Per
Definition einer Basis konnen wir eine Menge V' C 8 wihlen, sodass

U Vi = U, wobei A ein beliebiger Attraktor und U eine trapping region
Viev
dazu ist.

Da U trapping region ist, gilt f[U] C U. Weil auch f ein Homdomorphismus

ist folgt f[U] = f[U]. Diese ist als abgeschlossene Menge in der kompakten
Menge X wieder kompakt. Es gibt also eine endliche Teilmenge N C V' so-
dass f[U Cc U V, CU gilt.
VaEN
Sei also W = {J V.
VaEN

Dann folgt f[W] C f[U] C W und damit ist W eine trapping region zwischen
A und U. Wir betrachten

(/W]

n>0

und zeigen, dass dies A gleicht. Nun kénnen wir U nicht durch ein f"[W]
iberdecken, da aber A C f[U] gilt, ist dies auch nicht nétig.

Damit gilt Vn € N 3m € Ny sodass f"[U] C f™[W] also A C () f"[W]
n>0
Analog gilt natiirlich Vn € No 3m € Ny, sodass f" (W] C f™[U] und damit

auch () f"[W] C A. Das bedeutet () f"[W] = A. Damit gibt es fiir jeden
n>0 n>0
Attratkor A eine endliche Teilmenge der Basis. Jede endliche Teilmenge kann

nur einer Basis zugeordnet werden, da wenn 2 Attraktoren dieselbe Teilmenge
zugeordnet bekommen, auch die Attraktoren gleich sind. Es folgt, dass es
maximal so viele Attraktoren wie endliche Teilmengen von 28, also hochstens
abzahlbar viele, gibt. O

Sei also {A;}ien die Menge der Attraktoren und {A}};cn die Menge der da-
zugehorigen dual repelling sets.

Definition 12. Den Abstand von einem Punkt x zu einer Menge M definieren
wir als

(e, M) i= inf d(.y)

und analog den Abstand von 2 Mengen M, X als

d(X,M):= inf d(z,vy)

zeX,yeM



Proposition 13. Fiir jede trapping region U von f gibt es ein €g > 0, sodass
es keine eg-Kette von f2[U] nach X\ f[U] gibt.

Beweis.

Sei ¢ — 5d(X \ fU], f2[01). ]

Nun ist f[U] offen, also sind die Mengen X \ f[U] und f?[U] abgeschlossen
und daher kompakt als Teilmengen des kompakten Raumes X. Zudem gilt
offensichtlich f2[U] C f[U].

Also sind die Mengen schnittfremd, und damit ist fiir jedes Paar von Punkten
(z,y) aus den Mengen f2[U], X\ f[U] der Abstand positiv. Weil der Abstand
als Metrik in beiden Argumenten stetig ist, nimmt er auf den kompakten
Mengen ein Minimum an, welches dadurch positiv ist.

Sei nun x € f2U] und y € X \ f[U] und unsere ep-Kette soll zq = z als
Startpunkt und ihr Ende x,, = y haben.

Es gilt: d(f(z0), 1) < e = 3d(X \ f[U]. f*[U])

=z & X\ fU]
= 1z, € f[U], f(z1) € f*[U] Also muss jedes weitere Element in f?[U] sein
und der Beweis folgt induktiv. O

Definition 14. Q(x,¢) = {y € X|3e-Kette von x nach y}

Korollar 15. Q(z,€) ist fir alle Paare (z,€) € X x Ry eine trapping region
von f.

Bewezs.
Wir miissen folgendes zeigen

fIQz, )] € Qz,€)

Sei y € Q(z,€)

= de-Kette von x nach y.

d(f(y), f(y)) =0 <€

= von z nach f(y).

= f(y) € Az, €), [[Uz,€)] C Dz, €)

Sei nun z € 09z, €). Also existiert eine Folge (x,,)nen in Q(z, €) mit
Jim 7,

f ist stetig, daher ist T}Lrgof(zn) = f(T}Lrgloxn)

Also gilt: AN € N : d(f(xy), f(2)) <eVn >N

(n)nen 18t in Q(z,€)

= Je-Kette von x nach =z

= Je-Kette von = nach f(z)

Daher ist f[0Q(xz,€)] C Q(z,€) = f[Q(x,€)] C Q(x,¢€) O
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Lemma 16.

[e.e]

CR(f) = (|(AsU 4;)

n=1

Bewezs.

Sei z ¢ A, U A} fur ein n.

Wir betrachten eine dazugehorige trapping region U und die trapping region
V=X \Uvon f1.

Also gilt

ve (IO () V)

< dnmeN:x ¢ f"U,x & fT"[V]

=z € frX\U] =X\ f*[U], z € f"[U]

Es gibt also ein k € Z : f*(z) € U\ f[U].

Wir definieren damit W = f~*[U] und damit ist x € W\ f[W].

Nun wollen wir eine e-Kette von xy = = konstruieren. Wir zeigen, dass es
ein €1 > 0 gibt, sodass jede €;-Kette mit 3 Elementen und xy € W\ f[W],
Ty € f?[W] haben muss.

Nun ist U offen, und damit auch f*[U] = W und f[W]. Also gibt es ein

€11 > 0, sodass B(f(xg),€11) C f[W].

Mit d(f(mo),l'l) < €11 fOlgt x| € f[W]

Nach demselben Argument gilt:

J €12 > 0 mit B(f(z1), €12) C f2W]

Mit d(f(x1),z2) < €12 folgt xo € f2[W]. Sei nun ¢; = min{eiy, €10}

Dann gilt die Aussage. Sei ¢y gewéhlt wie in der vorangegangenen Propositi-
on.

e = min{ey, € }. Dann gibt es offensichtlich keine e-Kette von x nach x.
Also ist x nicht rekurrent.

Umgekehrt sei nun « ¢ CR(f).

Dann existiert ein € > 0, sodass z ¢ Q(x,¢€).

Nach dem vorangegangenen Korollar ist dies eine trapping region.
Also ist x nicht in dem betreffenden Attraktor.

Nun ist offensichtlich f"(z) € Q(z,¢) Vn € N

= f(x) ¢ X\ Q(z,€)
=z ¢ A= (1 f[X\Qz,€)]

n>0
Also ist z ¢ AU A*
Damit folgt die Behauptung. ]




Korollar 17. Seien z,y € CR(f). Dann ist x ~ y genau dann, wenn Vi € N
x und y beide in A; oder beide in Af sind.

Beweis.

Angenommen es wiirde ein ¢ € N geben, sodass z € A; und y € A}.

Sei nun U eine trapping region zu A. Per Definition gilt x € U, es gibt auf-
grund der Offenheit von U ein €; > 0 sodass jede ep-Kette mit x = zq, x1, 2
sowohl z; € f[U], als auch x, € f?[U] hat wie im Beweis von Lemma 16.

ye(\f"V.V=X\T

n>0

Mit A* C V = X\ U C X \ U koénnen wir uns wieder die trapping region
Eigenschaft von U zunutze machen: f[U] C f[U] C U, was uns X \ U C
X\ f[U] liefert. Das beweist y € X \ f[U]. Mit Proposition 12 gibt es ein €
> 0, sodass es keine ¢;-Kette von f2[U] nach X\ f[U] gibt. Fiir € = min{ey, €y}
gibt es damit keine e-Kette von x nach y. Also sind z und y nicht dquivalent.
Seien nun x und y nicht dquivalent. Dann gibt es ein € > 0, sodass y ¢ Q(z, €).
Nun ist offensichtlich x als rekurrenter Punkt in Q(z, €). Seien A und A* das
dazugehorige Attraktor repelling set Paar. Dann ist z € A und y ¢ A, also

mit dem vorangehenden Lemma y € A*. m

Lemma 18. Sei (A, A*) ein Attraktor repelling Paar von f. Dann existiert
eine stetige Abbildung ® : X — [0,1] sodass folgendes gilt:

(1) P|A* =1,P|A =0 und ®(z) € (0,1) Vo ¢ AU A*

(i1) O(f(x)) < (z) Vo ¢ AU A*

Beweis.
Sei U die trapping region zu A. Wir definieren die Abbildung:

| , d(z, fU])
o: X = [0,1] mit  — d(z, X \ U) + d(z, f[0])

Da f[U] und X \ U abgeschlossen und schnittfremd sind, ist die Abbildung
stetig.

Zudem gilt o[X \ U] = 1, a[f[U] = 0 und a(z) € (0,1) Vo € U \ f[U].

Sei (o (2))nez = (a(f"(7)))nez .

Fir alle x € A ist a,,(z) = 0 Vn € Z, da f"(z) € A und damit in f[U] fiir
alle n € Z und fiir alle x € A* ist die Folge konstant 1, da f"(x) € A*Vn € Z
und damit in X \ U

Seix ¢ AU A*.



= In,m € N sodass z ¢ f"[U], z ¢ f~™[V]

Also gibt es ein n € Z, sodass f*(x) € U\ f[U] Also ist a,,(z) € (0,1) oder
0, wenn a,,(x) den Rand von U \ f[U] trifft.

Bs folgt, dass £ (x) € f[U\ /U] = /U] \ (U],

= amy1(z) = 0. Da f trapping region ist, ist auch f™*(z) € f[U]Vk € N
Also ist die Folge hier konstant 0.

Nun ist f"~'(z) € fHU\ f[U] = f7HUI\U

Das bedeutet, dass «,,_1(z) = 1.

Da auch V = X \ U eine trapping region ist, folgt analog, dass a,_i(z) = 1
Vk € N. Also ist die Folge monoton fallend, und damit fiir alle x € X monoton
fallend. Da sie auferdem in [0, 1] liegt, also beschrénkt ist, konvergiert sie
global.

Sei (an)nez eine beliebige Folge sodass a, >0Vn € Zund >~ a, =1
Wir definieren die Folge

und behaupten, dass diese Folge gleichméfig fiir alle x konvergiert.

Wir definieren nun 2 Teilreihen, eine nicht negative Reihe ($,4+)nen = (O p_g @k )nen
und eine negative Reihe (s, )nen = (35", ax) Unsere Reihe 327
vergiert, also gilt das Cauchykriterium fiir beide Teilfolgen:

__ 4 Gy kon-

V€>OE|N€N:|];ak|<§Vn,m2N

n .

Ve>03N€N:\kZ_: ar| <5 Vnm=N
Wir haben gezeigt, dass fiir alle Folgenglieder o, (z) < 1 ist
Dann folgt:

Vo€ X o |0u(2) = Bt (2)] = | Y aparl(@) + Y apar(@)| <) ap| +] D> arl <e
k=m k=m

k=—m k=—m

Vn,m>N

Damit erfiillt unsere Reihe das Cauchykriterium unabhéngig von z.
Wir kénnen daher die folgende Funktion definieren:

O(x) = Z ara ()

k=—o00



Da die Reihe iiber die a, konvergiert, gilt das Folgende:

Ve>0INEN:|[ Y ar— > af<eVn>N
k=—n k=—oc0
Also gilt
o0 n+1

Ve > 0dN € N : |D,(z) |—|Zak0zk Zakak |—|Zakak

k=—n k=—o0 k=—0o0

o0 n+1
+ Z arag(z)| < | Z ay, + Z ag| = | Zak— Z ag| < eVn > N,Vx € X
k=n+1 k=—o00 k=n+1 k=—n k=—o00

Damit ist (P, (z))nez eine gleichméfig konvergente Folge, und damit ®(x)
eine stetige Abbildung.
Wir haben gezeigt, dass «,(z) konstant 1 ist, wenn x € A*, also ist ®(z) =
Yo Gy = 1.
oy, (x) ist konstant 0, wenn = € A gilt, also ®(x) = 0.
Sei z ¢ AU A*. Dann gibt es ein f*(z) € U\ f[U] und die Folge oy () ist an
einer Stelle streng monoton fallend
= dn € Z: a,(x) > ap1(z)
Die Folge ist monoton fallend und an einer Stelle streng monoton, daher gilt:
0<®(x) =D aroy(zr) < Do ap=1
Es gilt also ®(x) € (0,1)
Wir haben gezeigt, dass es ein n € Z gibt, sodass an1(z) = a,(f(x)) <
ay, (), ansonsten ist o, (f(z)) < a,(z)Vn € Z, da die Folgen monoton fallend
ist.
Also gilt ®(f(z)) < ®(x)

0

Definition 19. Sei C' = {z € [0,1]|z = Y>>, &, 2; € {0,2}} das Cantor’sche

Diskontinuum. Dann ist C kompakt, nirgends dicht.

Satz 20. (Conleys Fundamentalsatz dynamischer Systeme)

Sei X ein kompakter metrischer Raum, f ein Homodmorphismus.

Dann ezistiert eine stetige Abbildung ® : X — R sodass

(i) wenn x ¢ CR(f), gilt (f(x)) < ®(x)

(i1) fir alle z, y € CR(f) gilt ®(z) = P(y) genau dann, wenn x und y
dquivalent sind. Auferdem gilt ®(z) = ®(f(z)) wenn z € CR(f)

(111) PICR(f)] ist kompakte, nirgends dichte Teilmenge von R

Beweis.
Nach dem vorherigen Lemma gibt es Vi € N eine Abbildung ®; : X — R mit
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O 1{1}] = Az, ®;7'[{0}] = A; und ®; streng monoton fallend entlang der
Orbiten von = ¢ A; U A?.

Nun ist die Reihe 237 | % absolut konvergent mit Grenzwert 1 als geome-
trische Reihe. Sie ist also eine Cauchyfolge.

Nun sei

n

W, (z) = Z 2@;59&)

Da unsere vorherige Reihe konvergiert, ist sie eine Cauchyfolge.
Also gilt:

Ve> 03N € N: [Wn(a) = Un(a)| = | 3 20i() 3 20i(z),

3i : 3i
=1 =1
"1 Tl "1
§|2Z§—2 §|:|22§|<6Vn2m2N,‘v’x€X
=1 =1 i=m+1

Damit ist ¥,,(z) fiir alle x eine Cauchyfolge.
Sei also

D) = Z 2@;59&)

Ahnlich wie im vorherigen Lemma folgt:

"1
Ve>OEIN€N:|\IJn(x)—<I>(:1:)|§]22§—1\<6Vn2N,Va:€X

i=1

Also ist die Folge gleichméfig konvergent und ®(x) stetig.
Sei x ¢ C'R(f). Dann gibt es also ein ¢ € N, sodass © ¢ A; U AF Nach dem
vorherigen Lemma folgt also ®;(f(z)) < ®;(x). Damit gilt auch ®(f(z)) <
O(x).
Damit ist der erste Teil gezeigt
Sei x € CR(f). Da wir wissen, dass CR(f) = [ (4, U A%), ist

neN
x € A;UAf Vi € N. Also ist ®;(z) € {0,1}Vi € N. Damit ist 2®;(z) €
{0,2} Vi € N Also ist ®(z) € C und damit ist ®[CR(f)] C C und als ab-
geschlossene Teilmenge einer kompakten, nirgends dichten Menge kompakt
und nirgends dicht.
Seien nun x, y € CR(f). Wir wissen, dass z und y genau dann dquivalent
sind, wenn z,y € A; oder A Vi € N. Daher gilt ®;(z) = ®;(y)Vi € N und
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damit ®(z) = ®(y). Seien nun x,y € CR(f) mit ®(z) = P(y)
Aus der Eindeutigkeit der Ternirdarstellung folgt dann ®;(z) = ®;(y) Vi € N.
Da z,y € CR(f) heift das x,y € A; oder x,y € A} fiir alle i. Nach Korollar
16 gilt also x ~ y.
Zudem ist auch f(z) € CR(f), da die Menge invariant ist und weil alle At-
traktoren und deren Repelling set invariant sind, gilt © € A; = f(x) € A;
sowie © € Af = f(x) € A}. Damit folgt aus der Eindeutigkeit der Ternér-
darstellung ®(z) = ®(f(x))

0
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