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1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden wir sehen, dass die Eigenschaft der Hyperbolizitét
unter Storung erhalten ist. Das heif3t, falls ein linearer Isomorphismus hyper-
bolisch ist, ist eine naheliegende lineare Abbildung auch ein hyperbolischer li-
nearer Isomorphismus. Hyperbolizitdt hat nicht nur Bezug auf Expansion und
Kontraktion, sondern auch auf die Invertierbarkeit.



2 Persistenz der Hyperbolizitat fiir einen Fix-
punkt

Definition (Mininorm) Es seien (E, |-|)und(E’, |-|") zwei endlich-dimensionale
normierte Vektorrdume mit der gleichen Dimension. Ein Homémorphismus f :
E — F’ ist ein Lipémorphismus, wenn f und f~! lipschitz-stetig sind. Fiir eine
lineare Abbildung A : E — E’, wir nennen

m(A) = inf{|AV|'|V € E,|V| =1}

die Mininorm von A. Wenn A invertierbar ist, ist m(a) = [A7}7L.
Satz 1. Satz der Inversen Funktion fiir Lipschitzfunktionen Es sei A :
E — FE’ ein linearer Isomorphismus, ® : E — E’ ist lipschitz-stetig. wenn

lip® < m(A),

dann ist A + ® ein Lipémorphismus und
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lip((A+®)™) < ()l

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass A+® bijektiv ist, das bedeutet, dass Vz € E’ die
Gleichung
(A4+ )z =2
eine eindeutige Losung hat. Das ist nichts anders zu zeigen, dass die Abbildung
von E nach F
T(x)=A"'2 — A '®(x)

einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Es geniigt zu zeigen, dass T eine Kontraktion
ist. Va,y € E,

Tz —Ty| = |A7 @z — A~ dy|
< |ATH - Lip® - |z — y|

Wir haben angenommen, dass Lip® < m(A), so konnen wir schlussfolgern,
dass |A7] - Lip® < 1. Weil die lipschitz-Konstante kleiner als 1 ist, ist T eine
Kontraktion, daraus folgt, dass es nur einen Fixpunkt x von T gibt, auflerdem
fiir die Abbildung A + ¢ gibt es ein eindeutiges x fiir alle z, deshalb ist die
Abbilung A + ¢ bijektiv.

A+ ® ist lipschitz-stetig, wir sollen jetzt {iberpriifen, dass die Inverse (A+ ®)~1
auch mit einer speziellen Konstante lipschitz-stetig ist. Vz,y € E,

[(A+ @)z — (A+P)y| = |A(z —y)| — [Pz — Py|
= (m(A) — Lip®)|z — y|

Es seien ©# = (A + ®)7'2' und y = ((4 + ®)~'y/, wir setzen 2 und y in die
Ungleichung ein und bekommen:

2" = y'| > (m(A) = Lip®)[(A+ @) 7' () — (A + @)~ (3/)]



1
m(A) — lip®

darausfolgt lip((A+ ®)~1) < m.

2" =y | <[(A+@)7 () = (A+ @)~ ()]
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Bemerkung Ein spezieller Fall ist wenn ® C! ist. A+ ® ist ein Diffeomorphis-
mus laut dem Satz der Inversen Funktion fiir Lipschitzfunktionen. Wenn ® noch
zusétzlich linear ist, ist Lip® die Operator Norm von ® und A + ® ein linearer
Isomorphismus.

Definition (Box Metrik) Es seien A und X Metrische Réaume, fir den Pro-
dukt Raum definieren wir

d((a,z), (b,y)) = maz{d(a,b),d(z,y)}

als die Box Metrik, wobei die drei Metriken A, X, A x X die selbe Buchstabe
d benutzen.

Satz 2. Es seien A und X zwei metrische Rdume, X ist vollstindig, F': Ax X —
X ist eine Abbildung. Wir nehmen an, 30 < A < 1, sodass

d(F(a, ), F(a,y)) < Ad(x,y)

Va € A und Vz,y € X. Sei p(a) : A — X der eindeutige Fixpunkt von F(a,-),
dann ist p ist stetig, wenn F’ stetig ist und p ist lipschitz-stetig, wenn F' lipschitz
stetig ist.

Beweis: Wegen

d(p(a), p(b)) = d(F(a, p(a)), F'(b, p(b)))
< d(F(a,p(a)), F(a,p(b))) + d(F(a,p(b)), F (b, p(b)))
< Ad((p(a), p(b)) + d(F (a, p(b)), F'(b,p(b)))
Das heifit: )
A(p(a), p(8)) < 1= d(F(a,p(b)), F(b, p(b))).

Nun zeigen wir, dass die Stetigkeit von F' die Stetigkeit von p folgt. Da F stetig
in (b,p(b)) ist, das heifit, Ve, 30 < 0, sodass wenn d((b, p(b)), (a,p(b))) < d gilt,
ist d(F(b,p(b)), F(a,p(b))) < €, dann ist d(p(a),p(b)) < 1% - € mit d(a,b) < 6,
weil d(b,p(b)), (a,p(b))) = d(a,b) < 4, daraus folgt die Stetigkeit von p. Bei
der Lipschitz-Stetigkeit nutzen wir auch die gleiche Idee. Weil F lipschitz-stetig
ist, 3L > 0, sodass d(F(a,p(b)), F(b,p(b))) < L - d(a,b). So ist die Ungleichung
d(p(a),p(b)) < 125 - L - d(a,b)), betrachten wir 2 - L als die neue Lipschitz-
Konstante fiir p, so ist p lipschitz stetig.
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Nun zeigen wir, wenn ein Isomorphismus A hyperbolisch ist, ist die naheliegen-
de lineare Abbildung B auch hyperbolisch. Es seien E* @& E* die hyperbolische
Zerlegung von A. Wir méchten zeigen, dass G* @ G" die hyperbolische Zerlegung
von B ist. Wir sind zuerst auf der Suche von G* und danach kann G® genauso
gefunden werden. E* = (;° A" (C1(E")) ist der Kern von dem instabile Kegel
C1(E"), wobei C1(E*) = {V € E||Vs| < [Vu|}. Wenn man B darauf anwendet,
ist G =N, B"(Ci(EY)).

Es seien F = E; @ Ey die direkte Summe von E, L(E, Es)ist der Raum von
linearen Abbildungen von Fj nach Es, L(Ep, E2)(1) ist der geschlossene Ein-
heitsball um den Ursprungspunkt.

Lemma Sei B : E — F lineare Isomorphismus, es kann als B By dar-
By B

gestellt werden, wobei B;; = m; 0 B|g,. Wenn es eine Norm von £ vom Box Typ
beziiglich der direkten Summe und zwei Konstanten A > 0, € > 0 gibt, sodass

maz{|Bii'|, [ Baa|} < A,
max{|B12|, |Bgl|} < €,
Ate<1,

dann exisitiert eine eindeutige lineare Abbildung P = Pg : E; — F> mit
|P| < 1, sodass der lineare Unterraum gr(P) B-invariant ist, wobei gr(P) der
Graph von P ist. Blg,(p) ist eine (A1 —€) Expansion. Pg und gr(Pg) sind von
B stetig abhéngig.

Bemerkung \ + ¢ < 1 fithrt zu A™! — e > 1.

Beweis Es sei P : E; — Es eine lineare Abbildung mit |P| < 1. Vv € Ey,
By Bio v\ _ (Buv+ B Pv
Bgl 322 Pv o BQ1’U + BQQPU

Die Aussage B(gr(P)) C gr(P) gilt genau dann wenn P(By1v + B12Pv)
Bo1v + B Pu, Yv € Ey, vereinfacht ist P(By; + B12P) = Ba + B P.
Laut dem Satz der Inversen Funktionen fiir Lipschitzfunktionen ist m(By1) >
AL |B1oP| < e und By + B2 P : By — E ist invertierbar. Von P = (Byy +
By P)(B11 + B12P)~! kann man eine Abbildung erzeugen, nimlich T = Tp :
L(El,EQ)(l) — L(El, EQ), T(P) = (Bgl + BQQP)(Bll + Blgp)il, es heifit die
von B induzierte Transformation von dem Graphen. Unser Ziel von Anfang kann
erreicht werden dadurch dass wir einen Fixpunkt von T finden.



Zuerst Uberpriifen wir, dass T eine Selbstabbilung ist.
[T(P)| < |Bar + BooP| - |(Bi1 + B2 P) ™|
= [Ba1 + BsyP| - |(Bui(1 + By}  BioP)) ™|
< |Ba1 + BaoP| - |Bi'| - |(1 4 By BiaP) ™|

1 1
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So konnen wir sehen, dass VP € L(E, E2)(1) bildet T'(P) auf sich selbst ab.
Zweitens tberpriifen wir, dass T eine Kontraktion ist, das heifit, es gibt eine
Lipschitzkonstante L < 1, sodass |T(P) — T(P")] < L-|P — P'|, VP,P' ¢
L(E1, Es). Wir formen T(P) und T'(P’) um,

T(P)(B11 + B12P) = Ba1 + BaoP,T(P')(B11 + B12P") = Bay + By P’

(T(P) = T(P"))Byy + T(P)B1oP — T(P')B1yP + T(P')ByoP — T(P')B1, P’ = B22(P — P')
(T(P) = T(P"))(B11 + B12P) = (Bay — T(P")By2)(P — P’
T(P) — T(P') = (Byy — T(P')By2)(P — P')(By1 + ByaP) !

wir kénnen schlussfolgern, wegen

A+e€

PP,

T(P) = T(P)| < 5

ist T(P) eine Kontraktion. Laut dem Banachfixpunktsatz hat T einen eindeuti-
gen Fixpunkt P = Pp € L(E1, E»)(1), sodass B(gr(P)) C gr(P), weil B: E —
E ein linearer Isomorphismus ist, gilt auch die Gleichung B(gr(P)) = gr(P)
und somit ist der lineare Unterraum gr(P) B-invariant.

Da die Norm von Box Typ ist und P € L(Ey, E»), ist die Norm gleich der erste
Komponent von dem Vektor in gr(P),

|B(v, Pv)| = |B11v + BiaPv| > (A1 = €)|v|

somit ist Blg,.(p) eine (A\™! — €) Expansion.
Es sei 8 die Menge aller linearen Isomorphismus, die die Bedingungen von dem
Lemma erfiillen. Wir haben eine Familie von Kontraktion mit dem Parameter
B.

T: B x L(Ey, Ez)(1) = L(Ey, E»)(1)

T(B, P) = Tg(P) = (Ba1 + By P)(By1 + B12P)™*

T ist offenbar stetig und die Lipschitzkonstante von T hingt nicht von B
ab. Laut dem vorherigen Satz sind der Fixpunkt Pp und gr(Pp) stetig von B
abhéngig.
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Satz 3.(Persistenz der Hyperbolizitédt fiir eine lineare Abbildung) Es
sei A : E — FE ein hyperbolischer linearer Isomorphimsmus. Es existiert ein
do > 0 sodass eine lineare Abbilung B auch hyperbolisch ist wenn B : E — E
die Bedingung |B — A| < 4y erfiillt. Die stabile und instabile Riume E*(B) und
E*(B) héngen stetig von B ab.

Beweis: Wenn der Satz fiir eine Norm von E gilt, gilt das auch fiir jede Norm
von E. Es sei F = E*@ E* die hyperbolische Zerlegung von A, 37 mit 0 < 7 < 1
im Bezug auf | - |. Dann sind |A,}| <7, |[AZ <7, Aus = Agu = 0.

Laut Satz 1. gibt es ein dg > 0, sodass alle B mit |B — A| < dy invertierbar sind.
Wiéhle 7 < A < 1 und € > 0, sodass A + € < 1. Verkleiner Jy > 0, sodass alle B
mit |B — A| < do die Bedingungen vom Lemma beziiglich der Zerlegung von E
in der direkten Summe E = E* @ E° erfiillen. Wegen

Al —B'=A"YB-A)B,

wenn B nah an A liegt, liegt B~! auch nah an A~!. Verkleinern &y > 0 weiter, so-
dass wenn | B— A| < 4 gilt, erfiillt B~! das Lemma auch beziiglich E = E*@E*.
Deshalb 3P € L(E",E®)(1) und Qp € L(E®,E*)(1), sodass G* = gr(Pp)
und G*° = gr(Qp) beide B-invariant sind, also G* = {(x,P,)|r € E“} und
G* = {(Qp(z),z)|x € E*}. Aulerdem ist B|gs eine Kontraktion und B
ne Expansion, da Qp von B~ nach Py' abbildet, B~! ist gr(Qp) Expansion
und B ist gr(Qp) Kontraktion. Zusétzlich ist G* N G°* = {0}, wir kénnen es
so begriinden: seien y = Pg(z) und © = Qp(y), so ist x = Qp - P - © und
|| < |Qp| - |Pgl| - |z| und fihrt zu einem Widerspruch. Weil die zwei Unter-
rdume komplementédre Dimensionen haben, folgt £ = G* & G°. So kénnen wir
schlussfolgern, dass B hyperbolisch mit E*(B) = G® und E%(B) = G" ist.

Gu ei-

O

Satz(Persistenz der Hyperbolizitit von einem hyperbolischen Fix-
punkt) Es sei p € U ein hyperbolischer Fixpunkt von f, es gibt dy > 0,¢9 > 0,
sodass Vg € BY(f,d0), B(p,eo) maximal einen Fixpunkt besitzt. V0 < € < ¢,
30 < 6 < &y, sodass Vg € B(f,4) in B(p, €) mindestens einen Fixpunkt P, hat.

Definition Ein periodischer Punkt p € U von f heiit hyperbolisch, wenn die
Ableitung D f™(p) : E — E ein Hyperbolischer linearer Isomorphismus ist.

Aus dem Satz 2. und dem Satz "Persistenz der Hyperbolizitdt von einem hyper-
bolischen Fixpunkt'vom letzten Kapitel folgt der letzte Satz:

Satz 4. Es sei p € U ein hyperbolischer Fixpunkt von f. 3dg, €g, sodass Vg €
B!(f,d0) einen eindeutigen hyperbolsichen Fixpunkt P, in B(p, €y) hat, wobei
P,, E*(P,) und E*(P,) von g stetig anhéngen.
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