Kapitel 12

Das Lebesgueintegral auf dem R4

12.1 Treppenfunktionen

Zunichst fiihren wir die Quader im R? ein.

Definition 12.1. Ein Quader ist ein d-faches kartesisches Produkt von Intervallen
Q=5Lx..xIj={zecR |z, €l,...,xq4 € I;} CR"

Die Intervalle Iy, ..., 1; C R kinnen den linken bzw. rechten Rand enthalten oder nicht
und nur aus einem Punkt bestehen. Wenn I, ..., 15 beschrinkt sind heifit Q) endlich.

Fiir jeden solchen Quader definieren wir das Volumen als das Produkt der Léngen
von Iy, ..., I;. Wir bezeichnen es mit p(Q). Endliche Quader haben endliches Volumen.

Definition 12.2. Eine Teilmenge A C RY heifit Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0
eine Folge von endlichen Quadern (Qy)nen im RY gibt, mit

AcC O Qn und iu(Qn) <e.
n=1 n=1

Beispiel 12.3. Die Vereinigung von abzdhlbar vielen Quadern ohne Volumen ist eine
Nullmenge. Insbesondere ist jede abzihlbare Teilmenge von R? eine Nullmenge.

Lemma 12.4. Eine héchstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine
Nullmenge.

Beweis: Sei |-, A, eine hochstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Dann
besitzt fiir jedes € > 0 jedes A, eine Uberdeckung von Quadern, deren gesamtes Vo-
lumen nicht groBer ist als € - 27", Die hochstens abzédhlbare Vereinigung dieser jeweils
hochstens abzéhlbar vielen Quader ist wegen Satz 2.50 eine héchstens abzidhlbare Men-
ge von Quader mit einem Volumen nicht goBer als )" >° | €27" = €. Also wird |J;~; A,
von abzdhlbar vielen Quadern iiberdeckt, deren Volumen nicht grofler ist als €. q.e.d.
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Definition 12.5. FEine Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von cha-
rakteristischen Funktionen von endlichen Quadern, d.h. der Funktionen, die ber Punk-
ten innerhalb eines Quader gleich 1, und auferhalb des Quaders gleich 0 sind.

Proposition 12.6. Endlich viele Quader lassen sich in endlich viele paarweise dis-
Jjunkte Quader zerlegen. Jede Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von
charakteristischen Funktionen von paarweise disjunkten endlichen Quadern.

Beweis: Fiir endlich viele Intervalle Iy, ..., I, ordnen wir alle endlichen Intervallgren-
zen der Reihe nach an —oco < 7 < ... <, < co. Dadurch erhalten wir eine Zerlegung

R = (—o0,z1) U{z1} U (z1,22) U{x2} U ... U (Tp_1,Tm) U{xm} U (2, 0)

von R in endlich viele paarweise disjunkte Intervalle, so dass jedes der Intervalle
Iy, ..., I, eine Vereinigung von endlich vielen dieser Intervalle ist. Fiir jeden Faktor
des kartesichen Produktes sind durch n Quader @4, ..., Q, auch n Intervalle vogege-
ben und damit auch eine solche Zerlegung von R. Die kartesichen Produkte von jeweils
einem dieser Intervalle aus den Zerlegungen aller d Faktoren des kartesichen Produktes
bilden Quader, die paarweise disjunkt sind und deren Vereinigung gleich R¢ ist. Dabei
ist jeder der Quader @)y, ..., Q, eine Vereinigung von endlich vielen von diesen paar-
weise disjunkten Quadern. Eine endliche Linearkombination von xgq,, ..., Xq, nimmt
auf jedem dieser paarweise disjunkten Quader der Zerlegung genau einen Wert an und
ist eine endliche Linearkombination von chrakteristischen Funktionen von paarweise
disjunkten endlichen Quadern. q.e.d.
Als néchstes wollen wir das Integral von Treppenfunktionen definieren. Zunéchst
definieren wir fiir jede charakteristische Funktion y¢ eines Quaders das Integral

/ Xodp = p(Q).
Proposition 12.7. Sei f eine Treppenfunktion und seien

f= Z CiXQ: = Z djXR;
i J

zwet Zerlegungen in endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen
von endlichen Quadern. Dann gilt

/fdu - ZCiM(Qz‘) = Zde(Rj)-

Beweis: Wir zerlegen alle diese endlichen Quader @); und R; wie im vorangehenden
Beweis beschrieben in endlich viele paarweise disjunkte endliche Quader Py. Es folgt

f|P;C = Z C; = Z dj XQ: = Z X Py XR; = Z XPy,-

{ilQ:D Py} {§IR; D P} {k|PLCQi} {k|P,CR;}
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Hierbei sei die Summe iiber eine leere Menge gleich Null. Die Gesamtlédnge einer dis-
junkten Vereinigung von Intervallen ist gleich der Summe der Intervalllingen. Wegen
dem Distributivgesetz folgt dann

p@)= > ulP) pR) = > u(P)

{k|P,CQ:} {k|PxCR;}

@) B STIR SRV S Sues

i i {k|P,CQi} k {i|QiD Py}

=3 > dpP) =) d; > wP) = diu(Ry). qe.d.
k- {jIR;DPy} J {k|PLCR;} J

Wegen dieser Proposition definiert das Integral f +— [ fdu eine lineare Abbildung
von dem Raum aller Treppenfunktionen nach R.

Proposition 12.8. Seien f und g zwei Treppenfunktionen mit f > g. Dann gilt

/fdu > /gdu-

Beweis: Wir zerlegen die beiden Vereinigungen von Quadern der Treppenfunktion f
und der Treppenfunktion g in eine gemeinsame disjunkte Vereinigung von Quadern.
Auf jedem der Quader ist f grofer oder gleich g. Deshalb gilt das auch fiir die Summen,
die die entsprechenden Integrale berechnen. q.e.d.

12.2 Lebesgueintegrable Funktionen auf dem R

Satz 12.9. Sei (f,)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, deren
Integrale (f fnd,u)neN beschrdnkt sind. Dann ist fogende Menge eine Nullmenge:

{z € R | (fu(®))nen konvergiert nicht }.

Beweis: Sei M > 0 eine obere Schranke von ([ (f, — f1)du)

nEN:
/(fn—fl)d,MSM fiir alle n € N.

Dann ist fiir alle € > 0 und alle n € N, die Menge

M
€

S = {a: e B! AOEE-= ﬁ(w)}

fulw) = fi(2) > %} _ {x c RY

eine monoton wachsende Folge von endlichen Vereinigungen von Quadern. Aus der
Konstruktion einer gemeinsamen Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung von Quadern
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im Beweis von Proposition 12.6 folgt, dass das relative Komplement eines Quaders in
einem anderen Quader wieder eine disjunkte Vereinigung von Quadern ist. Dann ist

U Sne Sle 526\51 e) (S?),e\SQ,e)

eine abzéhlbare Vereinigung von disjunkten Quadern. Weil f,, — fi nichtnegative Funk-
tionen sind, ist ;7 (fn — f1) goBer oder gleich xg, .. Also gilt fiir das Mafl von S,

/XSned,U</M fld,U—M/ — fi)dp <e.

Wegen der Monotonie ist dann auch das Gesamtvolumen der abzéhlbaren Vereinigung
U2, S nicht groBer als e. Weil die kritische Menge S gleich der Schnittmenge

= {z € RY(fu(2))nen konvergiert nicht } = ﬂ <U Sh 6)

e>0

ist, folgt, dass diese Menge S eine Nullmenge ist. q.e.d.
Die Komplemente von Nullmengen werden fast {iberall genannt. Also konvergiert
jede monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen fast iiberall.

Satz 12.10. Fiir jede Nullmenge A C R? gibt es eine monoton wachsende Folge (f,)nen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen ([ fhdp)nen, so dass A in der Men-
ge enthalten ist, auf der die Folge ( f,)nen nicht konvergiert.

Beweis: Sei A eine Nullmenge. Dann gibt es fiir jedes n € N eine Uberdeckung von A
mit abzéhlbar vielen Quadern, deren Gesamtvolumen nicht grofer ist als 27". Sei nun
(@n)nen eine Abzéhlung der Vereinigung aller dieser Quader. Dann gehort jeder Punkt
von A zu unendlich vielen Quadern. Also definiert die Reihe (> xg, )nen €ine monoton
wachsende Folge von Treppenfunktionen, die auf A nicht konvergiert. Die Integrale
(3" J X@ndit)nen sind beschrénkt durch y°, 27" = 1. q.e.d.
Fiir jede monoton wachsende Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen mit beschrank-
ten Integralen ( i f"d'“)neN konnen wir jetzt den Grenzwert fast {iberall definieren:

o) lim f,(z) wenn(f,(x)),en beschrankt ist
€T) = n—oo
0 wenn (f,(z))nen nicht beschrankt ist.

Wir wollen [ fdu als lim,, . | fndp definieren. Die folgenden Lemmata zeigen, dass
diese Definition nur von der fast {iberall definierten Funktion f abhéngt.

Lemma 12.11. Sei (f,)nen eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen, die
fast diberall gegen Null konvergiert. Dann ist (f fndu) ey €ine Nullfolge.
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Beweis: Kein [ f,du kann kleiner Null sein, weil sonst f,, auf einem Quader mit posi-
tiven Maf} negativ ist und (f,,)nen dort nicht gegen Null konvergiert. Offenbar gibt es
einen kompakten Quader (Qy aulerhalb dessen f; verschwindet. Fiir jedes n € N sei A,
die Menge der Unstetigkeitsstellen von f,,, also der Punkte, an denen f,, lokal nicht kon-
stant ist. Dann ist A,, in )y enthalten, und als eine endliche Vereinigung von Quadern
ohne Volumen eine Nullmenge. Dann ist auch A = | J 7, A,, eine Nullmenge. Sei B die
Nullmenge aller Punkte, an denen ( f;,),en nicht gegen Null konvergiert. Fiir jedes € > 0
gibt es eine Uberdeckung U>_, Qm O (AU B) durch Quader, deren Gesamtvolumen
nicht grofier ist als £. Indem wir die Kanten der Quader mit positivem Volumen um ein
hinreichend kleinen Faktor 1 + € verlingern, dabei aber den Mittelpunkt festhalten,
und die Quader mit verschindendem Volumen durch gréere offene Quader mit Volu-
men £2°™ ersetzen, erhalten wir auch eine solche Uberdeckung (J3r_, @, O (AU B)
durch offene Quader, deren Gesamtvolumen nicht grofer ist als e. Fiir jeden Punkt
r € Qo \ (AU B) gibt es ein N, mit fy,(x) < e. Weil (f,)neny monoton fallend ist,
gilt f.(z) < e fiir alle n > N,. Weil alle fy, bei den Punkten von @y \ (AU B) lokal
konstant sind, gibt es eine offene Uberdeckung von offenen Quadern (R2)wcqo\(AuB)
von Qo \ (AU B), so dass f, < € auf R, fiir n > N, gilt. Dann bilden (R.).cq,\(auB)
zusammen mit (Q,, )men eine offene Uberdeckung von (). Weil @)y kompakt ist, gibt es
eine endliche Teiliiberdeckung. Wenn n gréfer ist als die entsprechenden endlich vielen
N,’s kénnen wir [ f,dp abschétzen durch

0< / fudpt < e(max{fi(z) | = € Qo} + u(Qu)).

Auf den Quadern (Q,;)men schétzen wir dabei f durch max{fi(x)|z € Qo} ab und auf
den endlich vielen der (R;)zeq,\(aup) durch e. Es folgt lim, . [ fadp = 0. q.e.d.

Lemma 12.12. Seien f und g fast tiberall definierte Grenzwerte von monoton wachsen-
den Folgen (fn)nen und (gn)nen von Treppenfunktionen mit beschrinkten (f fndu)

und (f gnd,u)neN. Wenn fast diberall f > g gilt, dann gilt auch

neN

lim [ f,dp > lim /gndu.

Beweis: Fiir jedes feste m € N erfiillen die Funktionenfolgen

1
(= £ e = (50m — fo +lam = 1))
neN
die Voraussetzungen von dem vorangehenden Lemma, weil fast iiberall g,, — f <
g — f < 0 gilt. Deshalb konvergieren die entsprechenden Integrale gegen Null. We-
gen  gm — fo < (gm — fn)"  folgt aus Proposition 12.8 und Lemma 12.11

/gmd,u— lim /fndu <0 und damit auch lim [ g,dp < lim /fndu.q.e.d.

m—00
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Aus Lemma 12.12 folgt, dass wir das Integral auf die Grenzwerte von monoton
wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschréankten Integralen konsistent fort-
setzen konnen. Seien ndmlich (f,,)neny und (g,)neny monoton wachsenden Folgen von
Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen ( i fnd,u)neN und ( i gndu) neN’ deren
Grenzwerte fast iiberall {ibereinstimmen, dann kénnen wir Lemma 12.12 sowohl auf
diese Folge, als auch auf die vertauschten Folgen anwenden und erhalten

lim [ fo,dp > lim /gndu > lim /fndu.

Definition 12.13. Sei L' (RY) die Menge der Aquivalenzklassen von fast tiberall defi-
nierten Funktionen f, fir die es monoton wachsende Folgen (g,)nen und (hy)nen von

Treppenfunktionen mit beschrdnkten Integralen (f gndu) neN und (f hnd,u)neN gibt, und

f= lim g, — lim h,
n—oo n—oo
fast iiberall gilt. Hierbei werden zwei Funktionen miteinander identifiziert, wenn sie fast
tberall miteinander tiibereinstimmen.

Satz 12.14. (Eigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen)

(i) L}RY) ist ein Vektorraum diber R und das Integral iiber Treppenfunktionen induziert
eine lineare Abbildung

[ip@)—rs— [ an
(ii) Wenn f € L}R?) fast iiberall nicht negativ ist, dann gilt /fd,u > 0.

(iii) Wenn f € I}R?), dann ist auch |f] € [}(R?) mit ‘/fd,u‘ < /|f| dj.

Beweis: (i) Seien (g,)nen, (An)nen, (Gn)neny und (hy,)neny monoton wachsende Folgen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn die Grenzwerte
9(x) — h(z) = lim ga(z) — lim ha(2)

fast iiberall mit den Grenzwerten von

§(z) — h(z) = lim go(x) — lim hy,(x)

n—oo n—0o0

iibereinstimmen, dann stimmen auch die Funktionen g(z) + h(z) und §(z) + h(x) fast
iiberall iiberein und sind fast iiberall auch die Grenzwerte von

(gn + Bn)neN bzw. (gn + hn)nEN-
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Dann folgt aus Lemma 12.12

/(9+ﬁ)du=/gdu+/7zdu=/gdu+/hdu=/(g+h)dﬂ.

Daraus folgt wegen der Linearitdt des Integrals

/(g—h)dﬁz/gdu—/hdﬂz/ﬁdu—/ﬁduz/(é—ﬁ)du-

Deshalb definiert [ eine Abbildung von L'(R) nach R. Die Linearitét folgt aus den
Rechenregeln fiir Folgen und der Linearitdt des Integrals auf Treppenfunktionen.

(ii) Wenn (g, )nen und (hy,)nen monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit
beschriankten Integralen sind, so dass fast iiberall lim,, o g, — lim,,_. h, nichtnegativ
ist, dann ist auch fast tiberall ¢ = lim,,_.o ¢, > lim, .o h, = h. Aus Lemma 12.12
folgt dann [ gdu > [ hdp bzw. [(g — h)du > 0.

(iii) Sei f fast tiberall die Differenz g — h der Grenzwerte der monoton wachsen-
den Folgen (g, )neny und (hy,)nen von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen.
Aus min{g,, h,} < g, < gny1 und min{g,, h,| < h, < h,yq folgt min{g,, h,} <
min{g,+1, Any1}, und aus max{g,+1, hni1} > Ggni1 > gn und max{g,i1,hni1} >
hni1 > hy, folgt max{gni1, hni1} > max{gn,, h,}. Also sind (§,)nen = (max{gn, hn})nen
und (ﬁn)neN = (min{ gy, hn})neny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen.
Aus g, > min{gy, h1} und h,, > min{gy, hi} folgt By < Gn < Gn — min{gy, h1} + hy, —
min{g;, h1} + min{gs, 1 }. Also haben (jn)nen und (hy)n € N beschriinkte Integrale.
Dann ist |f]| fast iiberall die Differenz der entsprechenden Grenzwerte § — h. Deshalb
ist |f| € LH(RY). Wegen (ii) folgt dann aus —|f| < f < |f]

- [t [ fans [15id v ] / fdu' < [1fan. aed

Satz 12.15. FEine beschrdnkte Funktion, die aufferhalb einer beschrdinkten Menge ver-
schwindet und deren Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bilden, gehort zu LH(R?).

Beweis: Wir wihlen einen Quader Qo = [a1,b1] X ... X [ag, bg], auBerhalb dessen die
Funktion verschwindet. Wir zerlegen fiir alle n € N und alle i = 1,...,d das Intervall
[a;, b;] in die Vereinigung der Intervalle

[ai,bi] = [ai,ai + %] U (ai + biz_n“i,ai + 2%] Uu...U (ai + (2” - 1)%, bz] .
Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P, von (g in eine
Vereinigung von 2% paarweise disjunkten Quadern. Dann sei f,, die Treppenfunktion,
die auf jedem der 2"¢ Quader gleich dem Infimum der entsprechenden Funktionswerte
von f ist. Offenbar ist (f,)nen €ine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen,
deren Integrale durch ||f|e - #(Qo) beschrinkt sind. An allen Punkten zy € RY, an
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denen f stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass f(z) € B(f(z0),€) aus
x € B(xg,0) folgt. Dann gibt es auch ein N € N, so dass der Durchmesser von @y
kleiner ist als 2¥4. Fiir alle n > N ist dann der Teilquader der 2"¢ Teilquader von @,
der xy enthilt, in B(zy,d) enthalten. Deshalb gilt dann

f(o) — € < fulwo) < f(wo).

Also konvergiert (f,(zo)) gegen f(zo). Weil die Menge der Unstetigkeitsstellen von f
eine Nullmenge ist, konvergiert (f,),eny dann fast {iberall gegen f. q.e.d.

Satz 12.16F Sei f € L'(RY) mit [ |f|du = 0. Dann ist f fast iberall gleich Null.

Beweis:* Seien (g )neny und (hy)nen monoton wachsende Folgen von Treppenfunktio-
nen mit beschrankten Integralen, so dass fast iiberall gilt

f(x) = lim gu(x) — lim hy(z).

Fiir alle n € N seien gn = max{ gy, izn} und h,, = min{g,, ﬁn}

Dann gilt fast {iberall |f(z)| = lim g,(x) — lim h,(z).

Wenn [ |f|du = 0 gilt also auch lim | ¢g,dp = lim /hnd,u.

Fiir €,0 > 0 sei N € N so gewahlt, dass lim | g,dp — /hmd,u < €d.

fir alle m > N gilt. Wir definieren ¢ als den fast iiberall definierten Grenzwert
limy, o0 gn- Weil (g)nen und (hy,)nen monoton wachsend sind, ist die Menge

{z € RY||f(x)] > 0} in den Mengen
{r € RY| g(2) — hp(x) > 6} = {x € RY| g, (x) — hyn(z) > 6 fiir ein n € N}
enthalten. Sei also Ay ={r € RY| gy(x) — hpn(z) > 0} und fiir n = 2,...
Ap = {z € RY| go(2) — hpn(z) > 6 und gp_1(x) — hpm(z) < 8} Dann gilt

{z € RY| g(z) — hpp(z) > 0} = U A, und Zu(An) < lim E (gn — hm)dp < €
n=1 n=1 n—eo d

fiir m > N. Also ist fiir alle § > 0 die Menge {z € R? | g(x) —lim,, o0 A (x) > §} eine

Nullmenge. Weil die abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge

ist, folgt, dass die Menge |J,,.n{z € R? | g(z) — limy, o0 B (x) > L} eine Nullmenge

ist. Also ist fast tiberall g(z) < h(x) = lim,, o hp (). Aufgrund der Konstruktion gilt

aber fast iiberall g(x) > h(x). Also ist fast iiberall |f(x)| = g(x) — h(x) =0. q.e.d.
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12.3 Das Riemann- und das Lebesgueintegral

In diesem Abschnitt wollen wir das Riemannintegral mit dem Lebesgueintegral in Be-
ziehung setzen. Fiir d > 1 sind die riemannintegrablen Funktionen f auf einem kom-
pakten Quader (g dadurch charakterisiert, dass das Unterintegral, also das Supremum
aller Integrale von Treppenfunktionen nicht gréfler als f, mit dem Oberintegral, also
dem Infimum aller Integrale von Treppenfunktionen nicht kleiner als f, iibereinstimmt.
Zunéchst wollen wir die riemannintegrablen Funktionen charakterisieren.

Satz 12.17. (Lebesquekriterium) FEine beschrinkte Funktion auf einem kompakten
Quader Qo = [a1, b1] X ... X [ag, by] ist genau dann riemannintegrabel, wenn ihre Unste-
tigkeitsstellen eine Nullmenge bilden. Insbesondere sind alle riemannintegrablen Funk-
tionen auch lebesqueintegrabel und die beiden Integrale stimmen tiberein.

Beweis: Wir zerlegen fiir alle n € N und alle ¢ = 1,...,d das Intervall [a;, b;] in die
Vereinigung der Intervalle

[ai,bi] = [ai,ai + %] U (CLZ' + bi;f”,ai —+ 2%] Uu...u (ai -+ (2” — 1)%, bl] .
Das entspricht fir d = 1 der Partition p, € Pla,b] aus dem Beweis von Korollar 8.11.
Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P, von () in
eine Vereinigung von 2"¢ paarweise disjunkte Quadern. Fiir alle f € B(Qo, R) seien

folz) =f {f(y) |y € Q mit Q € P, und z € Q}
Fo(z) =sup{f(y) |y € Q mit Q € P, und = € Q}

Es sind (f,)nen und (F},)neny monoton wachsende bzw. monoton fallende Folgen von
Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn die Folgen ([ f,du)men und
(| Frdp)nen gegen den gleichen Grenzwert konvergieren, dann ist f riemannintegrabel.

Sei f bei x stetig. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass alle 2’ € B(xz,0)NQy

auch |f(z") — f(x)| < €/2 erfiillen. Dann gilt fiir 2" > @ oder n > ﬁ ln(”bga”)

|Fn(z) = fu(2)] < [Fn(z) = f(2)] + [f(2) = fulz)] <€
Es folgt lim,, o (F,(z) — fu(x)) = 0. Also ist {z € Qo | lim,, o (F,(z) — fu(z)) > 0}

eine Nullmenge, wenn die Unstetigkeitsstelen von f eine Nullmenge bilden. Weil die
Folge (F,, — fn)nen dann die Voraussetzungen von Lemma 12.11 erfiillt, ist f riemann-
integrabel, wenn die Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge bilden.

Wenn umgekehrt f riemannintegrabel ist, dann gibt es zwei Folgen von Treppen-
funktionen nicht kleiner bzw. nicht grofler als f, deren Integrale gegen die gleiche
Zahl konvergieren. Die Minima bzw. Maxima der jeweils ersten n Folgenglieder dieser
Folgen definieren eine monoton fallende Folge (F},),en von Treppenfunktionen mit be-
schrinkten Integralen bzw. monoton wachsende Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen
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mit beschrinkten Integralen, so dass der Grenzwert von ([ F,du),en nicht groBer ist
der von ([ fndp)nen. Die Differenz (F,, — f,)nen ist dann eine monoton fallende Folge
von nichtnegativen Treppenfunkltionen, deren Integrale gegen Null konvergieren. We-
gen Satz 12.16 (siehe auch Korollar 12.23) konvergieren dann beide Folgen fast iiberall
gegen die gleiche Funktion f. Die Unstetigkeitsstellen aller dieser Treppenfunktionen
beider Folgen sind abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen und damit Nullmengen.
Von jedem Punkt im Komplement dieser Nullmenge sind alle Quader der Treppen-
funktionen, die den Punkt enthalten, eine Umgebung. Wenn f bei x im Komplement
dieser Nullmenge unstetig ist, dann gibt es ein € > 0, so dass fiir alle § > 0

sup{f(z') | ' € B(x,8) N Qo} —inf{f(z") | 2/ € B(x,0) N Qo} > ¢

gilt. Deshalb konvergieren diese beiden Folgen nur dann fast iiberall gegen die gleiche
Funktion, wenn die Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge bilden. q.e.d.

Beispiel 12.18. (i) Sei (1) nen eine Abzihlung aller rationalen Zahlen in (0,1). Dann
ist fir 0 < e <1 das Komplement der Teilmenge

U ((rn — 2~ ¢ 1, + 27y 0 [0, 1])
n=1

von [0, 1] keine Nullmenge, weil alle offenen Intervalle
L, = (1, — 27" e, 7, + 270 e) 0 [0, 1]

héchstens das Maf €27 haben und >°  €27" =€ < 1. Also ist die Folge

(H(l - ka)>

eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen, die gegen eine lebesqueintegrable
Funktion konvergiert. Weil die rationalen Zahlen dicht in [0, 1] liegen, ist diese Funk-
tion an allen Punkten im Komplement der offenen Menge \J,—, I, unstetig. Also ist
der Grenzwert von ([T;_,(1 — x1,)),cn €ine lebesgueintegrable Funktion, die nicht rie-
mannintegrabel ist. Diese offene Menge ist also ein Beispiel fiir eine offene Menge,
deren Rand positives Lebesguemaf$ hat, also eine charakteristische Funktion mit nicht
verschwindendem Lebesgqueintegral.
(ii) Seip € N\ {1,2} und x die Funktion x : R - R, x> x(x) mit

(z) 0 wenn es eine ganze Zahl q € 7 gibt mit x — q - p € (1,2)

xT) =

X 1 sonst.

Dann definiert die Folge (szl x(p* - x))neN eine monoton fallende Folge von Trep-
penfunktionen auf [0,1] mit beschrinkten Integralen. Auf [0,1] ist die Funktion also
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lebesgueintegrabel. Sie hat aber offenbar Unstetigkeitsstellen bei allen Zahlen, deren p-
adische Bruchdarstellung aus endlich vielen Ziffern aus {0,2,...,p — 1} besteht, und
am Ende eine 1 oder 2 hat. Der Abschluss dieser Menge besteht aus allen Zahlen aus
den Komplementen der Vereinigung von den offenen Mengen mit p-adischen Biichen

(0.21...2,1, 0.21...2,2) 215020 € 40,2, p—1}.

Fiir p =3 ist das die Cantormenge aus Beispiel 11.23 (i). Das Maf$ dieser Menge ist

=1 /p-1\"

SOt -1

P p

Also ist das Komplement dieser offenen Menge eine Nullmenge. Diese Nullmenge ist
aber gleichmdchtig zu der Menge aller Folgen mit Werten in {0,2,...,p — 1}. Wenn

p > 2 ist diese Menge nicht abzihlbar. Aber der Grenzwert lim,_.o ([Tre, x(p*x)) ist
riemannintegrabel und lebesgueintegrabel.

12.4 Der Satz von Fubini

Fiir jeden Quader Q@ = I; x ... x I; x I;1; C R? x R und jedes z € R? ist die
Funktion R — R, vy~ xgo(x,y) eine Treppenfunktion auf R. Wenn wir diese Funktion
integrieren erhalten wir eine Treppenfunktion auf dem R%:

/ (2, y)du(y) Lénge von I;,1 wenn x € I} X ... X Ig,
x, =
XQL% Y)Y 0 wenn x &€ I; X ... X Ig.

/(/Xd%@W@OdM@:u@y

Wegen der Linearitit des Integrals definiert die Abbildung [ du(y) also eine lineare
Abbildung von den Treppenfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R
Und fiir jede Treppenfunktion f auf R? x R gilt

J(J i)t f 1

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass diese Abbildung eine Abbildung

/ du(y) : IR x R) — LRY)

Also ist

induziert, so dass fiir alle f € [}(R? x R) gilt

J(J i) f 10
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Wenn f > g zwei Treppenfunktionen auf R? x R sind, dann erfiillen fiir jedes z € R?
die entsprechenden Treppenfunktionen f, : v — f(x,y) bzw. g, : y — g(z,y) auch
fe > g.. Wegen Proposition 12.8 gilt fiir die Integrale auch

/ £ (@ y)dp(y) > / oz, y)dp(y).

Also definiert [ du(y) eine lineare monotone Abbildung von den Treppenfunktionen auf
R? x R in die Treppenfunktionen auf R?. Damit diese Abbildungen eine Abbildung von
LHRY x R) nach I}(R?) induziert, miissen zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von
monoton wachsenden Treppenfunktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, auch auf
zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von monoton wachsenden Treppenfunktionen
abgebildet werden, die fast {iberall iibereinstimmen.

Lemma 12.19. Sei S C R? x R eine Nullmenge. Dann ist fast tiberall in x € R?, die
Menge S, = {y € R | (z,y) € S} eine Nullmenge von R.

Beweis: Wegen Satz 12.10 gibt es eine monoton wachsende Folge ( f,,)nenvon Treppen-
funktionen auf R? x R mit beschrinkten Integralen, die auf S divergiert. Dann sind
auch die entsprechenden Integrale ([ f,du(y))nen itber R monoton wachsende Trep-
penfunktionen mit beschrinkten Integralen auf R%. Wegen Satz 12.9 konvergieren die
entsprechenden Integrale dann fast iiberall auf x € R%. Fiir alle € R?, fiir die die
Integrale konvergieren, sind die entsprechenden Einschrankungen auf {x} x R monoton
wachsende Folgen von Treppenfunktionen auf R mit beschrinkten Integralen. Wegen
Satz 12.9 sind also fiir alle z € R, so dass die Integrale iiber R konvergieren, die
Mengen S, Nullmengen. q.e.d.

Proposition 12.20. Die Integration tiber R induziert eine lineare monotone Abbildung
von [}(R? x R) nach [}RY), so dass fiir alle f € [}(R? x R) gilt

/ < / f@,y)du(y)) dp(z) = / Fdp.

Beweis: Weil die Integration iiber R eine monotone lineare Abbildung von den Trep-
penfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R? definiert und wegen Lem-
ma 12.19, induziert sie eine Abbildung von den Aquivalenzklassen von den Grenzwerten
von monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen
auf R? x R in die entsprechenden Aquivalenzklassen auf RY. Wegen der Konstrukti-
on des Lebesgueintegrals induziert sie also auch eine Abbildung von L!'(R? x R) nach
LHRY). Weil fiir alle Treppenfunktionen f auf RY x R gilt

J(J i) f 1
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gilt das auch fiir alle f € L}(R? x R). g.e.d.
Die Argumente zeigen die analoge Aussage auch fiir die vertauschten Faktoren R x
R?. Wenn wir die mehrfach anwenden erhalten wir also

Korollar 12.21. (Satz von Fubini) Fiir alle Funktionen f € I}NR% x RY) gilt

/(/fxyd“ ))d“ /(/fxydu ) n(y). qe.d

Mit dem Satz von Fubini und dem Lebesguekriterium konnen wir jetzt auch Inte-
grale auf dem R ausrechnen. Als erstes konnen wir fiir fast alle (zo,...,2,) € R? das
Integral ffooo f(z1,...,24)dx; ausrechnen. Wenn f riemannintegrabel ist kénnen wir
dabei die Methoden der eindimensionalen Integration, wie wir sie bei dem Riemann-
integral kennen, benutzen. Wenn f auflerhalb einer kompakten Menge verschwindet,
benutzen wir das Riemannintegral und ansonten das uneigentliche Riemannintegral.
Dann integrieren wir genauso iiber dx,, ..., dxy bis wir schliefilich haben

/Rdf(x)d'u:/_Z"'/_Zf(fﬁ,...,xd)d:cl...da:d.

Wir kénnen die Reihenfolge dieser eindimensionalen Integrale beliebig vertauschen.

12.5 Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt werden wir drei Aussagen dariiber beweisen, wann Grenzwert-
bildungen mit der Integration vertauschen. Als erstes werden wir die Konvergenz von
monotonen Folgen mit beschréinkten Integralen beweisen.

Satz 12.22. (Satz der monotonen Konvergenz von Beppo Levi)  Sei (fy)nen e€ine
monotone Folge in L}(R?) mit beschrinkten Integralen. Dann konvergiert (fn)nen fast
iiberall gegen eine Funktion f in L}(R?) und es gilt

lim fndu:/fdu.

Beweis: Sei (f,,)nen €ine monotone Folge in L (RY) mit beschriinkten Integralen. Durch
Ubergang zu (£f,)neny konnen wir annehmen, dass (f,)nen eine monoton wachsende
Folge von Funktionen mit beschriankten Integralen ist. Fiir alle n € N seinen (Gnm)men
und (ﬁnm)meN monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit beschréankten
Integralen, so dass fast iiberall gilt

fo= lm Gy — lim h,,.

m—00 m—00
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Die entsprechenden Folgen der Integrale ( [ gnmdit)men und ([ P ft) men konvergieren.
Fiir alle n € N sei M(n) € N so gewéhlt, dass fir alle m,m’ > M(n) gilt

Fiir alle n € N seien h,,, und g,,, induktiv definiert durch

= = und nm — nm_hn n + hp1m
o — Prnte) + ot it m > M(n) Grim =9 M 7 A

. _YMM fiir m < M(n) o

mit hg,, = 0 fiir alle m € N. Weil die Folgen (ﬁnm)meN monoton wachsend sind, folgt
induktiv fiir alle n € N dass die Folgenglieder der Folgen (A, )men nicht negativ sind.
Weil auch die Folgen (G )men monoton wachsend sind, gilt dies auch fiir (g, )men und
(R )men. Aufgrund der Wahl von M (n) sind die Integrale ( [ hpmdp — [ hp—1mdit) men
beschrankt durch 27", Also sind alle Integrale ( f R de) n men beschrénkt durch 1. Weil
([ fadpt)nen beschrinkt sind, und fast iiberall gnm, < f5 + limpy, oo finm gilt, sind auch
die Integrale ([ gnmdit)n,men beschrinkt. Fiir alle n € N bzw. m € N seien

gn = lim gnm und h, = lim h,,,,
Gm = max{Gim, - Gmm ) und h,, = max{Aim, - -, P }-

Dann gilt fiir alle n € N auch fast tiberall f,, = g,, — h,,. Auerdem ist die Folge (A, )nen
auf Grund der Definition von h,, fast iiberall monoton wachsend und (g,)neny =
(fn + hp)nen auch. Dann sind (g, )men und (ﬁm)meN monoton wachsende Folgen von
Treppenfunktionen, deren Integrale beschrénkt sind durch [ gn,dp < 1+lim, o [ fndp
und [ ﬁmd,u < 1. Seien g und h die entsprechenden Grenzwerte. Fiir n < m gilt

Inm < Gm  und Ay < hyy.
Im Grenzwert m — oo folgt fast iiberall die Existenz der Grenzwerte n — oo

w<§g = lmg,=¢g<g§ und h,<h = limh,=h<h.

Weil (g )nen und (hy, )nen fast iiberall monoton wachsende Folgen sind, gilt fast iiberall

gm <max{gi,...,gm} = gm und P < max{hy,...,hpm} = hp.

Also gilt fast iiberall g = gund h = h bzw. f = §— h = g — h. Aus Lemma 12.12 folgt

m—00 n—oo

/fdu: lim (gm—h dp = lim Ydp = hm /fnd,u q.e.d.
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Korollar 12.23. (Norm || - ||1) Auf [}(R?) definiert
| lli: LHRY) =R, fe|flli=[]|fldu eine Norm.

Beweis: Die Dreiecksungleichung und die Eigenschaft

IIAflllz/lAl-Iflduz |)‘|'/|f|d:u:|)‘|||f||1

folgt aus der Monotonie und der Linearitdt des Lebesgueintegrals. Zu zeigen bleibt
noch, dass aus || f|l; = 0 folgt f = 0 fast iiberall. Sei also [ |f|du = 0. Dann konvergiert
wegen dem Satz der monotonen Konvergenz die Folge (n|f|)nen fast iiberall. Also gilt
auch fast tiberall | f| = 0. q.e.d.

Korollar 12.24. (Lebesque’s Satz der beschrinkten Konvergenz) — Sei (fn)nen €ine
Folge in [}RY) und k € LNRY), so dass fiir alle n € N fast iiberall |f,| < k gilt.
Wenn (fn)nen fast diberall gegen f konvergiert, dann ist f € LNR) und ([ f.dp)

konvergiert gegen [ fdu.

neN

Beweis: Seien (¢um)men und (hym)men definiert durch

9nm :min{fnafn+17---afn+m} und Ay, :max{fnafn+17---afn+m}'

Fiir alle n € N sind wegen den Eigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen
(9nm)men monoton fallende Folgen in ' (R?) mit durch | kdp beschréinkten Integralen,
und (Apm)men monoton wachsende Folgen von Funktionen mit durch f kdp beschrank-
ten Integralen. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz konvergieren diese Folgen
fast iiberall gegen Funktionen (g, )nen und (hy,)nen in IF(RY). Fast iiberall sind

gn:inf{fnafn+17fn+2a---} und Ay, :Sup{fnvfn+lafn+2a---}

monotone Folgen in [} (RY) mit beschriinkten Integralen. Also konvergieren (g, )nen und
(hn)nen fast iiberall gegen f. Dann gilt auch

/gndu < /fnd,u < /hnd:u und /fdﬂ < lim /fnd,u < /fdu- q.e.d.

Korollar 12.25. (Volistindigkeit von L}(RY), Satz von Riesz-Fischer) — LMRY) ist
mit || - ||1 ein Banachraum.

Beweis: Sei (f,)men eine Cauchyfolge in L' (R?). Dann gibt es eine Teilfolge (f,, )men,
so dass fiir alle m € N gilt || f,., = fan |1 < 27™. Die Reihe (30 [ faner — f"m‘)neN
erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also kon-
vergiert sie fast iiberall gegen eine Funktion & € L}'(RY). Dann konvergiert auch die
Folge (fn,, — fa)men fast iiberall und erfiillt mit & € I}(R?) die Voraussetzungen
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von Lebesgue’s Satz der beschrankten Konvergenz. Dann konvergiert auch die Teilfol-
ge gegen einen Grenzwert f € L'RY). Weil (f,)nen eine Cauchyfolge ist, konvergiert
(I fn = fll1)nen gegen Null, und damit auch (f,,)nen gegen f. q.e.d.

Im Allgemeinen konvergieren in L!(R?) konvergente Folge nicht fast iiberall gegen
den Grenzwert, sondern nur Teilfolgen von ihnen.

Beispiel 12.26. Wir betrachten fiir allen € N und alle k € {1—n? 2—n? ... n%} die
charakteristische Funktion X, der abgeschlossenen Intervalle [%, %] Seim +— (n, k)
eine Abzihlung solcher Paare (n,k) mitn € N und k € {1 —n?2—n? ...,n*}. Dann
ist die entsprechende Folge (Xom)men in I (R?) eine Nullfolge, weil es fiir allen € N nur
endlich viele m € N gibt mit ||x,|[1 > +. Andererseits gibt es fir alle v € R unendlich

viele m € N mit x,,(z) = 1. Also konvergiert (Xm(z))men fir kein x € R gegen 0.

Satz 12.27. (Fatou’s Lemma) Sei (fn)nen eine Folge in LHR®) von fast diberall nicht
negativen Funktionen, die fast tiberall gegen f konvergieren. Wenn (f fnd,u)

schrinkt ist, dann ist f € LN RY) und es gilt

/fdu < lim inf{/fnmdu | mENO}.

Beweis: Sei wieder ¢, = min{ f,, fui1,-- -, form}. Dann erfiillen fiir alle n € N die
Folgen (gnm)men die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also kon-
vergieren fiir alle n € N diese Folgen gegen ¢g,, € [} (R?) mit g, = inf{f,, fus1,...}. Die
Folgen (g, )nen erfiillen wieder die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Kon-
vergenz und konvergieren fast iiberall gegen f. Also gilt auch f € L}(R?) und fast
iberall f,,,, > g, fiir alle m € Ny. Es folgt ffd,u = limn_,oofgndu und ffdu <
limy, oo Inf{ [ frimdp | m € No}. q.e.d.

neN be-

12.6 Jacobis Transformation von Maflen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich die Integration unter Koordinatentrans-
formationen verhilt. Wir verallgemeinern also die Substitutionsregel auf R?. Wir be-
nutzen in diesem Abschnitt auf R? die Norm || - ||o aus Definition 9.9. Dann sind
namlich die offenen Bille genau die offenen Quader mit gleichen Kantenlangen.

Definition 12.28. Eine Menge A C R? heifit messbar, wenn fiir alle f € L}(RY) das
Produkt f - xa mit der charakteristischen Funktion von A in [}(R?) liegt.

Satz 12.29. (i) Das Komplement einer messbaren Menge ist messbar.
(ii) Die Schnittmenge von abzdihlbar vielen messbaren Mengen ist messbar.

(iii) Jede offene Menge ist messbar.
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Beweis: (i) Weil die charakteristische Funktion des Komplements gerade 1 minus der
charakteristischen Funktion ist, folgt (i) daraus, dass [!(R?) ein Vektorraum ist.

(ii) Seien (A,)neny messbar und A = () A,. Fir f € L}(R?) konvergiert die Folge
(f TTi—y XAy )nen fast iiberall gegen fx 4 und ihre Absolutbetrége sind beschrinkt durch
|f| € [}{R?). Aus Lebesgues Satz der beschrinkten Konvergenz folgt fxa € L}(RY).
(iii) Jeder Quader ist messbar, weil die Multiplikation einer Treppenfunktion mit der
charakteristischen Funktion eines Quaders eine Treppenfunktion ist. Fiir eine offene
Menge U # R? und « € U enthélt B(z,sup{; > 0 | B(z,r) C U}) ein Element
y € UNQY so dass B(y,sup{% > 0 | B(z,r) C U}) C U das Element = enthélt.
Deshalb ist U folgende abzihlbare Vereinigung von offenen bzw. kompakten Quadern

U= |J Blysu{3>0|B(xr)cU})= |J Blysupf{f>0]B(x,r) CU}).

yeunQd yelUnQ4

Dann folgt (iii) aus (i) und (ii) und den de Morganschen Regeln. q.e.d.

Fiir messbare Mengen A bilden die Produkte von lebesgueintegrablen Funktionen
mit der charakteristischen Funktion y4 von A den Teilraum von I*(R?) aller lebes-
gueintegrablen Funktionen, die aulerhalb von A verschwinden.

Definition 12.30. Fiir messbare Teilmengen A von R? sei [N A) C [}R?) der Teil-
raum aller lebesqueintegrablen Funktionen auf R?, die auferhalb von A verschwinden.

Lemma 12.31. (i) Die Multiplikation mit einer beschrdnkten stetigen Funktion f ist
eine lineare Abbildung in L(I}(R?)), deren Norm beschrinkt ist durch || f|so-

(ii) Sei ® : U — O eine bijektive lipschitzstetige Abbildung zwischen den offenen
Mengen U,O C RY mit Lipschitzkonstante L. Dann ist f — f o ®~! eine lineare
stetige Abbildung [}(U) — I}O), deren Norm beschrinkt ist durch L.

(iii) Sei @ : U — O eine bijektive Abbildung zwischen offenen Mengen U,O C R mit
|P(x) —P(y) — (z — Y)|loo < €]|z — Yl|oo fiir z,y € U und ein € € (0,1). Dann gilt

/foi)dﬂ—/fdu‘ (= = Dlfl  firalle f € }O).
U O

Beweis: (i) Fiir eine beschrénkte stetige Funktion f und eine Treppenfunktion g gilt
|f9] < |Iflloclg| und wegen Satz 12.15 gf € L}(R?), und wegen Satz 12.14 auch (i).

(ii) Fiir eine monoton wachsende Folge (g,,)nen von Treppenfunktionen mit beschriank-
ten Integralen gilt entweder g, — ¢, > 0 oder g, — g, < 0. Deshalb ist ||g, — gml1
beschrinkt durch | [ g,dp — [ gmdp|. Also konvergiert (g, )nen beziiglich || - |1, und die
Treppenfunktionen liegen dicht in L'(RY). Fiir jeden Quader @ ist x¢g beziiglich || - ||,
der Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen, dessen Quader rationale Koordina-
ten haben. Jede solche Treppenfunktion ist eine Linearkombination von {(XW) |z €
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Q% r € Q*}. Deshalb liegen diese Linearkopmbinationen dicht in I'(R?). Im Beweis
von Satz 12.29 (iii) haben wir gezeigt, dass die Schnittmengen B(z,r) N U abzéhlbare
Vereinigungen von kompakten Béllen in U sind. Deshalb liegen die Linearkombinatio-

nen von {xggy | B(z,r) C U} auch dicht in LNU). Fiir B(z,r) C U ist ®[B(z,r)]

kompakt und in B(®(z), Lr) enthalten. Wegen Lemma 12.29 gilt fir f = XBGan
fo®teNO) und |[|fo® 7Y < LY flh

Dann gilt dies auch fiir alle Linearkombinationen von {xg5 | B(z,r) C U}, fiir alle
Treppenfunktionen und ihre Grenzwerte f € L'(U). Dann folgt (ii) aus Satz 9.56.
(iii) Aus [|@(z) = ®(y) — (= = y)lloo < €|z = yllo folgt

(1 =&)llz = ylleo <[|P(2) = 2(Y)]loo < (1 +€)[[2 = ylloo-

Wegen (ii) wird I}(O) durch f — fo ® € L}U) stetig auf L}(U) abgebildet. Wie
in (ii) gentigt es die Behauptung fiir f € {xpq,y | B(z,7) C O} zu zeigen. Wegen

B(&1(2), 1) € @' [B(e, 7)) € B@ (1), &) und 1 - (1+6)* < (1)~ 1 folgt

‘/X—B(W) o ddp — /X—B(m)du‘ < ((1 — )4~ 1) ”X—B(x,r)”l' q.e.d.

Satz 12.32. Sei A € L(R?) ein invertierbare lineare Abbildung. Dann ist
7(A): (R — LI(RY),  fra(A)f  mit (w(A)f) () = (A z)

eine stetige lineare Abbildung, deren Norm beschrinkt ist durch || Al|?.Es gilt

/W(A)fdu = |det A| /fd,u fiir alle f € LMR?).

Beweis: Aus Lemma 12.31 (ii) folgt 7(A) € £(L'(R?)) und |7 (A)]| < ||A]|¢. Wie im
Beweis von Lemma 12.31 (ii) geniigt es die letzte Gleichung fiir f = XBlzr) 70 zeigen.
Weil dann beide Seiten der Gleichung nicht von x abhéngen, geniigt es den Fall x =0

zu zeigen. Fiir diagonale Matrizen A folgt die Gleichung aus dem Satz von Fubini. Fiir
r >0 gilt A=rlgso Ao lgs und (11za)[B(0,7)] = B(0,1). Dann folgt

Xupay e

/ fo A Ny = a(A) / Fdu fisalle f € DRY) mit a(d) =~
B(0,1

fiir invertierbare A. Fiir zwei invertierbare A, B € L(RY) gilt (A - B) = 7(A) - ©(B).
Also gilt a(A - B) = a(A)a(B). Aus a(l) = 1 folgt a(A™!) = a=(A4). Dann gilt
a(A) = | det A| fiir diagonalisierbare Matrizen A, also alle A mit paarweise verschiede-
nen Eigenwerten. Weil die Diskriminante Dis(A) des charakteristischen Polynoms als
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Polynom in den Eintriigen von A mit ihrer Taylorreihe bei jedem A € L(RY) iiber-
einstimmt, verschwindet Dis auf keiner offenen Teilmenge in £(R?). Dann liegen die
diagonalisierbaren dicht in den invertierbaren Matrizen. Wegen Lemma 12.31 (iii) folgt
(A7) —a(1)] < (1 — €)% = 1Da(l) aus |4~ — 1]| < e. Es folgt |a(A) — a(B)| <
la(A)((1 = ||A7Y| - ||B — A)~¢ = 1). Also ist « stetig und a(A) = |det A|.  q.e.d.

Satz 12.33. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — O eine stetig differenzier-
bare bijektive Abbildung von der offenen Menge U C RY auf die offene Menge O C RY.
Wenn ® auf U in L(R?) invertierbar ist, dann ist die Abbildung f — |det (®)| (f o @)
eine Isometrie von [}(O) nach INU), d.h. fir f € L}O) gilt

/\det@’\fo@du:/fd,u.
U o)

Beweis: Im Beweis von Lemma 12.31 (ii) haben wir gesehen, dass die Linearekombi-
nationen von {xzp 5 | B(z,r) C O} dicht in L}O) liegen. Deshalb geniigt es

/|det<1>’|><cz0‘1>du: /XQdM

fiir kompakte Quader Q C O zu zeigen. Weil ® auf U in L£(RY) invertierbar ist, ist
wegen dem Satz der inversen Funktion ®~! stetig differenzierbar und ®~1[Q] c U
kompakt. Wegen Korollar 9.35 gilt M~ < ||®'7!|| < L auf &~![Q)] fiir positive L und
M. Wegen dem Schrankensatz Korollar 10.6 ist L eine Lipschitzkonstante von &1
Weil @ wegen Satz 9.39 auf ®~1[Q] gleichmiBig stetig ist, gibt es fiir jedes 0 < € < 1
eine Zerlegung () = Q1 U...U @y in paarweise disjunkte Quader, auf deren Urbildern
Q] ..., D7 QN] jeweils || @' — A, || < Me oder auch ||[®'0 A1 —1|| < ||A, | Me < e
gilt. Hierbei ist A, = ®'(®7!(z,)) am Zentrum z, von @Q,. Aus dem Schrankensatz
folgt [[(Po A1) (z) — (Po AN (y) — ( —Y)]loo < €]|7 — Yl|oo, und mit Lemma 12.31 (iii)

’/XQn o@oAnldu—/XQndu' <((1-¢"=1)|xg.lh firn=1,...,N.

Auf dem Quader @, liegen jeweils alle Eigenwerte von ®'(z) o A ' in (1 —¢€,1+¢). Es
folgt | det ' — det A,| < |det A,|((1 + €)? — 1). Satz 12.32 ergibt

‘/|det¢'|xQno(I>d,u—/XQno@oAgld,u‘ §/||det<1>'|—|detAn||XQno(I>d,u

< (Q+e7-1) / | det Anlxq, © Pdu < ((1+ €)' = 1) (1 =€) |Ixq. .

Fiir e — 0 folgt '/ | det ®'|xg o Pdu — /XQd,u’ < C¢|lxgllr — 0. q.e.d.
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12.7 Integration iiber den Rand einer Menge

In diesem Abschnitt definieren wir die Integration iiber den stetig differenzierbaren
Rand einer offenen Teilmenge € C R?. Wir benutzen auf R? die euklidische Norm.

Definition 12.34. (Zerlegung der Eins) Eine glatte Zerlegung der Fins beziiglich
einer offenen Uberdeckung einer offenen Teilmenge Q2 C R?, ist eine abzihlbare Familie
(hn)nen von glatten Funktionen h, : Q — [0, 1], so dass

(1) fiir jedes x € Q auf einer Umgebung von x nur endlich viele h,, ungleich Null sind.
(ii) Fir alle x € Q gilt Y07 ho(x) = 1.
(iii) Jedes h,, auferhalb eines Elementes der offenen Uberdeckung verschwindet.

Satz 12.35. (Euzistenz der Zerlequng der Eins) Jede offene Uberdeckung U einer offe-
nen Teilmenge Q0 C RY besitzt eine glatte Zerlequng der Eins.

Beweis: Fiir 0 < a < b < 0o sei hyp € C°(R) definiert durch

1 fir 0 <l|z| <a
hap : R —[0,1], x— hep(z) = § exp (mgibQ exp (x;}ag)) fir a < |z| <b .
0 fir b < |z

Im Beweis von Lemma 12.29 (ii) haben wir gezeigt, dass jede offene Menge 2 C R? eine
abéhlbare Vereinigung von offenen Quadern ist, deren Abschliisse kompakte Teilmen-
gen von § sind. Weil der Abschluss von endlich vielen dieser abzéhlbaren Uberdeckung
jeweils kompakt ist, und deshalb von endlich vielen Elementen der Uberdeckung iiber-
deckt wird, gibt es eine Folge von offenen Teilmengen (O,,)men von €2, die 2 iiber-
decken, und deren Abschliisse O,,, fiir alle m € N in O,,,; enthalten sind. Wir setzen
Oy = O_, = 0. Fiir jedes m € N und jeden Punkt = € O,, \ O,,_; ist B(z, 3r) fiir ein
7> 01in Opyy1 \ Opm—2 und in einer der offenen Mengen von U enthalten. Also wird die
kompakte Menge O,, \ O,,_1 von endlich vielen solchen Béllen B(x,r) iiberdeckt. Wir
erhalten induktiv eine Folge von offenen Béllen (B(x,,7y))nen, die © iberdecken, und
deren Bille (B(x,, 3r,))nen jeweils in einer der offenen Mengen von U enthalten, und
jeweils nur mit endlich vielen anderen Béllen (B(z, 37,))nen nicht schnittfremd sind.
Dann ist die Familie (hy,)nen

n—1

hy : Q= [0,1], @ ho(2) = hpy 20, (2 — 20])) H(l = M 2r (|2 = 2 1))

m=1

n
H = R 2rn (|2 = 2 ) H 1= Ay 2 (|7 = i)
m=1

m=1
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eine glatte Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung /. Denn induktiv gilt
hi(x)+. .. +hp(2)+(1=heyon (Jx—21]]) - - - (1—=hpp 2, (e —20|]) =1 fiir jedes n € N,
und fiir alle n € N verschwindet (1 — h,., o, (||z — z,||) auf B(x,, ). q.e.d.

Satz 12.36. Fiir jede d x (d —1)-Matriz A gibt es genau einen Spaltenvektor A% € R,
so dass det(A,x) = zt - A* fiir alle x € R? gilt. Er steht senkrecht auf dem Bild von
A als Hyperfliche in R? und seine Linge ist der Flicheninhalt des Bildes von [0,1]%7?
unter A in R, Fiir eine d x d-Matriz A gilt A|§d_1 = det(A) (A 1)leq.

Beweis: Weil det multilinear ist, ist z — det(A, z) linear und deshalb gleich

det(A,z) =z det(A,e1) + ...+ xgdet(A, eq)
= 2! A% mit A" = (det(A, ey),...,det(A, ey)).

Fiir z € A[R91] verschwindet det(A, z). Fiir den Normalenvektor N, der auf dem Bild
von A senkrecht steht, und die Linge Eins hat, ist | det(A, N)| das zwischen A[[0, 1]971]
und N + A[[0, 1]471] eingespannte Volumen, also der Flicheninhalt von A[[0, 1]971].
Auch fiir nichtinvertierbare A € L£(R?) gilt det(A|ga—1,z) = det(Aey, ..., Aeq_1,7) =
det(ey, ..., eq_1,det(A)A™w) = eq - det(A)A™ e = 2t - det(A) (A1) ey q.e.d.

Die Mengen, die wir im Gauflschen Satz betrachten wollen, sollen einen zweimal
differenzierbaren Rand haben.

Definition 12.37. Eine offene Menge Q C R? hat einen k-mal (stetig) differenzier-
baren Rand 0Q = QN Q°, wenn fiir jeden Punkt x € Q eine bijektive, k-mal (stetig)
differenzierbare Abbildung ® : U — O C R? auf eine in R? offene Umgebung O von x
mit k—mal (stetig) differenzierbarer Umkehrabbildung existiert, so dass

PHANO|=UNn{z € R | 24 >0}
N0l =UN{zeR| 24 <0}
P 1o0NO0|=UNn{x cR?| x4 =0}

Bei ®(x) € 99 gehort y € R? genau dann zum Tangentialraum an 99, wenn gilt
(®'(x) 'y -ea=0 = y- ((q)'(x))’l)t eq =0 mit e; = (0,...,0,1).

Die #uflere Normale N(z) ist im Punkt ®(x) jenachdem ob det &' = 0 gegeben durch

NG) = = [ (@) ) el| - (@) a =TI @2 @)

Unter stetig differenzierbaren Abbildungen ® mit stetig differenzierbaren Umkehrab-
bildungen transformieren sich der Tangentialraum an den Rand durch die Jacobimatrix
und der Normalenvektor durch die transponierte der Jacobimatrix.



174 KAPITEL 12. DAS LEBESGUEINTEGRAL AUF DEM R”

Beispiel 12.38. (i): Sei f eine einmal stetig differenzierbare Funktion auf R, deren
Gradient V [ keine gemeinsamen Nullstellen mit f hat. Dann hat die Menge Q) = {x €
R? | f(z) < 0} einen stetig differenzierbaren Rand. Der Rand OS2 ist die Hyperfliche,
auf der f verschwindet, die wegen dem Satz der impliziten Funktion lokal das Bild einer
stetig differenzierbaren Abbildung von offenen Teilmengen von R nach R? ist. Auf
dem Rand 0X) ist V f ein Vektor, der orthogonal auf dem Tangentialraum an den Rand
steht, und nach auflen zeigt. Deshalb ist ”vf” die duffere Normale.

(ii): Der Ball B(y,r) mity € R? und r > 0 im R? ist gleich der Menge B(y,r) = {x €
R? | (x — y)? — r? < 0}. Die Funktion f(z) = (v — y)* — r? ist offenbar unendlich oft
differenzierbar, und der Gradient V f(z) = 2(x — y) hat nur eine Nullstelle bei x = y.
Also hat der Ball B(y,r) einen unendlich oft differenzierbaren Rand.

Lemma 12.39. Sei Q C R? eine offene Menge mit stetig differenzierbarem Rand und
®:U — O C R? eine stetig differenzierbare Abbildung wie in Definition 12.37. Sei f
eine stetige Funktion auf 02 mit kompaktem Triger die aufferhalb von O verschwindet.
Dann ist das folgende Integral unabhdngig von der Wahl von ®:

/ ||®/|ﬂ7§d—l ||f o ‘bduRdﬂ.
3-1[50N0)

Beweis: Seien ® und ® zwei solche stetig differenzierbare Abbildungen von den offenen
Teilmengen U bzw. U nach O. Dann ist @ o @ eine stetig differenzierbare Abbildung
von U nach U. Im Folgenden seien 2 = ®~1(y) die entsprechenden Koordinate von U
und & = ®(y) von O. Dann ist die letzte Komponente von z bzw. # auf dem Rand
01 identisch gleich Null. Also verschwinden auf dem Rand 02 alle Eintrége der letzten
Zeile bis auf den letzten (=1 o @), > 0 von der Jacobimatrix (®~! o ®)’. AuBerdem
ist die Determinante dieser Jacobimatrix gleich dem Produkt von (&' o ®), mit der
Unterdeterminante der entsprechenden (d — 1) x (d — 1) Matrix, in der die letzte Zeile
und die letzte Spalte gestrichen wurde. Also sind folgende Vektoren gleich:

(@ o dY ey = ((fi)loq))'>ted
((é')—l)ted - (((I)')_l)t<(<i>_1o<b)'>ted: (@10 ®), (@) 1) ea.
Dann ergibt Satz 12.33

- t - -
[ ((@')_1) eq|| - ‘det(@’ o Ddpipi-—1 =
$-1[00n0]
det((®! o ®) - - -
[ | det(( - ° (H . ‘det(q)' o CID) o (@' o ®)duga1 =
~1[00N0] ‘(q) o @)l

: |det((I>')| f o @duRdﬂ. q.e.d.

-/ H<<<I>'>-1>ted
»-1[6QN0)
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Definition 12.40. Sei Q C R? eine offene Menge mit stetig differenzierbarem Rand,
und f eine stetige Funktion auf 0Q). Wir definieren mit einer Uberdeckung von 0S durch
offene Mengen O und stetig differenzierbare Abbildungen ® : U — O mit det ® = 0
wie in Definition 12.37 und einer entsprechenden Zerleqgung der Fins (hy)nen:

|7,

dpga-1 wobei jeweils hy|rm\o = 0,

fdo = %ZN/Uanl(h”f) o d )

[2/9]

Fiir eine R"-wertige Funktion f und die duflere Normale N auf OS2 definieren wir

/ f . Ndo = F Z/ ) 1(<hnf) (e} (I)> . (I)I|]?€d*1duRd71 wobei jeweils hn|R"\O = 0.
o0 UNR4—

neN

Um diese Integrale zu berechnen, geniigt es ® auf U N RY! zu kennen. Stetig
differenzierbare Einbettungen ¥ : UNRY! — ONOSY, deren Ableitungen U’ den Rang
d — 1 haben, lassen sich so stetig differenzierbar auf kleine Umgebungen von U NR?!
fortsetzten, dass sie stetig differenzierbare Umkehrabbildungen haben. Deshalb geniigt
es die Existenz solcher Abbildungen ¥ = ®|;ge-1 vorauszusetzen.

12.8 Der Gauflsche Satz

Fiir den Beweis des Gaufischen Saztes bendtigen wir noch

Lemma 12.41. Auf den d x d Matrizen ist det eine differenzierbare Abbildung mit

% det(A +tB)| = Spur(det(4)A~'B).
t=0

Beweis: Fiir zwei d x d—Matrizen A und B gilt
det(A +tB) = det(A) det(1+ tA™'B).

Die Determinante ist ein Polynom vom Grad d in den Eintrdgen der d x d-Matrix. Also
ist det(1+4tA~'B) ein Polynom in ¢ vom Grad d, und die Koeffizienten sind Polynome
in den Eintriigen von A7!'B. Die Unterdeterminanten von 1 sind genau dann Eins,
wenn die genausovielte Spalte wie Zeile gestrichen wird und ansonsten Null. Also gilt

det(1+tA™*B) =1+ t Spur(A~'B) + Terme hoherer Ordnung.

d
Damit folgt pr det(A+tB)| = det(A)Spur(A~'B). q.e.d.
t=0
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Satz 12.42. (Gaupscher Satz oder Divergenzsatz) SeiQ C RY ein offenes beschrink-
tes Gebiet mit zweimal differenzierbarem Rand und f eine auf Q stetig R%-wertige
Funktion, die auf Q stetig differenzierbar ist, und deren partielle Ableitungen sich ste-
tig auf Q forstsetzen lassen. Dann gilt mit der duferen Normalen N auf 0€):

/V-fdu: - Ndo.
Q o0

Beweis: Mit einer entsprechenden Zerlegung der Eins gentigt es solche f zu betrachten,
die auflerhalb einer offenen Menge O aus Definition 12.37 verschwinden. Fiir f =
det (®')(®")~1(f o ®) gilt wegen dem Satz von Schwarz, Korollar 11.7 und Lemma 12.41

3 / n— 62(1), n— / n— 82(1)' n—
V- f=det(®)) (@ )Ulaxka; (@) fio ® — det(®) Y (@ )@'jla:caa]:k () fro®

ijkl ijkl

+ det (@) Spur((®") ' (f' 0 ®)®’) = det(®’) Spur(f’ o ®) = det(®')(V - f) o

Aus Jacobi’s Transformation von Maflen folgt meQV - fdp = :i:fq),l[OmQ] V - fdpu,
jenachdem, ob det ® = 0 gilt. Nach Definition 12.40 geniigt es in beiden Féllen

[ V== [ (o) @) s

»-1[0NQ) 3-1[0NOQY

=— / det(®)"HP'f) - det(P)((®') M egdpgar = — / Fodpiga—s

d-1{0NdN)] ~1[0noQ]

zu zeigen. Die Funktion f setzt sich stetig differenzierbar auf einen hinreichnd grofen
abgeschlossenen Quader @ D ®71[O N Q] fort, von dessen Rand eine Seite in der
Hyperebene R4~! C R” liegt. Mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz der Diffe-
rentialrechnung reduziert sich das linke Integral zu einem Integral iiber den Rand 0Q).
Weil f nur auf der Seite des Randes des Quaders in R%! nicht verschwindet, stimmt
die linke Seite mit dem Integral auf der rechten Seite iiberein. q.e.d.

Beispiel 12.43. Sei Q = B(0,7) C R? und f(z) = x. Auf dem Rand 0B(0,r) = {z €
=d

R | ||lz|| = r} ist die duflere Normale gleich N(z) = o+ Dann folgt mit V-
x
/ d-d,u:d/xg(ovr)du: / x-ﬂdazr / do.
x
B(0,r) OB(0,r) oB(0,r)

Also ist die Oberfliche von OB(0,r) gleich ¢ mal dem Volumen von B(0,r).
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12.9 Maflitheorie

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wann wir eine lebesgueintegrable Funktion iiber
eine Teilmenge integrieren konnen. Das fithrt dann zu einer allgemeineren Definition
vom Volumen von sogenannten messbaren Mengen. Dieses Volumen heif3t Maf.

Definition 12.44. FEine Teilmenge B der Potenzmenge P(X) einer Menge X heifit o—
Algebra, wenn diese Teilmenge B C P(X) unter Komplementbildung und dem Schnitt
von abzdihlbar vielen Elementen von B abgeschlossen ist. Wenn X ein metrischer Raum
ist, dann heiffen die Elemente der kleinsten o—Algebra, die alle offenen (und abgeschlos-
senen) Mengen enthdlt, Borelmengen.

Definition 12.45. Sei B eine o-Algebra auf der Menge X. Dann heifit = B — RS
Mapjs, wenn fir alle Folgen (A,)nen von paarweise disjunkten Mengen in B gilt

1 (U An> => A
n=1 n=1
Satz 12.46. (Lebesquemaf) Seien L(R?) die messbaren Mengen von R%. Dann definiert
p: LRY) - R, A lim /XQ”XAd,u mit  Q, = (—n,n)?  fiir allen € N

ein Maf$ auf L(R?). Es heifit Lebesquemafs. Weil die Borelmengen B(RY) messbar sind,
definiert es auch ein Borelmafs auf B(R?).

Beweis: Wegen Satz 12.29 bilden die messbaren Mengen eine o-Algebra, die die Bo-
relmengen enthélt. Seien (A,,),en paarweise disjunkte messbare Mengen und

= H 1 —xa,) firalleneN.

Dann konvergiert (f,)nen punktweise gegen x4 mit A = |J, oy An. Fiir alle g € L'(R?)
sind |gf,| durch |g| beschréankt. Wegen Lebesgues Satz der beschrinkten Konvergenz
konvergiert die Folge (gf,)nn gegen eine Funktion gf in [} (R?), und es gilt

lim / gfadp = / gfdp.

Wenn wir diese Aussage auf die Folge (xq, )nen der charakteristischen Funktionen von
den Quadern @,, anwenden, dann konvergiert die entsprechende Folge (xq, f)ny entwe-
der gegen eine lebesgueintegrable Funktion, und p(|J, ey An) ist endlich, oder das Maf
der disjunkten Vereinigung der Borelmengen (A, ),en ist undendlich. In beiden Féllen
folgt die o—Additivitat aus den Rechenregeln fiir Folgen. q.e.d.
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Lemma 12.47. (Translationsinvarianz des Lebesquesmafes) Fiir v € R? ist eine Men-
ge A C R? genau dann messbar bzw. eine Borelmenge, wenn A+x ={y e R¢ |y—x €
A} messbar bzw. eine Borelmenge ist. Wenn A messbar ist, dann gilt u(A+z) = u(A).

Beweis: Fiir alle Quader Q C R% und x € R ist Q+x ein Quader mit u(Q+2z) = u(Q).
Deshalb folgt f, € [}(RY) und [ f.du = [ fdp aus f € LHR?) und =z € R? fiir
fo(y) = f(y — x). Fiir jede Menge A C R? gilt x4, = (Xa)2. Das Lemma folgt.q.e.d.

Satz 12.48. (Vitali) Die Relation x ~y <= x —1y € Q definiert eine Aqui-
valenzrelation. Fir jedes x € R enthdlt (x — 1,z] genau eine ganze Zahl n,. Deshalb
enthilt jede Aquivalenzklasse [x] einen Reprisentanten x — n, € [0,1). Sei V C [0,1)
eine Menge, die fiir jedes x € R genau einen Reprdsentanten in der entsprechenden
Aquivalenzklasse [x] enthdilt. Dann ist V nicht messbar.

Die Definition der Menge V' benutzt das sogenannte Auswahlaxiom der Mengenleh-
re. Es besagt, dass aus jeder nicht leeren Menge ein Element ausgewéhlt werden kann.
In der Mengenlehre unterscheidet man zwischen Aussagen, die das Auswahlaxiom vor-
aussetzen, und solchen, die das nicht tun. Dieser Satz gehort zu den ersteren.
Beweis: Sei (¢, )nen €ine Abzidhlung von QN [—1,1] und V,, = ¢, + V fiir alle n € N.
Aufgrund der Definition von V sind die Mengen (V},),en paarweise disjunkt und es gilt

0,1 c UneN V, C[-1,2).

Wegen dem vorangehenden Lemma sind entweder alle Mengen (V},),en messbar oder
keine. Im ersten Fall haben alle das gleiche Mal und es folgt 1 < Y>> (V) =
S (V) < 3, was unméglich ist. Also ist V' nicht messbar. q.e.d.
Dieser Satz zeigt auch, dass es unter der Annahme des Auswahlaxiomes unmdoglich
ist ein Maf} auf allen Teilmengen von R zu definieren, das translationsinvariant ist, also
das vorhergehende Lemma erfiillt, und [0, 1] eine positives endliches Maf} zuordnet.

Definition 12.49. Fine Aquivalenzklasse von fast iberall definierten reellen Funktio-
nen auf R? heifst messbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen gibt, die fast
tberall gegen einen Reprisentanten der Aquivalenzklasse konvergiert.

Satz 12.50. (i) Die messbaren Funktionen bilden mit der punktweisen Addition und
Multiplikation und der Skalarmultiplikation eine Algebra, die I[}(R?) enthilt.

(ii) Wenn f und g messbar sind, dann auch |f|, max{f, g} und min{f, g}. Ist aufer-
dem fast tberall f ungleich Null, dann ist auch % messbar.

(iii) Der Grenzwert einer fast tiberall konvergenten Folge von messbaren Funktionen
st messbar.

(iv) Die Aquivalenzklassen von stetigen Funktionen sind messbar.
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(v) Eine messbare Funktion ist genau dann lebesqueintegrabel, wenn ihr Betrag durch
eine lebesqueintegrable Funktion beschrdnkt ist.

(vi) Eine Menge A C R® ist genau dann messbar, wenn x4 messbar ist.

Beweis (i): Die Treppenfunktionen bilden eine Algebra, und damit auch die messbaren
Funktionen. Alle lebesgueintegrablen Funktionen sind nach unserer Definition messbar.
(ii):Der Betrag, das Maximum und das Minimum von Treppenfunktionen sind wieder
Treppenfunktionen. Wenn eine Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen fast iiberall gegen
eine nicht verschwindende Funktion f konvergiert, dann konvergiert die Folge

_1 3 0
(gn)neny  mit gy, : R SR, z+— gn(z) = Fo@@ ~wenn folx) #
0 wenn f,(x) =0

1
?.
(iii): Sei (f,.)nen eine Folge von messbaren Funktionen, die fast tiberall gegen f kon-

vergiert. Sei h folgende positive lebesgueintegrable Hilfsfunktion auf R%:

von Treppenfunktionen fast {iberall gegen

2—n—d

Y gy mit n € N so dass # € (—n,n)?\ (1 —n,n — 1)
nt — (n —

h:xw— h(z) =

Die Folge (gn)nen von messbaren Funktionen

h(x) fu ()
W) + | fu ()]

konvergiert fast iiberall gegen g = #‘]}' Wegen Lebesgue’s Satz der beschrankten

gn RS R, 20 g, (7) = < h(z) firallen € N

Konvergenz sind alle (g,)neny und dann auch g lebesgueintegrabel und damit auch
messbar. Dann ist wegen (i) und (ii) auch folgende Funktion messbar:

hf
hg  harm h*f _;
T WAL T 2 i

(iv): Fiir jede stetige Funktion f und jeden Quader ) ist wegen Satz 12.15 das Pro-
dukt von f mit der charakteristischen Funktion von ) lebesgueintegrabel. Die Fol-
ge (fxq,)neny der Produkte mit den charakteritischen Funktionen der Quader @), =
(—n,n)? konvergiert punktweise gegen f. Also folgt (iv) aus (i) und (iii).

(v): Sei (f)nen eine Folge von Treppenfunktionen, die fast tiberall gegen f konvergiert
und |f] < k fiir ein k € L}(R?). Dann konvergiert auch (max{—k, min{k, f,}})nen fast
tiberall gegen f. Aus Lebesgue’s Satz der beschrankten Konvergenz folgt (v).

(iv): Fiir eine messbare Menge A C R? konvergieren die Produkte (xaxg,)nen der
charakteristischen Funktionen mit denen der Quader Q,, = (—n,n)? punktweise gegen
Xa. Wegen (iii) ist also x4 messbar. Die Umkehrung folgt aus (i) und (v). q.e.d.
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Satz 12.51. (i) Eine Aquivalenzklasse f von fast iiberall definierten reellen Funktio-
nen auf R? ist genau dann messbar, wenn

(ii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R?| f(z) < a} messbar.
(iii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R | f(z) > a} messbar.
(iv) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(z) < a} messbar.
(v) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.
(vi) Fiir alle k > 0 in [MR?) liegt die Funktion max{—Fk, min{k, f}} in L}(R?).

Beweis (i)=-(ii) folgt aus Satz 12.50, weil die Folge n (max(a + 1/n, f) — max(a, f))
gegen die charakteristische Funktion der Menge {x € R? | f(x) < a} konvergiert.
(ii)e(iii)<(iv)<(v): Wegen Satz 12.29 sind (ii) und (iv) bzw. (iii) und (v) dquivalent.
Wegen {z € R? | f(z) < a} = U,n{z € R | f(z) <a—+} und {z € R?| f(z) <
a} =Nwen{z € R?| f(z) < a+ L1} sind auch (ii) und (iv) dquivalent.

(v)=(vi): Wenn eine Funktion f die dquivalenten Bedingungen (ii)—(v) erfiillt, dann
sind folgende Funktionen fiir alle n € N messbar:

2

1 &
. d
fn :R* — R, T — ﬁ ZX{xERdV(J»’)Zﬁ} - X{$€Rd|f(a:)§_#}-
=1

Die Folge (f)nen konvergiert gegen f. Aus Satz 12.50 (iii) und (v) folgt (vi).

(vi)=(i): Sei Q, fiir allen € N der Quader Q,, = (—n,n)%. Wegen (vi) besteht die Folge
(max{—nyxq,, min{nxg,, f}})nen aus lebsgueintegrablen Funktionen und konvergiert
punktweise gegen f. Also folgt (i) aus Satz 12.50 (i) und (iii). q.e.d.

12.10 Die Riaume IF(RY)

Eine komplexwertige Funktion ist genau dann lebesgueintegrabel bzw. messbar, wenn
sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil lebesgueintegrabel bzw. messbar sind.
Eine messbare komplexe Funktion ist offenbar genau dann lebesgueintegrabel, wenn
der Absolutbetrag lebesgueintegrabel ist. Aus Satz 12.51 folgt, dass fiir jede messbare
Funktion f und p € R auch die Funktion |f|P messbar ist.

Definition 12.52. Fiir alle 1 < p < oo sei IP(RY) die Menge aller Aquivalenzklassen
von fast diberall definierten messbaren Funktionen von R? nach K, fiir die die Funktion
|f|P lebesgqueintegrabel ist. Der Raum L°(R?) ist definiert als die Menge aller Aquiva-
lenzklassen von messbaren beschrinkten Funktionen von R? nach K.

Fiir K= R und p = 1 stimmt diese Definition mit Definition 12.13 iiberein.
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Satz 12.53. Fiir alle 1 < p < oo ist IP(RY) zusammen mit der Abbildung

Pd z irl <p< oo
Il PR SR, oo fll, = 4 U P furt =
inf{C e Ry | |f| < C a.e.} fiirp= occ.
ewn normierter Vektorraum. Fir 1 < p,q,r < oo mit % +% = % und f € IP(R?) und

g€ Lq(Rd) gilt fg € L"(Rd) und die Holdersche Ungleichung: ||fgll» < || fllpllgllq-

Die Dreiecksungleichung der Norm || - ||, wird wieder Minkowski-Ungleichung ge-
nannt: fiir alle f,g € IP(RY) gilt f +g € IP(RY) und ||f + gll, < | fllp + ll9ll-
Beweis: Wir beweisen zuerst die Holdersche Ungleichung. Indem wir zu den Funk-
tionen |f|" und |g|" iibergehen anstatt der Funktionen f und g, und den Exponenten
1, % und g anstatt r, p und ¢, geniigt es den Fall 1 = % + % fiir nicht—negative reelle
Funktionen zu betrachten. Es gilt némlich || f|[; = [[|f]"[[z bzw. [|g]l; = |l[g["[|s. Fiir
p=1 qg=o00bzw. p = 00, q = 1 folgt die Holdersche Ungleichung aus den Eigen-
schaften der lebesguesintegrablen Funktionen. Fiir f = 0 oder ¢ = 0 ist die Aussage
offensichtlich. Sei also f # 0, g # 0 und 1 < p,q < co mit 1 = % + %. Die Youngsche

Ungleichung ergibt fiir die Funktionen L ynd L4

1£1lp lglla

p q
Lfl gl < Iflij |g|q
1l llglle = NLfI  Tlglle

Wegen f € IP(R?) und g € [4(R?) ist die rechte Seite lebesguesintegrabel und das
Integral gleich 1. Also ist auch die linke Seite lebesguesintegrabel und das Integral
kleiner oder gleich 1. Daraus folgt fg € LIHRY), ||fglli < || fllpllgll4-

Wegen Korollar 12.23 erfiillen die Abbildungen f +— || f]|,, die Positivitit. Die Linea-
ritat ist offensichtlich. Fiir p = 1 und p = oo ist die Dreieckungleichung schon gezeigt.
Sei also 1 < p < oo und f,g € IP(R?). Offenbar gilt fiir f,g € IP(RY) fast iiberall
|f +glP < 2PmaxP{|f],|g]} < 2P(|f|P + |g|P). Also liegt f+ g in IP(R?). Die Héldersche
Ungleichung ergibt fiir die Funktionen |f+g[? = [f+g||f+ 9P~ < (|f]+|g])|f+g|P~*
mit f,g € IP(R?) und 1:%+%<:>(p—1)q:p

fast iiberall.

1f+ally < If-1F+ gl o+ llg - 1F+ gl < (Ll + gl + gl
Daraus folgt die Minkowski Ungleichung. q.e.d.
Satz 12.54. (Satz von Riesz Fischer) Fiiralle1 < p < oo ist I[P(R?) ein Banachraum.

Beweis: Fiir p = oo folgt die Aussage aus den Sdtzen 9.44 (iii) und 12.50 (iii). Sei 1 <
p < oo und (f,,)nen eine Cauchyfolge in IP(R?). Sei (f,,,. )men eine Teilfolge mit || f,,,.,, —
frmllp < 27™ fiir alle m € N. Die monoton wachsende Folge gn, = | fn, |+ 21 | frss —
[, | fiir alle m € N erfiillt wegen der Minkowskiungleichung ||g|l, < 14 || fu, ||, fiir alle
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m € N. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz, konvergiert (g2 )en gegen eine
Funktion k € L'(R%). Wegen dem Monotonieprinzip konvergiert (¢,,)men fast iiberall
gegen eine messbare Funktion g. Dann konvergiert (f,, )men fast iiberall gegen eine
messbare Funktionen f. Wegen Lebesgue’s Satz der beschrankten Konvergenz ist |f|?
lebesgueintegrabel und damit f € IP(R?). AuBerdem gilt fast iiberall |f — f, .| <
|9 — gm| und |lg — gmll, < 27™. Also konvergiert (f,,, )men in IP(R?) gegen f. Weil
(fn)nen eine Cauchyfolge ist konvergiert sogar (f,)nen in IP(R?) gegen f. q.e.d.

Definition 12.55. Fiir jede messbare Menge A C R? und alle 1 < p < oo sei IP(A)
der Unterraum von IP(R?) aller Aquivalenzklassen von Funktionen, die aufSerhalb von
A wverschwinden.

Fiir messbare Mengen A und 1 < p < oo ist offenbar IP(A) C IP(R?) abgeschlossen.
Korollar 12.56. Fir A messbar und 1 < p < oo ist IP(A) ein Banachraum. q.e.d.

Satz 12.57. Fiir alle messbaren Mengen A C RY und alle 1 < p,q < oo mit % +% =1
ist folgende Abbildung eine Isometrie:

JrI(A) = LIXA)LK), g jlg) mit (o) : P(A) =K, f e / fadp.

Beweis: Fiir messbaren Mengen A C R und 1 < p < oo ist J wegen der Holder-
schen Ungleichung lipschitzstetig mit L = 1. Wir definieren f so, dass im Beweis der
Hoélderschen Ungleichung die Youngsche Ungleichung eine Gleichheit wird. Sei also

q 1,1
gl Jgl!Gra) gl
g g g

f

mit f(z) =0 fiir g(x) = 0.

Fiir 1 < ¢ < coist f messbar und liegt in I7(A). Es gilt [ f||P = [|g|| und || fgl» = [[g]|¢-
Daraus folgt

Ly e e ..
ol = Il - ol Laflls < it < gl i ate g € 24) o).
9llq P

Also ist fiir 1 < p < oo die Abbildung j eine Isometrie. Fiir p = 1, ¢ = oo und jedes
e > 0ist {z € R | |g(x)] > |lglloc — €} keine Nullmenge und messbar. Auf allen
Funktionen f € L}(A), die auBerhalb dieser Menge verschwinden, nimmt [j(g)| grofere
Werte als (||g|lco — €)]| f|l1 an. Also gilt fiir jedes € > 0 und jedes g € L°(A) \ {0} auch
9]l — € < 1l7(9)|| < ||g]|co- Dann ist 7 auch fir p = 1 eine Isometrie. q.e.d.

Mithilfe von weiteren Siatzen der Mafltheorie kann man zeigen, dass fiir 1 < ¢ < oo
diese Abbildung sogar ein Isomorphismus von Banachraumen ist.



