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6. Fixpunkte

Gegeben sei die Funktion

f : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] × [0, 1]

(x, y) 7→ (1 − y2/3, 1 − x2/4)

(a) Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitzkonstanten L < 1 (benutzen

Sie die Norm ‖ · ‖∞). (3 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung f genau dann einen Fixpunkt besitzt, wenn es ein

x ∈ [0, 1] gibt, das die Gleichung −x4 +8x2−48x+32 = 0 löst. Geben Sie eine Folge

an, die gegen diesen Fixpunkt konvergiert.

(3 Punkte)

7. Globale Existenz und Eindeutigkeit

Der Brüsselator ist ein einfaches Modell zur Beschreibung chemischer Oszillatoren. Der

Brüsselator wurde von dem Nobelpreisträger Ilya Prigogine in Brüssel entwicklelt.

u̇ = a − bu + u2v − u

v̇ = bu − u2v

Dabei sind a, b positive Konstanten. Zeigen Sie, dass dieses System für Anfangswerte

u(0) = u0 > 0, v(0) = v0 > 0 eindeutig bestimmte Lösungen besitzt, die für t ≥ 0 positiv

bleiben und dort global existieren. (5 Punkte)

8. Explizites Aufstellen einer Differentialgleichung

Sei u : R → R definiert durch

u(t) :=

∞∫

−∞

cos(tx)e−x
2

dx t ∈ R

Stellen Sie eine Differentialgleichung für u(t) auf.

[Tipp. Ableiten und dann partiell integrieren] (5 Punkte)

Bitte wenden.



9. Picard-Iteration

Gegeben ist das Anfangswertproblem

y′(x) = y(x), y(0) = 1.

Benutzen Sie Picards Iterationsverfahren

φ
n+1(x) = y(0) +

x∫

0

φ
n
(t)dt φ1(x) ≡ 1

um die ersten fünf Folgenglieder der Folge zu bestimmen, die nach dem Banachschen

Fixpunktsatz gegen die Lösung der Differentialgleichung konvergiert. (4 Punkte)
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