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23. Reelle Lésungen von reellen linearen Differentialgleichungssystemen.
In vielen Anwendungen von homogenen, autonomen linearen Differentialgleichungssyste-
men 4(t) = Au(t) hat die Matrix A reelle Eintrédge; in diesen Fillen ist man meist
auch nur an den reellen Losungen u : R — R™ interessiert. Trotzdem kann es natiirlich
passieren, dass die Matrix A komplexe Eigenwerte besitzt (also das charakteristische
Polynom von A nicht {iber R in Linearfaktoren zerféllt). Dann ist auch die allgemeine
Losung u(t) = exp(t A)uy (die man mit dem ,Rezept® aus Aufgabe 7(b) ausrechnen
kann) komplexwertig. Wie gewinnt man hieraus reellwertige Losungen in ,allgemeiner*

Form?

Im Folgenden sei also A € R™*"™. Wir bezeichnen mit spec(A) C C das Spektrum von
A, d.h. die Menge der (auch komplexen) Eigenwerte von A. Fiir A € spec(A) bezeichnen
wir mit Eig(A, A) := ker(A— A1) C C" den zu A gehorenden Eigenraum von A in C™.

(a) Zeige: Fiir A € C gilt:
A € spec(A) <= \ € spec(A) .
Ist A € spec(A), so gilt Eig(A,\) = {v|v € Eig(A4,\) }. (2 Punkte)

(b) Wir fixieren nun A € spec(A), und setzen voraus, dass A € C\R gilt. Ferner fixieren
wir einen Eigenvektor v € Eig(A, ) mit v # 0.

(i) Zeige, dass z(t) := e’ v und 2z,(t) :== €T zwei Losungen der Differential-
gleichung @ = Awu(t) sind. AuBlerdem sind die Vektoren z;(0) und 25(0) linear
unabhéngig (und somit auch die Funktionen z;(t), z2(t)). (8 Punkte)

(ii) Zeige, dass
z1(t) =5 (z1(t) + 22(t)) und  @5(t) := 5 (21(t) — 22(t))
zwei linear unabhéngige, reelle Losungen der Differentialgleichung @ = A wu(t)
sind.
[Tipp. Folgere die lineare Unabhéngigkeit aus Teil (i).] (8 Punkte)
(iii) Ist A=a+ ¢4 mit o, € R und v =a + b mit a,b € R™, so gilt
x1(t) = e cos(Bt)a — e sin(Bt)b und wy(t) = e sin(Bt) a + e cos(Bt)b .
(8 Punkte)
Bitte wenden.



(c)

Finde die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems

i(t) = (_1 2 ) o(t) . (4 Punkte)

24. Komplexe Systeme
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(b)

(c)

(d)

t
Zeige, dass das reelle System z —b(t) v dquivalent zu einer ska-
y a(t) ) \y
c +

laren komplexen Gleichung 2 = c¢(t)z mit z = x + 1y ist, und leite eine lineare
Differentialgleichung fiir v(t) = z(¢)z(t) ab (4 Punkte)

Betrachte speziell den Fall a(t) = cos(t) und b(t) = sin(¢) und berechne eine Funda-
mentallosung Y (¢) mit Y (0) = 1. Zeige, dass jede Losung des Systems periodisch ist
und bestimme die Periodenlénge. (4 Punkte)

Seien A : R — GL(n) differenzierbare Abbildungen von R in den Raum der inver-

tierbaren n x n-Matrizen. Zeige :

d 1\ —1 4 -1
S (A7) = —AR) T AR)A()

[Tipp. Man differenziere den Ausdruck 1 = A- A71] (4 Punkte)

Sei C' eine komplexe Matrix, dann definieren wir C* = C7 als die dazu hermitsche
Matrix. Eine komplexe Matrix C' heisst unitiir, wenn sie die Gleichung CHC = 1
erfiilllt. Wir betrachten eine Fundamentallosung Y fiir ein lineares System F’ =
B(t)F mit BY = —B, wobei B(t) stetig in einem Intervall I sei. Zeige : F'(t) ist fiir
alle t € I unitér!
[Tipp. Berechne eine Differentialgleichung fiir < (F F ) mit Hilfe von (c).]

(3 Punkte)
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