Kapitel 8

Das Riemannintegral

8.1 Riemannintegrable Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir nur beschrinkte Funktionen f € B([a,b],R) auf
einem beschrénkten abeschlossenen Intervall. Das Ziel ist fiir solche Funktionen den
Fldcheninhalt zwischen den Graphen der Funktion und der z-Achse zu definieren. Dabei
werden wir diese Flidche durch eine disjunkte Vereinigung von Rechtecken annihern.

Definition 8.1. (Partition) Eine Partition p von [a,b] ist eine endliche geordnete

Menge {xy,...,x,} von Punkten a = o < 1 < ... < x, = b in [a,b]. Die Feinheit
der Partition p ist dann ||p|| = max{Azy,..., Az, } mit Ax; = x; — x;q fir alle
i=1,...,n. Pla,b] bezeichnet die Menge aller Partitionen von |a,b.

Fiir eine Funktion f € B([a,b],R) und eine Partition p € P[a, b] seien

m; = inf{f(z) | x € [x;_1, 5]} M;=sup{f(z) |z € [z;_1,x]} firallei=1,...,n
m = inf{f(z) | z € [a, b]} M =sup{f(z) | = € [a,b]}.

Definition 8.2. (Untersummen und Obersummen) Dann heiflen
s(p, f) =) miAz;  und S(p, f) =) MiAw,
i=1 i=1

die Untersumme und Obersumme von f beziglich der Partition p € Pla,b|.
Offenbar gilt m(b —a) < s(p, f) < S(p, f) < M(b— a).

Definition 8.3. (Verfeinerung) p’ € Pla,b] heifst Verfeinerung von p € Pla,b], wenn
P D p. Offenbar gibt es fiir endlich viele Partitionen py,...,p, € Pla,b] eine gemein-
same Verfeinerung p’ = p1 U ...Up, € Pla,b].
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90 KAPITEL 8. DAS RIEMANNINTEGRAL

Lemma 8.4. (i) Wenn p Cp' gilt s(p, f) < s(p/, f) und S, f) < S(p, f).

(ii) Firp,p" € Pla,b] gilt s(p, f) < S, f).

Beweis: (i) Die Verfeinerung p’ von p besteht aus einer Partition jedes Teilintervalles
[z;—1,x;] von p. Dann folgt (i) aus den Ungleichungen

m(b—a) <s(p,f) und  S(p, f) < M(b—a).
(ii) Sei p” = pUp'. Dann folgen aus (i) die Ungleichungen

s(p, f) < s, f) < S, f) <Sp, f) s, f) <s(", f) <SG, f) <SW, )

Daraus folgt dann (ii). q.e.d.
Definition 8.5. (Unterintegral und Oberintegral) Fir f € B([a,b],R) heifit

/f = sup{s(p, f) | p € Pla,b]} Unterintegral von f und

7f =inf{S(p, f) | p € Pla, b]} Oberintegral von f.

Offenbar gilt [ f < Tf

Definition 8.6. Fine Funktion f € B([a,b],R) heifit riemannintegrabel, wenn [f =

Tf gilt. Diese Zahl heiffit Riemannintegral fab fdx von f dber [a,b]. Die Menge aller
riemannintegrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit Rla,b]. Fir f € Rla,b

definieren wir [, f(z)de = — ff f(z)dz.

Aufgrund der Definition von s(p, f) und S(p, f) liegt der Flacheninhalt zwischen
dem Graphen von f und der z-Achse in dem Intervall [s(p, f), S(p, f)]. Deshalb inter-
pretieren wir fiir f € RJa,b] das Riemannintegral fab f(z)dz als diesen Flécheninhalt.

8.2 Kriterien von Darboux und Riemann

Satz 8.7. (Darbouz) Eine Funktion f € B([a,b],R) ist genau dann riemannintegrabel,
wenn es fir jedes € > 0 ein p € Pla,b] gibt mit S(p, f) — s(p, ) < €.

Beweis: Sei f € Ra,b]. Dann gibt es fiir jedes € > 0 Partitionen p’,p” € Pla,b] mit
fab f(x)dxr —s(p', f) < $und S(p”, f) — f:f(x)dx < 5. Dann folgt fiir p = p' Up”
b b

S, ) — s(p. f) < S f) — / f(@)dz + / f(@)de — s, ) < e.

a a
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Wenn es fiir jedes € > 0 ein p. € Pla, b] gibt mit S(p., f) — s(pe, f) < € dann folgt

O</f /f<5pe,f)—s(p5,f)<e fiir alle € > 0.

Also gilt dann auch /f = /f q.e.d.

1 firz €la,b]NQ

Dann gilt fiir alle p € Pla, b
0 firazela,b und x & Q. ann gilt fir alle p o, 4

Beispiel 8.8. Sei f(x) = {

n

S(p,f)—s(p,f):Z(M m;)Az; = ZAzpz—b—a>0

Also istisz unde:b—a und [ & Rla,b].

Definition 8.9. (Riemannsummen) Fir p € Pla,b] sei & = (&1, ...,&,) eine Wahl von
Zwischenpunkten &; € [x;_1,x;] fur allei=1,... ,n. Dann heifst

R(p, f,€) = Zfa )Az;

Riemannsumme von f beziiglich der Partition p und der Zwischenpunkte &.

Aus der Definition von s(p, f) und S(p, f) folgt fiir f € B([a,b],R) und p € Pla,d]

inf{R(p, f,§) | & € [xioy, @]} =s(p, f)  sup{R(p, f,&) | & € [wiov, z:]} =S(p, ).

Satz 8.10. (Kriterium von Riemann) FEine Funktion f € B([a,b],R) ist genau dann
riemannintegrabel, wenn es ein A € R und fir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir
alle p € Pla,b] mit ||p|| < ¢ und alle entsprechenden Zwischenpunkte & Folgendes gilt:

|R(p, f,&) — Al <e. Wenn das Krierium erfillt ist, dann gilt A = /f(x)dx

Beweis: Fiir jede Funktion f € B([a,b],R), die das Kriterium von Riemann erfiillt
gibt es fiir alle € > 0 eine Partition p € Pla, b] mit S(p, f)—s(p, f) =

=sup{R(p, f, &) | & € [zi1, m]} — nf{R(p, f,§) | & € [vi1, 7]} < 2e.

Dann ist das Kriterium von Darboux erfiillt. Sei umgekehrt f eine Funktion, die das
Kriterium von Darboux erfiillt. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein p € Pla, b, so dass
S(p, [) = s(p, f) < 5 gilt. Sei n die Anzahl der Teilintervalle von p und

§= min{m,Aazl, : ..,A:cn} mit || f|lec =sup{|f(z)|| z € [a,b]}.
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Jedes Teilintervall einer Partition p’ € Pla,b] mit ||p'|| < 0 ist entweder in einem Teil-
intervall von p enthalten, oder enthélt im Inneren einen Punkt von p\ {a, b}. Hochstens
n Teilintervalle von p’ sind nicht in einem Teilintervall von p enthalten. Es folgt

SW. )= s, ) <SP S) = s(p. ) + 2 flloc-m-6 < S+ D=

Fiir alle Zwischenpunkte & von p’ gilt R(p/, f, &), ff f(x)dx € [s(p', f), S, f)]. Es folgt

b
R £.€) - / f(2)de| <SG, ) — s, f) < c. qe.d.

Korollar 8.11. Sei f € Rla,b]. Dann gilt fir alle t € [0, 1]

—n;mb;“Zf(aH%(b_a)).
=1

Beweis: Die Partitionen p, € Pla,b] mit p, = {x, =a+i(b—a)|i= 0 ..,n} mit
den Zwischenpunkten & = a+ =t(b—a) firi=1,...,n erfiillt lonll = =
die Aussage aus dem Kriterium von Riemann. q.e.d.

Korollar 8.12F Seien f,g € Rla,b]. Wenn f und g auf einer dichten Teilmenge von
la,b] (2.B. QN a,b]) ibereinstimmen, dann gilt f:f(a:)dx = ffg(:c)d:v

Beweis*: Weil jedes Teilintervall einer beliebigen Partition p € Pla, b] immer Elemente
einer dichten Teilmenge von [a, b] enthélt, konnen die Zwischenpunkte immer aus einer
dichten Teilmenge gewahlt werden. q.e.d.

Satz 8.13. (Figenschaften des Riemannintegrals)
(i) Rla,b] ist eine Unteralgebra von B([a,b],R) die C([a,b]) enthdilt. Die Abbildung
b
Rla,b] = R, [+ [ f(z)dx ist R-linear.

(ii) Rla,b] enthdlt die monotonen Funktionen, und mit f € Rla,b] auch |f| € R[a,b].
(iii) Monotome Furf g € Rla,b] folgt aus [ < < g (d.h. f(x ) g(x) fir alle x € [a,b])
ff Ydz < fg Ydx. Insbesondere gilt |ff Ydzx| < f|f Mdz < (b—a)||lf]so-

b
(iv) Normierung: [ ldz =0b— a.



8.2. KRITERIEN VON DARBOUX UND RIEMANN 93

(v) Stetigkeit: f € Rla,b] und g € C(R), dann ist go f € R[a,b].

(vi) Intervall Additivitit: Fir jedes ¢ € (a,b) gilt:
b c b
f € Rla,b] < f € Rla,c] N R[ec,b] und /f(:p)dx = /f(:p)d:er /f(:p)dx

(vii) Sei f € Rla,b] und (an)nen und (by)nen Folgen in [a,b] mit lim,, o a, = a und
lim,, . b, = b. Dann konvergiert (f:: f(z)dx),en gegen fab f(x)dx.

(viii) Gleichmdflige Konvergenz und Stetigkeit des Riemannintegrals: Der Grenzwert
f einer gleichmdfig konvergenten Folge (fn)nen in Rla,b] liegt auch in Rla, b
und die Folge (fab fn(2)dx)nen konvergiert dann gegen f;f(a:)da:

Beweis: (i) Fiir f,g € B([a,b],R) und p € [a, b] gilt
S(p, f+9) < S, f)+ S(p,g) und —s(p, f+9) < —s(p, f) — s(p, 9)
Daraus und aus f(z)g(x) — f(y)g(y) = g(z)(f(z) — f(y)) + f(y)(9(x) — g(y)) folgt

S, f+g9)—sp, f+9) <SS, f)—sp, f)+ S g) —s(p,g)
Sp, fg) —sp, f9) < 19llc(S(0, £) = 80, £)) + [ flloc(S(p; 9) — 5P, 9))

Aus f,g € Rla,b] folgt also wegen dem Darbouxkriterium f + g, fg € Rla,b]. Wegen
Satz 5.22 ist jede Funktion f € C([a,b]) gleichmiBig stetig, d.h. es gibt fiir jedes
€ > 0ein d > 0, so dass |f(z) — f(2')] < 35 aus |z — 2'| < § folgt. Dann gilt
S, f) —s(p, f) < >0 55 Ax; = e fiir alle p € Pla,b] mit ||p|| < d. Also folgt aus
dem Kriterium von Darboux f € R[a, b]. Die Linearitéit des Riemannintegrals folgt aus
der Linearitédt der Riemannsummen und den Rechenregeln fiir Folgen.

(ii) Sei f monoton steigend ist. Dann gilt S(p, f) — s(p, f) =
= Z(f(%) — f(xi1)) Az < |p] Zf(%) — fzica) = IpI(f(b) — f(a)).

Fir [|p]| < o @ folgt S(p, f) — s(p, f) < e. Wegen dem Kriterium von Darboux

gehort dann f zu R[a, b]. Analoges gilt fiir monoton fallende f.
Fir f € Ra,b] seien f*(x) = max{f(z),0} und f~(x) = min{f(z),0}. Dann folgt
0 < sup{f*(2) | 2 € [wsy, mi]} — mE{f5(2) | @ € [z, 2]}
< sup{f(@) | @ € [wi—1, z]} — nf{f(2) | @ € [zi-1, x]}.

Also gilt S(p, f*) — s(p, f£) < S(p, f) — s(p, f) fiir alle p € Pla, b]. Dann folgt f* €
R[a,b] und damit auch |f| = f* — f~ € R[a,b] aus dem Kriterium von Darboux.
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(iii) Aus f,g € Rla,b] mit f < g folgt ff flx)de = [f< [g= fabg(:p)dx
(iv) Fiir f = 1(konstant) gilt S(p,1) = s(p,1) = b — a fiir alle p € Pla, b].
(v) Sei f € Rla,b] und g € C(R). Dann ist g auf [—|| f]|o, ||f|| | gleichméBig stetig.
Also gibt es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass |g(z) — g(2')| < ) AUS |z —2'| < 0 mit

2,2' € [ flloos | fllc] folgt. Sei [lg]loc = max{lg(@)| | @ € [~ Fllcs I /llc]}. Wegen dem
Darbouxkriterium gibt es fiir f € R[a,b] ein p € Pla,b] mit S(p, f) — s(p, f) < 4”;‘?00.
Sei wieder m; = inf{f(z) | * € [v;_1, 5]} und M; = sup{f(z) | = € [v;_1, 7]}
fir i = 1,...,n. Wir zerlegen die Summe S(p,go f) — s(p,g o f) in die Summe iiber
Teilintervalle, auf denen M; —m; < J gilt, und die Summe iiber Teilintervalle, auf denen
M; —m; > 6 gilt. Aus der Wahl von ¢ folgt, dass die erste Summe nicht grofler ist als

-(b—a) = §. Weil die Summe der Teilintervalllingen in der zweiten Summe nicht

2(b—a)
grofer ist als w, ist die zweite Summe nicht groBer als (S(p, f)—s(p, f))% <
$- Also gilt S(p,go f) —s(p,go f) <eund go f erfiillt das Darbouxkriterium.

(vi) Jede Partition p € Pla, b] besitzt eine Verfeinerung p U {c} € Pla, b], die aus zwei
Partitionen von [a, ¢] und [c, b] besteht. Dann folgt (v) aus dem Darbouxkriterium.

(vii) Wegen (vi) und (iii) gilt | [** f(z)dz — [* f(@)da] < (an — a+ b — b)||foo:

(viii) Aus dem Beweis von (i) folgt fiir f, f,, € Rla,b] und p € Pla, b|

1S, [)—=s(p, /)= (S(p, fu) =s(ps fu))| < S0, [ = fu) =50, f = fn) < 2(b—a)||f = fulloo-

Fiir ein € > 0 wéhlen wir zuerst n so grof}, dass || f — fulleo < 4(b—ia) gilt, und dann p so

dass S(p, fn) — s(p, fn) < 5 gilt. Dann erfiillt f das Kriterium von Darboux
Andererseits folgt fiir f, f, € Rla, b] aus der Monotonie | f b f f fo(z)dz| <

(b—a)|lf — fullso- Also konvergiert ( f fo(z)dx)pen gegenf flx q.e.d.

8.3 Differentiation und Integration

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 8.14. Sei f € R[a,b] und F
eine stetige Funktion auf [a,b], die auf (a,b) differenzierbar ist mit F' = f. Dann gilt

/ F(a)dz /b Fl(2)dz = F(b) — F(a).

Beweis: Fiir alle p € Pla, b] gibt es wegen dem Mittelwertsatz in jedem Teilintervall

[x;_1, ;] von p einen Zwischenpunkt & mit f(&;)Az; = F(z;)— F(x;—1) und R(p, f,§) =

F(b) — F(a). Aus dem Kriterium von Riemann folgt fab f(z)dz = F(b) — F(a). q.e.d.

Beispiel 8.15. (i) Sei F € C((a,b)) Dann ist F' € R|xg, x| fir alle [xg,z] C (a,b)
und es gilt

xT

/ F/(t)dt = F(z) — F(xo).

Zo
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|z|*sinT  fiirx #0

0 fiir x = 0.

@ 1 @ 1
F'(z) = aﬂ sin <—) + % oS <—) .
x x x x

F(z)—F(0) 1
Wegen 7] =

F'(0) = 0. Also gibt es differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen auf einer
kompakten Teilmenge nicht beschrinkt sind und nicht riemannintegrabel sind.

(ii) Sei1<a<2undF(x):{ Dann ist F' fir x € R\ {0}

differenzierbar mit

= |z[*"tsin (2) ist f auch bei x = 0 differenzierbar und dort gilt

O

mannintegrabel. Offenbar gilt F(x) = [ f(t)dt = |z|. Also sind nicht alle Inte-
grale von riemannintegrablen Funktionen differenzierbar.

Dann ist f auf allen kompakten Intervallen rie-

Satz 8.16. Sei f € R[a,b]. Dann ist F(z) = [* f(t)dt auf x € [a,b] lipschitzstetig mit
Lipschitzkonstante L = || f||o-

y
Beweis: |F(y) — F(z)| = /f(t)dt <ly—2z| || flloo- q.e.d.

Satz 8.17. Fir f € Rla,b] ist F(x) = [ f(t)dt an allen Punkten xzo € (a,b), an
denen f stetig ist, differenzierbar mit F'(xq) = f(xo).

Beweis: Wenn f im Punkt xy € (a,b) stetig ist folgt aus den Eigenschaften des Inte-
grals (iii), dass es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass aus |z — x| < ¢ folgt

xT

F(x) = F(xo)

r — 2o

_ /(f(t)—f(xo))dt <e  qed

| — 20
zo

— f(z0)

Also sind die Integrale F(z) = [ f(t)dt aller stetigen Funktionen f € C([a,b])
differenzierbar und es gilt F'(x) = f(z) fir alle x € (a, b).

Definition 8.18. (Stammfunktion) Eine differenzierbare Funktion F mit F' = f heifit
Stammfunktion von f. Die Differenz zweier Stammfunktionen von f ist eine konstante
Funktion. Wir bezeichnen eine Stammfunktion von f als [ f(x)dz.

xa+1

Beispiel 8.19. (i) [z%dx = o

+ C fiir « # —1 und entweder « € N oder x € RT.

(ii) [idz=In|z|+C firz#0.
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(iii) [e*dz =e"+C.

(iv) [a*de = o5+ C fira e RY\ {1}.

(v) [cos(z)dx = sin(z) + C.

(vi) [sin(z)dx = —cos(z) + C.

(vii) [tan(z)dz = —In|cos(z)| + C firz & {(n+ 3)7 | n € Z}.

(viii) [cot(z)dx =In|sin(z)| + C fir x & {nx | n € Z}.

(ix) [ zdr = arctan(z) + C.

(%) [ J=sde = arcsin(a) + C fir « € [-1,1].

Satz 8.20. (Restglied der Taylorformel in Integralform) Sei f € C(la,b]) auf (a,b)
(n+1)-mal differenzierbar mit auf [a, b] stetig fortsetzbaren Ableitungen f', ..., f™ und
fOrY € Rla,b]. Dann gilt fir alle xo,x € [a, b]

m ) (g [ fot)
F0) = Tos(@) = £0) = S 5 = [ LB v
k=0 )

n!
o

Beweis: Wir definieren g(t) = 37, 7 k, D (z — )k fiir 2, t € [a,b]. Dann ist g auf (a, b)
differenzierbar mit ¢’ € R[a,b] und es gilt wie im Beweis von Satz 7.37

T T (n+1)
f(@) = T wo () = g(x) — g(20) = /g’(t)dt = / fT!(t)(x — t)"dt. qe.d.

Satz 8.21%F (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f € Rla,b|. Dann ist

b
ﬁ/f(x)dx € [inf{f(x) | z € [a,b]},sup{f(z) | = € [a,b]}]

Wenn f € C([a,b]), dann gibt es ein x¢ € (a,b) mit 7= f f(z f(zo).

Beweis:* Wegen inf{f(z) | x € [a,b]} < f < sup{f(z) | 3: € [a,b]} folgt die erste
Aussage aus der Monotonie. Wenn f stetig ist folgt fir F(x) = f * f(t)dt aus dem

Mittelwertsatz f(xg) = F'(xq) = F(I’T == fa f(z)dx mlt xo € (a ,b). q.e.d.
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8.4 Technik des Integrierens

Substitutionsregel 8.22. Sei f € C([a,b]) und ¢ : [, ] — [a,b] eine stetige auf
(o, B) differenzierbare Funktion, so dass ¢' € Rla, 5]. Dann gilt

#(8)
[ s / (Ol Ot
b()
Fir die Stammfunktionen gilt /f "(t)dt = (/ f(x)dx) ocp+C.

Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist F wegen Satz 8.17 stetig differen-
zierbar und es gilt F’ = f. Also ist (F o ¢) = (F' o ¢) - ¢/. Wegen den Eigenschaften
des Riemannintegrals (i) und (iv) ist (F' o ¢)-¢' = (fo¢)- ¢’ € R[a,b]. Dann folgt die
Aussage aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. q.e.d.

Die Voraussetzung, dass das Bild von ¢ gleich [a, b] sein muss kann abgeschwicht
werden zu der Voraussetzung, dass f auf dem Bild von ¢ definiert und stetig sein muss.

Korollar 8.23. (Transformation der Variabeln) Sei ¢ : [, 5] — [a,b] bijektiv, stetig
und auf (o, B) differenzierbar mit ¢’ € Rla, f] und f € C([a,b]). Dann gilt

b ¢1(b)
/ f(w)da = / F(6(t)@ ()t
a 6=1(a)
Also gilt /f(:c)d:c = (/ f((b(t))(b’(t)dt) op 4+ C. q.e.d.

Beispiel 8.24. (i)
ab+3

/ flat+ B)d / f(x)dx
aa+ﬁ
Insbesondere gilt fir das Restglied der Taylorformel — f(x) — T, 4, (x) =

T r(nt1) vt
— /fT@)(l‘—t)ndt: %/f”+l(xo+s(:p—xo))(l — s)"ds.
x0 0

(ii)

/R(:U, \/nax+b>da::/R(t a_b,t) gt”fldt—i—C

fir n € Nya,b € R,a # 0 und einer Funktion R(-,-) in zwei Variablen. Wir
substituieren t = Var +b = axr + b=t" — x = tna_b und dx = %ﬂdt.
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(iii)
/R (x, Va?+ 1) dx = /R(sinht, cosht) coshtdt + C
mit der Substitution x = sinht,v/x? 4+ 1 = cosht und dx = cosh tdt.
(iv)
/R (:p, Va? — 1) dx = i/R(:i: cosh t,sinht) sinh tdt + C
mit der Substitution x = + cosht, je nachdem ob x € R*. Dann gilt V22 — 1 =
sinht und dx = =+ sinh tdt.
(v)
/R (:L‘, Vv1-— x2> de = F / R(+ cost,sint)sintdt + C.
mit der Substitution x = £ cost, /1 — 22 = sint und dx = F sin tdt.
(vi)
, 1—t 2t 2dt
/R(cosx,smx)dx = /R (1 1 +t2) e +C
mit der Substition t = tan (£) ,x = 2arctan(t) und dx = ifl; , so dass gilt
1 — ¢2 2 (z) _gipn? (% ) 9 ) gin (&
t _ cos (2) s.1n2 (2) — cos(x) und t _ cos(Q)s1‘n2(2) _ sin(z)
1+t2  cos? (%) +sin® (%) 1+t%  cos? () +sin® (%)
(vii)

241 21
/R(Coshx,sinhx)dx:/R<t - ,t )@+C

2t 2t t

dt

mit der Substition t = ¢, x = In(t) und dv = .

Partielle Integration 8.25. Seien f,g € C([a,b]) auf (a,b) differenzierbar mit f', g’ €
Rla,b]. Dann gilt

Also gilt /f xr)dr = fg— /f x)dr + C.
Beweis folgt aus dem Hauptsatz der Differentialrechnung und der Leibnizregel. q.e.d.

Beispiel 8.26. (i) [In(z)dz = 2In(z) — [2idz = z(In(z) — 1) + C.
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(ii) f\/l—xde—x\/l—:cQ—i—f\/Ld:chC
—=dz+C

=xv1— 22—

1
— [V1—2%dx = & 12_9” + arcs;n(x) +C also [ V1—a?dz =3
1

(iii) [z"edr =a"e* —n [2" e dx
(iv) [z"coszdr = a"sinx —n [ 2" sinzdz.

(v) [a"sinxzdr = —a"cosz +n [ 2" cosad.

Partialbruchzerlegung 8.27. (Integration von rationalen Funktionen f(x) = ggg}

1. Faktorisierung des Nenners. In der Algebra K[x] der rellen bzw. komplexen
Polynome heifit q(x) € K[z| Teiler von p(x) € K[z|, wenn es einr(x) € K[z] mit p(z) =
q(z)r(z) gibt. Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra zerfdllt Q(x) € Clz] in ein
Produkt von Polynomen ersten Grades. R[x] ist in C|x] enthalten, und Q(x) € Clz] ist
genau dann reell, wenn es Q(x) = Q(&) erfillt. Deshalb sind die komplexen Nullstellen
von Q(x) € Rlx] entweder reell oder komplex konjugierte Paare. Insbesondere ist (x —
zo)(z — Tg) = 2% — 2R(xg)x + |xo|* € R[z]. In Rlz] zerfillt Q(z) in

CHSL’—xz H:c + pjx + ;)Y mz’tp?—4qj<0.

Wenn wir P(x) und Q(x) durch den Koeffizienten C' von Q(z) teilen, wird C' = 1.
2. Polynomdivision.

P(z)
Q(=)
schreiben als eine Summe eines komplexen Polynoms S(x) und Summanden von

der Form (7‘“)1“ wobei (x — x;)¥ Teiler von Q(z) sind und c;, € C.

Lemma 8.28. (i) Eine rationale Funktion mit komplexen Koeffizienten lifit sich

ii) Eine reelle rationale Funktion £& la t sich schreiben als eine Summe eines reellen
Q
aﬂl‘-i-bﬂ
(x24pjz+q;)t’
(x — z;)F und (2% + pjx + q;) reelle Teiler von Q(z) sind mit aji, b, ca € R.

Polynoms S(x) und Summanden von der Form (xilal;i)k und wobet

Beweis: (i) Sei z; eine k-fache Nullstele vom Nennerpolynom Q(x), d.h. Q(z) =
(x — z;)kq(x) mit q(x;) # 0. Dann hat P(z) — P((xl))q( ) bei x = x; eine Nullstelle.

Deshalb gibt es ein p(z) € Clz] mit P(z) = L&) q(x) + (x — 2;)p(z). Es folgt

q(=;)

P(z)  oeya(@) + (z—a)plz) T N p(x)

Q(z) (x — z;)lq(x) C@—w) (- w) ()
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Der Grad des Nenners von dem zweiten Summanden ist dabei um Eins kleiner als der
Grad von Q(x). Indem wir diese Formel mehrfach bei allen Nullstellen von Q(x) auf
diesen Rest anwenden erhhalten wir als letzten Summanden ein Polynom S(x).

(ii) Fiir reelle Nullstellen x; von Q(z) sind die Koeffizienten in (i) reell. Deshalb geniigt
es ein analoges Vorgehen fiir Teiler Q(x) = (2 + p;z + ¢;)'q(x) von Q(x) anzugeben,

wobet q(x) an den komplexen Nullstelen x5 = RV ”21)14% von x* + p;x + q; nicht
verschwindet. Dort verschwindet P(x) — (ax + b)q(x) genau dann, wenn

%:axm%) %:al’g—i‘b
o= (1;((511)) - I;((ff))) b=, (5511;((;5)) — T 1;((511)))
gilt. Weil P(z) und q(z) relle Koeffzienten haben, gilt P(x) = P(Z) und q(z) = q(Z).
Dann folgt (];(;11))) = ];(( 22)) aus Ty = xo. Deshalb sind a und b reell mit
o= =) b=R(Ge) + Zaa ).

Wieder gibt es ein p(z) € R[z] mit P(x) = (ax + b)q(z) + (2* + pjx + ¢;)p(x) und

P(x) ar +b p(z)

Qlz) (2> +pz+q) (22 +pir+q)tqlz)

Nach mehrmaligem Anwenden erhalten wir als Rest ein reelles Polynom S(x). q.e.d.
dx _{ln\x—xiH—C’ firk =1

3. Termweise Integration. / —
(= a

W +C sonst.

/ (ax + b)dx %ln(:c2+p:c+q)—|—(b—‘g—p)fngrqu—irC firl=1
(

x? + pxr + Q)l 2(1—1)(12fp:c+q)l T+ (b - %) f m +C sonst.

2 2x+p B

tan { —== ) +C 1=1

/m = 4q—p? arctan ( 4qp2) +(2l )
2x+ de

(lfl)(4q*p2)(3£+p$+q)l_l + (I-1)(4g—p?) f (@2 4pr+q)—1 +C 1 7& 1.

In der Polynomdivison ist es meist einfacher zuerst das Polynom S(z) zu bestimmen.
Wenn der Grad des Zihlers P(x) nicht kleiner ist als der Grad des Nenners, dann
subtrahieren wir von P(z) der Reihe nach das Produkt von solchen Monomen S;z! mit
Q(x), so dass sich jeweils der Grad der Differenz um Eins erniedrigt. Damit konnen
wir solange fortfahren, bis der Grad der Differenz niedriger ist als der von @(x). Dann
haben wir das Polynome S(z) und ein Polynom R(z) bestimmt, dessen Grad kleiner ist

als der von Q(x), so dass P(z)—S(x)Q(x) = R(z) bzw. ggg = S(z)+ ggg gilt. Weil im
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Grenzwert |z| — oo alle anderen Summanden in Lemma 8.28 und % verschwinden,
stimmt dieses Polynom S(x) mit dem aus Lemma 8.28 {iberein.

Danach betsimmt man die Koeffizienten aj;, bj; und ¢;; mit dem Ansatz

R(z) “ Gk &l a;x + by
Qx) 2 ; -z " ; ; (% + pja + ¢;)!

i

Wenn wir beide Seiten mit @(x) multiplizieren, erhalten wir eine Gleichung zwischen
2 reellen Polynomen. Durch Einsetzen von geeigneten Werten von x (Nullstellen von
Q(x)) und druch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Zahlen aj;, bj; und cy.
Beispiel 8.29. [ f(z)dz mit f(z) = & tettle=d,

1. Faktorisierung des Nenners. z* — 1= (z — 1)(x + 1)(2* + 1).

2. Polynomdivision.

209+t +at 420 —2= (20 + 1)(a* —1) +2* + 42— 1

—2x(x* — 1)

=t 42?44 —2
—(@—1)

=22 44z —1

Prdr—1=c(z+D(@*+1)+co(z—1)(2® +1) + (azx +b)(z — 1)(z + 1)

Einsetzen von v = 1 und x = —1 ergibt 4 = 4c; und —4 = —4cy also c; = 1 und co = 1.

Koeffizientenvergleich von x3 und 2° ergibt 0 = ¢ +cy +a und —1 = ¢; — ¢y — b. Dann
_ _ _ 1 1 —2z41

folgta==2,b=1und f(z) =22+ 1+ 5+ 27 + 5557 -

3. Termweise Integration.

/f(x)dx =2’ +z+In|z—1|+In|z+ 1] — In(z? + 1) + arctan(z) + C.

8.5 Uneigentliches Integral

In diesem Abschnitt erweitern wir den Begriff des Riemannintegrals auf offene und
unbeschriankte Intervalle.

Definition 8.30. Eine Funktion f heifst riemannintegrabel auf dem offenen (nicht
notwendigerweise beschrankten) Intervall (a,b) C R, wenn f auf allen kompakten
Teilintervallen riemannintegrabel ist, und wenn fir ein ¢ € (a,b) beide Grenzwerte

limg oy [ f()dt und lim,_,— fcbf(t)dt existieren.
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~ T 1\oo—1 C 1
Beispiel 8.31. (i) /—d:zc /—d T fir a# . Also ezistiert
In|z|+C fira=1

der Grenzwert hmx_,oo_ fl wwdt nur fir > 1. Dann gilt floo m%dx = ﬁ

1

1 1 —a= +C  fi 1 -

(ii) /—dx. /—dx = ¢ (a=Dazt fir a# . Dann existiert der Grenzwert
x® e In|z| 4+ C fira=1

hmmﬁohf —=dx genau dann, wenn o < 1. In diesem Fall gilt fo ; dr =
Wegen (i) folgt dann, dass fo ;a dx fiir kein o existiert.

L1 1 I R
(iii) / 1+x2d$. /1+x2dx:arctan(:p) +C. Also gilt x_l)l_rilo_’_ [, medt =5 =

hmmﬁOo Iy hEtht Dann folgt [~ —Lsdv = 7.

oo 1422

Verschiedenen Kriterien helfen zu entscheiden, ob diese Grenzwerte existieren. Hier
einige Kriterien fiir uneigentliche Integrale lim,_;_ f; f(t)dt

Cauchykriterium: lim, f f(t)dt existiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0
ein ¢ € (a,b) gibt, so dass fiir alle a < c < d < e <bgilt | [} f(z)dz| <e.

Monotoniekriterium Wenn f > 0, dann existiert lim, ., [ f(¢)dt genau dann,
wenn F(z) = [ f(t)dt auf © € (a,b) beschréinkt ist.

Majorantenkriterium Wenn f > 0 und f < g, dann existiert lim, ., [ f(¢)dt
wenn lim,_,;_ f g(t)dt existiert.

Definition 8.32. Fine Funktion f auf einem offenen (unbeschrdinkten) Intervall heifit
absolut riemannintegrabel, wenn |f| riemannintegrabel ist.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann ) fab f (:E)dx) < fab |f(x)|dx.

Alle absolut riemannintegrablen Funktionen sind also auch riemannintegrabel.

Satz 8.33. (Integralkriterium fiir Reihen) Sei f : [1,00) — RT monoton fallend mit
dem Grenzwert f(z) — 0 fir x — oo. Dann ist die Folge

- /n f(z)dz

eine monoton fallende konvergente Folge positiver Zahlen. Fiir alle m <n € N gilt

—f(m) < f(n) = f(m) < / F(w)dz < 0.
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Die Reihe (Y- f(n))nen konvergiert genau dann, wenn [ f(x)dz < co. Dann gilt:

/f dx<Zf < f(1 /f

Beweis: Fiir m < n € N sei p,,, € P[m,n| die Partition {m,m + 1,...,n}. Dann ist
offenbar $(pun, f) = S p_rir f(k) und S(pun, f) = Soper f(k). Also gilt

/f dx<Zf

Wenn wir die rechte Summe subtrahieren erhalten wir

k= m+1

n

—f(m) < f(n) =Y - S k) - / f(@)dz < 0.

k=m+1 k=m k=m-+1 m

Also ist die Folge (>, _, f f1 x)dx),en eine monoton fallende beschrénkte Folge,
die wegen dem Monotomeprmmp konverglert. Aus den oberen Ungleichungen folgt

n+1

/f dx</f dx<Zf < fa /f

Dann folgt die Aussage aus dem Majorantenkriterium. q.e.d.

Beispiel 8.34. (i) (3 5)nen ist genau dann konvergent, wenn [~ =dx existiert. Al-
so fiir s > 1. Dann qgilt

1 =1 1
< = 1
s—1 €<8) Zns s—1

n=1

Der Grenzwert heifit Riemannsche (-Funktion.

ii) Die Folge — In(n) ist eine monoton fallende konvergente Folge positiver
i k
Zahlen. Der Grenzwert v = lim,,oo(d>_y_; %) — In(n) wird Eulersche Konstante
genannt. Bis heute ist nicht bekannt, ob er rational oder irrational ist.

(iii) Wegen (i) ist die Funktion ((s) = > .~ ,n~* fir s € (1,00) konvergent. Die Folge

von Funktionen .

"1 dx

fa(s) = = |
k=1 1
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ist wegen dem vorangehenden Satz auf s € (0,00) eine monoton fallende Folge
von Funktionen. Weil die folgende Formel auch fir s =1 gilt

[ dv nt=s —1 _ exp((1—s)lnn)—1 _ i (In(n))*(1 — s)*1
k! ’

xs 1—s 1—s
1 k=1

ist das eine Folge von stetigen Funktionen auf s € RT. Wegen dem vorgangehen-
den Satz, Satz 5.27 und weil die Funktion s — m~* fiir alle m € N auf s € Rt
monoton fallend ist, konvergiert sie fir alle € > 0 auf [e,00) gleichmdfig gegen
eine stetige Funktion auf [e,00). Auf s € (1,00) ist wegen (i) der Grenzwert gleich
r dx 1

- [ 5=t -

xs s—1
1

Und fiir s =1 ist der Grenzwert gleich
i (34 %] = (S0t <+
k=1 1 k=
i 1
Also folgt lim <C(s) — —) =.
8 p—

s—14
. 1
(iv) (Z (n+1)1ns(n+1)>neN
existiert, also fir s > 1.

st genau dann konvergent, wenn f;o mdx = fl?@ #dw

[e.9]

(v) Nach Euler ist die I'-Funktion definiert durch [(x) = /ettxldt.

0

Dieses Integral ist an beiden Grenzen uneigentlich. Deshalb zerlegen wir es in
eine Summe von zwei Integralen fooo = fol + floo. Auf t € (0,1] ist der Integrand
beschrinkt durch e~ 1t~ < e='*=1 < t*=1. Deshalb konvergiert das erste Integral
firx—1> -1 <= x>0. Wegen e 't* ' = exp(—t + (z — 1)In(t)) und
weil fiir alle € > 0 im Grenzwert lim;_.o, der Ausdruck—et 4+ (x — 1) In(t) negativ
ist, konvergiert das zweite Intgeral fiir alle © € R. Also ist T'(x) fiir alle x € RT
definiert. Durch eine partielle Integration erhalten wir

R R

/ e rdt = —e 't |I=R 4 o / et lat.

€ €

Im Grenzwert ¢ — 0 und R — oo erhalten wir folgende Funktionalgleichung:
Iz +1) =al(z).
MitT(1) = [ e tdt =1 folgt induktiv T'(n) = (n — 1)!.



