Kapitel 4

Reihen

4.1 Konvergenzkriterien

Definition 4.1. Sei (a,)nen eine Folge. Dann heifst die Folge (s,)nen mit s, = Y a;
=1
die zu (an)nen gehdrende Reihe. Diese Folge bezeichnen wir mit () ay),cn-

Wenn die Reihe () ay), oy konvergiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert mit

lim Z aj= >, a, =y, a,. Analog definieren wir > a, = lim ) aj.

n—00 4 n=1 neN n=m

Belsplel 4.2. (1) Geometrische Reihe (> q") Fir g # 1 hatten wir berechnet:

neNg *
Z ¢ = =2 Dann folgt aus dem letzten Abschnitt
> 1
Fiir <1 st ( ") konvergent: "=
|q| Z 1 neNg J nZ:O E 1- q
Fiir > 1 st ( ") divergent.
= > d") . divers
Fiir reelles g > 1 ist ( ") divergent: " = 0.
q> >.d") . divery ; q

(ii) Die C-Funktion ist definiert als ((s) = Y. & der Grenzwert (wenn er existiert)
n=1
der Reihe (3 1)

neN” Zundchst ist diese Reihe nur fir alle rationalen Zahlen
s € Q definiert. Fir s =1 ist (Z n_ls)neN divergent.

Beweis: Diese Reihe ist monoton wachsend. Also ist nur die Frage, ob sie beschrankt

1 1 1 1
ist oder nicht. Fiir alle n € N gilt aber + +...+ > 2 Also
n+1l n+2 n+n~— 2n 2
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2m
1
sind fiir alle n € Ny jeweils die Summen Z =1+ Z Z 3 > 1+ g q.e.d.
j= 1 m=1 j=2m—-141
(iii) Fiir alle k € N ist die Reihe (Z m)%N konvergent und es gilt
; sy Rl
Beweis:
> = Yk
nzlnn+1 (n+ k) “~kn(n+1)---(n+k)
1 (& 1 sy 1
B E(Zn ~(n+k—1)_Z (n—l—k—l))
n=1 =
11 1
O kE\E (m+1)-(m+k)
1
Die Folge — konvergiert aber gegen Null. q.e.d.

(m+1)---(m+ k)
Wir wenden das Cauchykrlterlum und das Monotonieprinzip auf Reihen an.

Satz 4.3. (Cauchykriterium fiir Reihen) Die Reihe (Y ay,)

m
> a;

j=n

nen konvergiert genau dann,

wenn es fir jedes e > 0 ein N gibt, so dass < € fiir allem >n > N gilt.q.e.d.

Satz 4.4. (Monotonieprinzip fir Reihen) Sei (an)nen eine Folge von nicht negativen
Zahlen. Dann konvergiert die Rezhe > an)neN genau dann, wenn sie beschrdinkt ist.

Fiir den Grenzwert gilt dann Z G, = sup Z Q. q.e.d.

o 7n€N

Definition 4.5. (absolut konvergent) Die Rezhe (D° an),en heift absolut konvergent,
wenn die Reihe () |an|), ey konvergiert.

Satz 4.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Und es gilt

oo oo
> <3l
n=1 n=1

< Z |la;| fiir alle m > n. Also ist

m
D

j=n

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt

j=n

die Reihe einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchyfolge und konvergiert. Insbe-

sondere gilt fiir alle m € N auch Z a,| < Z |a,,|. Dann erfiillen auch die Grenzwerte
n=1 n=1

Zan < Z |an]. q.e.d.

n=1 n=1
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Aus dem Monotonie-Prinzip und Satz 3.5 folgt das

Satz 4.7. (Majoranten Kriterium) Die Folgen von nicht negativen Zahlen (an)nen
und (by)nen erfillen b, < a, fir alle n € N.

(i) Wenn auflerdem (D an)nen konvergiert, dann konvergiert auch (3 b,)nen

(i) Wenn auflerdem (3 by )nen divergiert, dann gilt > b, => 7 a, = co. q.e.d.

n=1

Beispiel 4.8. Fir alle n,k € N st (n—l—li)’“rl < n“.(:ﬁk

von (Y m) auch die Konvergenz von (3 = )nen.

7 Also folgt aus der Konvergenz

Satz 4.9. (Wurzeltest) Sei (a,)nen eine Folge und sei o = lim{/|a,,].
(i) Falls o < 1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

(ii) Falls a > 1, dann divergieren () ay), ey und (3 |an|)

neN"

Im Fall lim {/|a,| = 1 kann die Reihe (3" a,), o sowohl konvergent als auch diver-
gent sein. So ist z.B. lim { % =1= lim {/ # Aber die Reihe (Z %)neN ist divergent,

wahrend die Reihe (Z #)%N konvergent ist.

Beweis: (i) Sei a < 1. Dann gibt es fiir jedes @ < § < 1 aufgrund von Satz 3.21 (i)
ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt {/|a,| < 8 < |a,| < " Weil aber (> 6")
konvergiert, ist auch (_ a,), oy absolut konvergent.

(i) Sei @ > 1. Dann gibt es wieder aufgrund von Satz 3.21 (i) unendlich viele {/]a,| >
1. Also kann die Folge (|a,|)neny nicht gegen Null konvergieren. Dann sind Reihen
(D= an) ey und (3 |an|), ey keine Cauchyfolgen, also divergent. q.e.d.

neN

Satz 4.10. (Ezponentialfunktion:) Fir alle x € K definieren wir
(@) K—K, zw— ()—ix—n—wix—n
exp(z) : , xr—exp(zr) = 70n!_ Dy

Aufgrund des Beispiels (v) im letzten Kapitel ist lim Vnl = co. Also gilt auch

n—oo

n
lim 4 M = lim 2]

Deshalb konvergiert die Reihe (Z z

n! )nGNo

0.

absolut.

Satz 4.11. (Quotiententest) Sei (an)nen eine Folge in K\ {0} und sei a = lim

an+1
an

(i) Falls a <1, dann konvergiert (Y an), oy absolut.
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(ii) Falls es ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
divergieren (3 an),en und (3 an]),en-
a, +1

Ant-1
an

> 1 erfiillen, dann

Beweis: (i) Wegen lim {/|a,| < lim (Satz 3.25) folgt (i) aus dem Wurzeltest.

n

Gp41 ap AN +1

ii) Aus
( ) ap, Ap—1

N
|an| keine Nullfolge und die Reihen (3 ay),, oy und (3 |as|)

An+1
an

= n+l| — : = . i
> 1 folgt |an1| lan| > |an| > 0. Also ist

nen divergent. q.e.d.

Satz 4.12. (Cauchy’s Verdichtungssatz) Sei (ay,)nen €ine nicht negative monoton fal-
lende Folge. Dann konvergiert (3 an), oy genaw dann, wenn (3 2"agn), .y konvergiert.

Beweis: Fir alle n € N sei s, = ﬁ: a; und t, = 2”: 2/a,;. Wegen der Monotonie von
(ay)ners gilt fiir alle j € N: - =
Qi 4 Qi1+ o Agivi 1 < P ag < 2(a9i-141 F Qo149 + ...+ ay)
und fiir 7 = 0 gilt: a; < a1 < 2a;. Deshalb gilt fiir alle n € N
0 < son+1_7 < t, < 259n.

Also ist die Beschrianktheit von der Folge (t,,),en dquivalent zu der von (S, )nen-q-€.d.
Die Reihe (3 &) oy it fiir s € Q '\ {0} genau dann konvergent, wenn die Reihe

(Z (22:)s)neN0 = (220 L

konvergent ist, also fiir s > 1. = Fiir alle s € Q mit s > 1 ist ((s) wohl definiert.

Satz 4.13. (Alternierende Reihe von Leibniz) Sei (an)nen, eine monoton fallende
Nullfolge. Dann konvergiert (3 _(—1)"an),,cx,

Beweis: Wegen dem Monotonieprinzip sind die Glieder einer monoton fallenden Null-

folge nicht negativ. Sei s, = Y. (—1)™a,, fiir alle n € Ny. Aus der Monotonie folgt:

m=0

§1 <583 < 0 S S S S8 S S So S S

Also ist die Folge (s95,41)nen, monoton wachsend und beschréankt und (sg;,)nen, mono-
ton fallend und beschrankt. Dann konvergieren aber beide Folgen und es gilt

lim sg, — lim 89,11 = — lim (=1)*""ay, 1 = lim ag,1 =0
Also konvergiert die Reihe (3 (—1)"an), ey q.e.d.

Also ist Y 07, (—i)" konvergent, aber nicht absolut konvergent, weil 72 | & = oco.
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4.2 Dezimalbruchdarstellung von reellen Zahlen

Als Ziffern wahlen wir Z = {0,1,...,9} (bzw. {0,1,...,p—1}). Sei (25, )nen €ine Folge
mit Werten in Z. Definiere die entsprechende Zahlenfolge (3 #y),,ey mit @, = 2% fiir
alle n € N. Dann ist () x,), .y nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent,
weil lim {/E% = L (hm Yp — 1) = L Also definiert x = Z x,, eine reelle Zahl. Sei

E P’
n—o0 n—00 =1

jetzt M die Menge aller Folgen M = {(z,)nen|(2n)nen konvergiert nicht gegen p — 1}.

Dann ist die Abbildung M — [0,1), (z)nen — > 2 surjektiv und injektiv.
n=0

Bemerkung 4.14. Wir kénnen auch fordern, dass (z,)nen nicht gegen Null konver-
giert. Reellen Zahlen, deren Ziffernfolge gegen O konvergiert haben auch eine Dezimal-

bruchdarstellung, deren Ziffernfolge gegen 9 konvergiert, z.B. % =0,500...=0,499....

Surjektiv: Seiz € [0, 1). Dann definieren wir (z,),en induktiv, so dass fiir jedes n € N

n—1 n—1
Zn Zm  an +1 zm zn+1 Zm
L<p-) =2 = — + +> —
n - 1 o0 .
gilt. Dann folgt aber auch 0 < x — Z Zm < —. Also gilt Z g Weil
m=1 pm p" n=1 p”
-1 -1 1
Z p P = — fiir alle n € N gilt, gilt auch lim z, #p— 1.
—1 pn+1 (1 o %) p" n—oo

Injektiv: Seien (z,)neny und (wy,)nen zwei Ziffernfolgen, mit Z z_z = Z w_: Sei also

p p
n=1 n=1
n € N der kleinste Index, so dass z, # w,. Aus
—  |zm — wal wm\ p—1 p—ls= 1 p—-1 1 1
Z Z et 1Z]Q_m_pn+11_l_ﬁ’
m=n+1 m=n+1 m=0 p

folgt |z, — w,| < 1. Sei also z, = w, + 1. Fiir alle m > n gilt dann w,, — z,, =
p—1= 2, =0und w,, =p—1= lim w,, =p—1und (w,)nen € M.q.e.d.

m—00

4.3 Addition, Multiplikation, Umordnung

Aus dem Satz 3.5 folgt
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Satz 4.15. (Rechenregeln fir Reihen) Die Reihen (Y an),cy und (D bn),cn Seien
konvergent, dann konvergieren auch die Reihen

(>(an+b0) und (> )\an)nEN fiir alle € K. qed.

neN
Definition 4.16. Fiir gegebene Reihen (3 an),cy, und (3 bn),en, heift die Reihe

(22 Cn)pen, Mit ¢ = Y agbn_y. fiir n € Ny das (Cauchy-)Produkt der beiden Reihen.
k=0

Diese Definition kommt von den Potenzreihen, die wir spéter kennenlernen werden.
Das Produkt der beiden Potenzreihen (3 a,2"), oy, und (3 0,2"), o, ist dann die
Potenzreihe () ¢,2"), cy,, d-h. wir haben alle Summanden des Produktes mit gleichen
Potenzen zusammengefasst.

Satz 4.17. (Konvergenz des Produktes) Wenn die Reihe () an), ey, absolut konvergiert
und die Reihe (3 bn),cy, konvergiert, dann konvergiert das Produkt () cn),en, der

beiden Reihen. Wenn auch (3 by),cy, absolut konvergiert, dann auch (3 cn), e, -

Beweis: Mit ¢,, = E apbn_p, A E ay, B, = E b, und C,, = E ¢, fiir n € Ny gilt
k=0 k=0 k=0
Cn = CLQbO + (CLle + Cle(]) + ...+ (CLan + ...+ anbo)
= a,an -+ aan_l + ...+ (lnBQ
= aO(B_ﬁn)+a1(B_ﬁn—l)++a'n(B_BO)

Hierbei ist B = lim B, = Z b, und 3, =B — B, = Z bi. Daraus ergibt sich

n—0oo n=0 k=n+1
Cn = An -B — (Q'Oﬁn + aflﬁn—l + ...+ a'nﬁO)-
Also gilt lim,,_,., C,, = lim,,_,o, A, B, wenn a¢(, + ... + a,0p im Grenzwert n — oo
gegen Null konvergiert. Aufgrund der Voraussetzungen gibt es «, 3 > 0, so dass

n

1Bl < B und Z|ak|§04

k=0

fiir alle n € Ny gilt. Fiir alle € > 0 gibt es natiirliche Zahlen N M, so dass |3,| < 5=
— 1

ZNB

laofn + ...+ anfol < aoBn + ...+ an-nBn| + |an-Nt18nv-1 + ... + anfo|
n—N

jag] + NB - < e.

< ING =

€
2a
k=0
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Also konvergiert (_ cn)nen, gegen das Produkt der Gernzwerte von (3 ay), oy, und
(2_ bn)pen, Wenn beide konvergieren und eine absolut konvergiert. Wenn beide Reihen
absolut konvergieren, dann gilt fiir alle N € Ny

ém < (f}u) (nﬁjow) < (f}u) <§|bn|).

Also ist dann das Produkt absolut konvergent. q.e.d.

Beispiel 4.18. Das Quadrat der Reihe (Z (71}:1) st nicht konvergent, obwohl
n€eNg

die Reihe als Beispiel einer alternierenden Rethe nach Leibniz konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert. Die Koeffizienten des Quadrates sind gegeben durch:

S s Y e
\/k+1\/n—k+1 ~VE+1vn—k+1

u 1 ~ 1
Es qilt aber > = 1. Also ist das Quadrat der
g kZ%\/k:+1\/n—k‘+1_k0\/n+1\/n+1 ¢
Reihe keine Cauchyfolge. q.e.d.

Satz 4.19. (Eigenschaften der Exponentialfunktion)
(i) fir alle x,y € K gilt exp(x + y) = exp(z) exp(y).
(i) Fir alle z € K ist exp(x) # 0 und fir alle x € R sogar exp(x) > 0.

(iii) Fir alle x € R und alle r € Q ist exp(rx) = (exp(z)").

(iv) Fir alle v € C ist exp(Z) = exp(x).
(V) Fir alle x € R ist | exp(ux)| = 1.

Die Zahl exp(1) wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet. Wegen (iii) gilt dann
fir alle r € Q: exp(r) =exp(r-1) =€". Deshalb schreiben wir auch e® fir exp(zx).

Beweis: (i) Wir hatten schon gesehen, dass die Reihe exp(z) = Y %; fiir alle z € K

n=0
absolut konvergiert. Dann ist das Produkt von exp(z) - exp(y) = > "> p_ k'IZnn kl;
Wegen der Binomischen Formel gilt

~ afy konk _ (@+Y)"
:Ok!(n— ! n'z<) nl
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Dann folgt exp(z) exp(y Z (z+ y = exp(z + ).

(ii) Wegen (i) gilt exp(z) exp(— ZL‘) Also besitzt exp(z) fiir alle € K ein Inverses
und ist ungleich Null. Wegen (i) gilt ex p( ) = (exp (%))2 > 0 fiir alle z € R.

(iii) Offenbar ist fiir alle n € N;m € Z (exp( )" = exp(z - m) = (exp(x))™. Also
gilt auch wegen (ii) exp (22) = (exp(z))=.

(iv) exp(z) = > L = 3 0 = exp(x) wegen Satz 4.15.
n=0 n=0
(v) Fiir z € R gilt exp(ux)exp(1z) = exp (1) exp(—uz) = 1. q.e.d.

Wir kénnen jetzt fiir jede Zahl y > 0, fiir die es ein x € R gibt, so dass y = exp(z)
gilt, und fiir jedes z € R die Zahl y* = exp(zx) definieren. Wir werden spéter sehen,
dass wir so fiir alle y > 0 und alle z € R y* definieren kénnen.

Definition 4.20. (Umordnen von Reihen) Sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung
von den natirlichen Zahlen auf sich selber. Dann heifit die Reihe (Z aT("))neN eine
Umordnung der Reihe (3 ay)

neN-

Analog konnten wir auch die Umordnung von Folgen bilden. Letztere sind aber
weniger interessant, weil jede Umordnung einer konvergenten Folge wieder gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert (Ubungsaufgabe). Dagegen gilt dies bei Reihen nicht.

Satz 4.21. Konvergiert eine Reihe (Y an), oy absolut, so konvergiert auch jede Um-

ordnung (Z aT("))neN absolut. In diesem Fall gilt Z ap = Z Ar(n)
n=1 =

Beweis: Sei also 7 eine gegebene bijektive Abbildung 7 : N — N. Wenn (3 a,),,cn
absolut konvergent, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N; so dass fiir alle N <n <m

gilt: 3 |ax| < e. Dann gibt es auch ein M = max7![{1,..., N}] € N, so dass fiir alle
k=n
n > M gilt 7(n) > N. Dann folgt fiir alle m > n > M

max 7[{n,n+1,...,m}]

Z }aT(k)‘ < Z lax| < e.
k=n

k=min7[{n,n+1,...,m}]

Also ist (Z |ar () |)neN eine Cauchyfolge und die Umordnung konvergiert sogar absolut.
Mit denselben N und M in Abhéngigkeit von € > 0 gilt fiir alle n > N and m > M

n
Qr(k) — E Qg
=1 k=1

n

< > ] + > ]

ker[{1,...m}\{1,...N} k=N+1
k=max7[{1,....m}\{1,...,N} n

< > larl + > lax| < 2e.

k=min7[{1,....,m}\{1,....,N} k=N+1
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Also konvergiert () a-(n))nen gegen den gleichen Grenzwert wie (D ap)nen.  q.e.d.

Satz 4.22. (Riemann) Sei (Y an), oy €ine konvergente reelle Reihe, die nicht absolut
konvergiert, und o < 3 zwei reelle Zahlen. Dann gibt es eine Umordnung (E aT(n))neN,
die als Reihe beschrdnkt ist und fiir die o der Limes inferior der Reihe ist und (3 der
Limes superior. Wenn o # (3 konvergiert die Reihe also nicht.

Beweis: Weil (Y a,),,oy konvergiert, ist die Folge (ay,)nen eine Nullfolge. Wir betrach-
ten im Folgenden die beiden Teilfolgen aller nichtnegativen Elemente (b,,),en und aller
negativen Elemente (¢, )nen. Weil (D7 a,,)nen nicht absolut konvergiert, und (> 2b,, )nen
genau dann konvergiert, wenn (> a,+|an|)nen konvergiert, bzw. (> 2¢,,)nen ganu dann
konvergiert, wenn () a, — |a,|)nen konvergiert, konvergieren die beiden monotonen
Reihen (3 b,)neny und (D ¢,)nen nicht und sind auch nicht beschrankt.

Wir setzen die umgeordnete Folge (ar(n))nen abwechselnd jeweils der Reihe nach
aus den Folgen (b,),eny und (¢,)neny zusammen. Wenn die Summe aller bisherigen Fol-
genglieder grofler ist als 3, dann fahren wir solange mit Folgengliedern aus ¢, fort, bis
die Summe kleiner als « ist. Wenn die Summe aller bisherigen Folgenglieder kleiner als
« ist, dann fahren wir solange mit Folgengliedern aus b, fort, bis die Summe grofler als
[ ist. Wenn 0 € [« (] starten wir mit Folgengliedern aus b,,, bis die Summe grofer als /3
ist. Fiir jedes € > 0 gibt es nur endlich viele Glieder von (a,),en, deren Absolutbetrag
nicht kleiner als € ist. Deshalb gibt es ein N € N, so dass die Summen Zk L Gr(ry flir
allen > N in (a—¢, 3+ ¢€) liegen. Es gibt unendich viele Glieder von (3= ar(n) )neN die
kleiner als « sind und unendlich viele, die grofler als § sind. Die umgeordnete Reihe

(E aT("))neN hat also als Limes inferior o und als Limes superior [. q.e.d.
Weil fiir jedes € > 0 und 2 € [a, 5] unendlich viele Glieder von (3 aT("))neN in
(x — €, + €) liegen, ist die Menge der Haufungspunkte dieser Reihe gleich [« 3].

Definition 4.23. Sei (a,)en, eine Folge, dann heifit (3 ana™), oy, die entsprechende
Potenzreihe mit Koeffizienten (ay)nen, -

Aus dem Wurzeltest folgt sofort

Satz 4.24. (Konvergenzradius von Potenzreihen) Seien (an)nen, die Koeffizienten der
Potenzreihe (3 ant™), oy, und sei @ = lim{/|a,| und R = = (R = 0 fiir « = oo und
R = oo fir o =0).

(i) Fir |x| < R konvergiert (> apx™ absolut.

)nENO

(i) Fir |z| > R divergiert (3 a,z™)

n€eNg*

Wenn o < oo definiert folgende Reihe also eine Potenzreihenfunktion

f: {zeK]||z|] <R} =K, xHZanx". q.e.d.

n=0
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— " — /1 1
Beispiel 4.25. (i) exp(x) = E —, a=lim{/ —=—"—""==0= R=00.
| | ; n
M nt o lim,_e V0!

(ii) (Zx") alsoa =lm¥v1=1= R=1. Fir |z| <1 gilt 3 2" =
n€Np n=0

" — .1 1
(111) (Z ;)neN also « :hm\/;: m =1= R: 1.

Fiir |x| < 1 ist die Potenzreihe also konvergent, aber fir x =1 divergent und fir

x = —1 konvergent (alternierende Reihe von Leibniz).
2" — [ 1 ?
(IV) <Z ﬁ)nEN also o = lim ﬁ = <m) =1=— R=1.

Fiir |z| <1 also konvergent und fir |z| > 1 divergent.
Satz 4.26. (Figenschaften von Potenzreihenfunktionen)

(i) Seien (3 anx"), oy, und (3 bya™), oy, Potenzreihen mit Konvergenzradius Ry bzw.
Ry. Dann konvergieren fir |x| < min{Ry, Ry} die Summe (3 (an + bn)2"),cn,
und das Cauchy-Produkt () c,x™), oy der beiden Potenzreihen und es gilt

i(an +b,)z" = i a,x" + i b,x"™ und i '’ = (i anx"> <i bnx"> )
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

oo
> apa™

n=0

(ii) Firr < Ry gibt es ein M(r) € R, so dass < M(r) fir alle |x| < r gilt.

(iii) Firr < Ry und fir alle e > 0 gibt es ein N € N, so dass fir alle |x| < r gilt

[e’s) N
E anx" — g anx"

< €.

(iv) Firr < Ry gibt es ein L(r) € RY, so dass fir alle x,y mit |z| < r und |y] <r

gilt
Z a,x" — Z any"| <

n=0

L(r)|z =yl

Beweis: (i) Folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen und der Konvergenz des Cauchy

Produktes.
>0

n=0

o0

Zan|r =M(r) < oco.

n=0

(i) Fir |z| < r gilt
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(iii) Weil die Reihe "7 |a,|r™ absolut konvergiert gibt es fiir jedes e > 0 ein N € N,
so dass >~ |a,|r™ < e gilt. Dann folgt fur |z| <r

00 N-1 00
E anx" — g ap x| < g la,|r" < e.
n=0 n=0 n=N

(iv) (2" —y") = (z —y)(@" "+ 2"y + . 4 ay" P ") Fir |z] <rund [y <7
folgt also |z — y"| < |x — y|nr"~'. Weil aber gilt

Tim /nan] = Tmn - /]an] = (nm \/ﬁ)m lan] = Tm /Jan)],
n—oo

haben die Reihen (3 a,2™), ¢, und (37 - apaz™ )
Also gilt fir |z| < rund |y| <7

o [o.¢]
E anx" — g any”
n=0 n=0

nen, den gleichen Konvergenzradius.

00 S
<Y aw] 2" =y <z =yl lan] -
n=0 n=1

Wihle also L(r) = Y nla,|r"! < co. q.e.d.

n=1

Satz 4.27. (Identitissatz fiir Potenzreihenfunktionen)

(i) Sei Y > a,x" eine Potenzrethe mit Konvergenzradius R > 0, die nicht identisch
verschwindet, dann gibt es ein 0 < r < R, so dass die Potenzreihenfunktion in
{z € K| |z| < r} hichstens endlich viele Nullstellen x1,...,xy hat.

(ii) Sei Y > anx™ eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0. Fiir alle
xo mit |zo| < R und alle n € Ny konvergiert b, = ;- (":k)anJrkx’g. Auflerdem
ist der Konvergenzradius der Potenzrethenfunktion Y~ b,a™ nicht kleiner als
R — |xo| und fir alle |x| < R —|z|o gilt auch Y " byx™ =" an(x + z0)".

(iii) Seien >~ anx™ und Y .~ b,a™ zwei Potenzreihenfunktionen, deren Konvergenz-
radien gréfler sind alsr > 0. Falls {x € K| |x| < r} unendliche viele verschiedene
Elemente enthdlt, an denen die beiden Potenzreihenfunktionen tibereinstimmen,
dann gilt a,, = b, fir alle n € Ny, d.h. sie stimmen als Potenzreihen tiberein.

Beweis: (i) Sei N € Nj der kleinste Index, so dass ay # 0. Wenn alle anderen
Koeffizienten (a,,),>ny verschwinden, hat die Potenzreihe nur Nullstellen bei z = 0.
Andernfalls gilt fiir ein 0 < 7 < R und alle |z| <7

o0 o0 o0
Zan:p" —ayrV| < Z la,| - |z|" < |x|N+1 (Z |an+N+1|T"> )
n=0

n=N+1 n=0
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Also gilt fiir alle Nullstellen x,, der Potenzreihenfunktionen

o
law] - |2l < fam] ¥ (Z \an+N+1\T"> :

n=0

Wenn |z,,| # 0 ist folgt daraus 0 < |an| < |2m|(D0,—¢ |ansn11|r™). Also hat die
Potenzreihenfunktion keine Nullstelle in

o -1
{:p € K| 0< |z|] <min {r, lan| (ano |ansni1|r ) } } :
(ii) Fiir xp = 0 trivial. Sei 0 < |x¢| = r < R. Dann ist fiir alle 0 < s < R —r die Reihe
S 9 WA HEER

absolut summierbar. Dann gilt fiir alle m = n — k € Ny auch:

s™ i | sk (m: k) rk < i Zn: || (Z)Tks"_k < 00.
k=0

n=0 k=0

Fiir alle m = n — k € Ny konvergiert also b, = > Gk (m,':k) zg'. Und es gilt
k=0

M 00 0 N
Z smz [ (ml—: k)rk < ZZ || (Z)'r’"—ksk < 00

m=0 k=0 n=0 k=0

fiir alle M € Ny. Also ist auch Z by |s™ < Z |an|(r + )" < oo.
m=0 n=0

Also ist Y~ by,a™ fiir alle |z| < R — r konvergent, und der Konvergenzradius nicht
kleiner als R —r = R — |x¢|. Fiir |z| < R — |zo| und alle M, K € Nj gilt dann

M K m+ /{} M+K M+K
S a i et - X et Y lanllel + ol
m=0 k=0 n=0 n=min{M,K}

Also folgt im Grenzwert K — oo

M o)
Z byx™ — Z an(x + x0)"
m=0 n=0

oo
< fal(fe] +laol)" < o0
n=M

und im Grenzwert M — oo auch Z bx™ — Z an(x + )" = 0.
n=0 n=0
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(iii) Sei (2, )men eine Folge von paarweise verschiedenen Nullstellen der Potenzreihen-
funktion z — Y ((a, —b,)z" in {x € K| |z| < r}. Dann hat die Folge (2,,)men einen
Haufungspunkt zy mit |zo| < 7, und in jeder e-Umgebung von xq gibt es unendlich viele
verschiedene Folgenglieder. Sei R das Minimum der Konvergenzradien von (> ay)nen,
und (> by,)nen,- Dann hat aufgrund der Voraussetzung und wegen (ii) die Potenzreihe
Yo o(an—by)(y+xo)™, als Potenzreihe in y mindestens den Konvergenzradius R—r > 0,
und fiir alle 0 < € < R — r unendlich viele Nullstellen auf {y € C | |y| < €}. Also ver-
schwindet wegen (i) diese Potenzreihe in y identisch. Dann stimmen wegen (ii) die bei-
den Potenzreihen Y ja,z™ und >~ b,z" auf dem Gebiet {z € K | [z —zo| < R—1}
iiberein. Also gibt es eine Folge (Zy,),,.y von paarweise verschiedenen Nullstellen von
z Y 2 (a, —by)x", die gegen ein T mit |Zo| = max{r — (R—r),0} < r konvergiert.
Dabei ist R—|Zo| > R—r. Sei 2~ < N € N. Indem wir die beiden Potenzreihe immer
wieder an einer Stelle mit minimalem Radius in dem Bereich entwickeln, in dem wir
schon die Gleichheit beider Potenzreihen gezeigt haben, erhalten wir nach héchstens N
Schritten, dass beide Potenzreihen auf einer Nullfoge iibereinstimmen. Wegen (i) sind

dann die beiden Potenzreihen (> a,2")nen, und (3 b,2™)pnen, identisch. q.e.d.

4.4 Sinus und Cosinus

Definition 4.28. Fiir alle x € K sei

_ _exp(wr) — exp(—wr)
sin(z) = 5

_ exp(1x) + exp(—wx)

cos(z) 5

Also gilt fiir reelle x  cos(z) = R(exp(ez)) sin(x) = I(exp(ex))
und fir alle z € K die Eulersche Formel:  exp(iwx) = cos(x) + ¢sin(z).
AuBlerdem gilt fiir alle z € K

exp(2wx) + 2 + exp(—2wr)  exp(2wr) — 2 + exp(—2wx)
4 4
cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(x).

cos?(z) + sin®(z) =

=1,

Satz 4.29. (Additionstheorem) Fiir alle x,y € K gilt:

cos(r +y) = cos(x)cos(y) — sin(zx)sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(z) sin(y)

Beweis: exp(1(z + y)) = exp(1x) exp(wy).

cos(x +y) + esin(x + y) = (cos(x) + vsin(x))(cos(y) + 2sin(y))
= cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) + 2(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)).
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Ersetzen wir x und y durch —z und —y und benutzen cos(—x) = cos(z) und sin(—x) =
—sin(x), dann erhalten wir

cos(z +y) —esin(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin y — 2(sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)).
Die Summe und die Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt

cos(z +vy) = cos(z)cos(y)— sin(z)sin(y)
sin(z +y) = sin(x)cos(y) + cos(z) sin(y). q.e.d.

Durch Einsetzen von (z,y) und (z, —y) erhalten wir fiir alle z,y € K

cos(x +y) +cos(z —y) = 2cos(x)cos(y)
cos(r —y) —cos(x +y) = 2sin(zx)sin(y)
sin(z +y) +sin(z —y) = 2sin(z) cos(y)

Satz 4.30. (Potenzreihen von Sinus und Cosinus)

sin(x Z 2k:+1)

2k)!
0 k=0

o
cos(z) =
ke

Beweis: Weil > = —1 gilt fiir alle & € Np o2 = (=1)F und 2*™1 = o(—1)*. Also gilt
auch fiir alle z € K:

cos(z) = exp(ur) + exp(—wx) _ i% ((w:')" N (—z:c)") _ i(—l)k 22k

2

sin(r) — exp(1z) — exp(—uz) _ il ((z:c)" B (—z:c)") _ - (—1)" p2ktl
! ! |

21



