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Kapitel 1

Mengen und Abbildungen

1.1 Mengen

Georg Cantor(1845-1918) hat den Begriff der Menge definiert als ,eine Zusammen-
fassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen®. Diese Objekte werden Elemente der Menge
genannt. Um ein Objekt a als Element der Menge A zu kennzeichnen, schreiben wir
a € A. Ist a dagegen kein Element der Menge A, so schreiben wir a & A.

Wir konnen Mengen dadurch beschreiben, dass wir alle ihre Elemente angeben, also
z.B. ist

A= {a}

die Menge, die nur das Element a enthélt und B
B ={a,b,c}

die Menge, die drei Elemente a,b und ¢ enthélt. Dabei kann auch ein Element einer
Menge wieder eine Menge sein:

C ={a{a}}.
M = {z € X | z hat die Eigenschaft p} oder nur M = {z | z hat die Eigenschaft p}

bezeichnet die Menge aller Elemente x (von der Menge X)), die die Eigenschaft p haben.!
A ist eine Teilmenge von B, wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind.
In Symbolen A C B.

Bei dieser Beschreibung muss man allerdings Vorsicht walten lassen, um die Russellsche Antinomie
zu vermeiden. Lat man ndmlich die Menge aller Mengen zu, die sich nicht selbst als Element enthalten,
so wird nicht entscheidbar, ob diese Menge sich selbst als Element enthélt oder nicht. Als Ausweg
wird in der axiomatischen Mengenlehre die Frage, ob eine Menge Element einer Menge ist, nicht in
allen Fillen als sinnvoll zugelassen.
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1.2 Operationen von Mengen

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge A U B aller Elemente, die in
mindestens einer der beiden Mengen A und B enthalten sind. Der Durchschnitt zweier
Mengen A und B ist die Menge A N B aller Elemente, die sowohl Element von A als
auch Element von B sind. Die Differenzmenge A\ B ist die Menge aller Elemente von
A, die nicht Element von B sind. Das kartesische Produkt der Mengen A und B ist die
Menge aller geordneten Paare (a,b) von Elementen von A und B.

Ax B={(a,b)|a€ Aund b€ B}

Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M. Dabei
ist die leere Menge () stets ein Element der Potenzmenge.
z.B. P({a,{a}}) = {0,{a},{{a}} {a, {a}}}.

Wenn wir nur Teilmengen einer vorgegebenen Menge M betrachten, dann wird fiir
eine solche Menge A € P(M) die Menge M\ A auch als das Komplement A€ bezeichnet.
Diese Operationen erfiillen die folgenden Regeln:

(Idempotenz) AUA=A ANA=A
(Kommutativitét) AUB=BUA ANB=BnNA
(Assoziativitit) AN(BNC)=(ANnB)NC AU(BUC)=(AUuB)UC
(Distributivitdt) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(de Morgan) (AN B) = A°U B° (AUB) = A°NB°
ACAUB ANBCA
Aud=A ANP=10
A\NA=10 A\D=A
(A9)°=A AC B+ B°C A°
(AC Bund B C A) = A=2EB
AuB=2_B — ACB
ANB=A = ACB
(ACcCund B C C) — (AUB) CC
(CcAund C C B) = Cc(ANB)

AxDP=0xA=0

(AxC)U(BxC)=(AUB)xC (AxC)N(BxC)=(ANB) x C.
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1.3 Relationen

Als Relationen auf einer Menge bezeichnet man Aussagen iiber mehrere Elemente der
Menge, die entweder wahr oder falsch sind. Wir wollen hier nur Aussagen iiber zwei
Elemente einer Menge A betrachten. Jede solche Relation beschreiben wir durch eine
Teilmenge R aller geordneten Paare in A x A, in der wir alle die Paare zusammenfassen,
fiir die die Aussage der Relation wahr ist. Wir sagen dann, dass (a,b) € A x A diese
Relation erfiillt, wenn (a,b) zu der Teilmenge R gehort. Andernfalls erfiillt (a,b) die
Relation nicht. Wir fiithren jetzt folgende Eigenschaften einer Relation ein:

Reflexivitét: fiir alle a € A erfiillt (a,a) die Relation.
Symmetrie: falls (a,b) die Relation erfiillt, dann auch (b, a).

Transitivitat: falls (a,b) und (b, c) die Relation erfiillen, dann auch (a, c).

Definition 1.1. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

Eine Aquivalenzrelation definiert dann sogenannte Aquivalenzklassen. Fiir jedes
a € A ist die Aquivalenzklasse [a] von a die Teilmengen aller Elemente b € A, so
dass (a,b) die Relation erfiillt. Die Transitivitdt impliziert, dass fiir jedes Element
b € [a] die entsprechende Aquivalenzklasse [b] eine Teilmenge von [a] ist. Wenn zwei
Aquivalenzklassen [a] und [b] beide ein Element ¢ € A enthalten, dann sind wegen der
Symmetrie sowohl a als auch b in [¢] enthalten. Also ist [a] C [¢] C [a] und [b] C [¢] C [b].
Damit gilt [a] = [c] = [b]. Also sind zwei Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder
gleich. Wegen der Reflexivitit ist jedes Element in einer Aquivalenzklasse enthalten.
Also zerfillt A in eine disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen, d.h. jedes Element
von A gehort zu genau einer Aquivalenzklasse.

1.4 Abbildungen

Eine Abbildung f : X — Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x von X
genau ein Element f(x) aus Y zuordnet:

fiX =Y, xe f(a)

Die Menge X der Argumente wird Definitionsbereich genannt und die Menge Y, in
denen die Abbilde liegen, Wertebereich. Das Bild ist die Teilmenge aller Elemente y
des Wertebereichs Y, die Abbild eines Arguments in X sind:

Bild f[X]={y €Y | 3z € X mit f(x) =y}. I steht fiir “es gibt (mindestens) ein”
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Definition 1.2. Eine Abbildung f: X —Y, x> f(z) heifst

(i) injektiv, wenn je zwei verschiedene Elemente x,x" € X auch auf verschiedene Ele-
mente von Y abgebildet werden:

Vo, 2" € X folgt aus x # 2’ auch f(x) # f(2'). ¥ steht fir “fiir alle”

(ii) surjektiv, wenn das Bild von f der ganze Wertebereich Y ist.

VyeY 3dxe X mit f(z)=y.

(iii) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Fiir jede Teilmenge B C Y ist das Urbild von B unter f die Menge aller Elemente
von X, die nach B abgebildet werden:

Bl ={zeX | f(x) € B}.

Fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y, x> f(z) besteht fiir jedes y € Y das Urbild
/7' {y}] nur aus genau einem Element. Also existiert auch die Umkehrabbildung

7Y = X ye f ) mit f{yd = T ()}
Offenbar gilt dann f~1(f(z)) = x fiir alle z € X und f(f~!(y)) =y fir alley € Y.

1.5 Komposition von Abbildungen
Seien f: X - Y, z+— f(z)und g: Y — Z, y — ¢(y) Abbildungen, dann definiert
gof:X —Z xw~ g(f(x)) die sogenannte Komposition (Verkettung) von f und g.

Satz 1.3. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fir Abbildungen f :
X—=Y xw— f(x), g:Y—>Z y—gly) undh:Z —V, 2z h(z) gilt

ho(gef)=(hog)of.

Sei f: X =Y, z— f(x) eine Abbildung und seien 1y : X — X, x — x und
ly : Y =Y, y— y die identischen Abbildungen von den Mengen X und Y . Dann gilt

Jolx=f=1yof=f

Ist die Abbildung f bijektiv, dann gilt auch foft=1y und f'of=1x.
Beweis: (ho(gof))(x) =h(g(f(x))) = (hog)e f(z)  VreX
folx(z)= f(z) = (1y o f)(x) Ve e X
fof7w)=ff"(y)=y=1r(y) Vyeyv

o f(x)=fHf(z) =2 = 1x(2) Ve e X. q.ed.



Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.1 Axiome der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen R wird durch folgende Axiome charakterisiert:

A1l. Axiome der Addition
A2. Axiome der Multiplikation
A3. Distributivgesetz

A4. Ordnungsaxiome
A5. Vollstandigkeit

A1l. Axiome der Addition 2.1. FEs gibt eine Operation
+: RxR—->R, (z,y)—x+y mit

(i) Kommutativgesetz: x +y =y + x fir alle v,y € R.

(i) Assoziativgesetz: v + (y + z) = (z +y) + 2z fir alle x,y,z € R.

(iii) Ewistenz der Null: es gibt eine Zahl 0 € R mit x + 0 = x fir alle x € R

(iv) Ezistenz des Negativen: zu jedem x € R gibt es ein —x € R mit x + (—z) = 0.

A2. Axiome der Multiplikation 2.2. Es gibt eine Operation
RxR—=R, (z,y)— x-y mit

(i) Kommutativgesetz: x -y =y - x fir alle z,y € R.
(i) Assoziativgesetz: x - (y-z) = (z-y) - z fir alle z,y,z € R.
(iii) FEwistenz der Fins: es gibt eine Zahl1 € R;1# 0 mit x - 1 = x fir alle v € R

(iv) Ezistenz des Inversen: zu jedem x € R\ {0} gibt es ein x™' € R mit x -2~ = 1.

11
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A3. Distributivgesetz 2.3.
r-(y+2)=(@x-y)+(x-2)=x-y+x-z firalex,yzecR.

Definition 2.4. Allgemein heifst eine Menge K, die die Axiome A1-A3 erfillt Korper.
Fiir Korper gelten daher auch alle Folgerungen aus A1-A3. Es gibt viele Korper.

Beispiel 2.5. Der kleinste Korper besteht aus zwei Elementen Zs = {0,1}. Die Ope-
rationen + und - sind dann definiert durch:

0+0=0 0+1=1 0-0=0 0-1=0
1+0=1 1+1=0 1-0=0 1-1=1

Zeige dass diese Definitionen von + und - auf Z, die Axiome A1-A3 erfiillen und
umgekehrt durch A1-A3 eindeutig bestimmt sind. In R soll aber 1 +1 = 2 # 0
gelten, so dass wir noch weitere Axiome benétigen um den Korper der reellen Zahlen
zu charakterisieren.

Wir beniitzen folgende Abkiirzungen:

p-y=z+(-y) oy=o-y —ay=—(z-y) Va,y € R
1
— =gzt g:y-ﬂc_l Ve e R\ {0},y e R
x x

r4+yt+z=z+y+z) ayz=x-(y-2) zy+z=(x-y)+=z2 Vr,y,z € R

Satz 2.6. (Folgerungen aus A1)

(i) Fallsz+y=x+z, danny =z

(ii) Fallsx+y=x, danny =0

(iii) Fallsz+y =0, danny = —x

(iv) —(—z) ==z

Bemerkung 2.7. (i) heifit Kirzungsregel.

(11) zeigt, dass die Null eindeutig durch die Figenschaft v + 0 = x bestimmt ist.
(111) zeigt, dass das Negative (—x) eindeutig durch x + (—z) = 0 bestimmdt ist.

Beweis: (i) Sei  +y = = + z, dann folgern wir

=y+0 =0+y =(z—x)+vy
=(—z+2)+y) =-z+(x+y) =—-a+(@+2) =(-z+2z)+=z
=(x—2z)+=z =0+z2 =2z+0 = z.

(ii) Sei x + y = x, dann gilt x + y = x + 0. Also folgt aus (i) y = 0.
(iii) Sei z +y =0, dann gilt © + y = = + (—z). Also folgt aus (i) y = —=x.
(iv) —z +x = + (—2) = 0. Also folgt aus (iii) z = —(—z). q.e.d.
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Satz 2.8. (Folgerungen aus A2)

(i) Falls x # 0 und vy = xz, danny = z
(i) Falls x #0 und xy = z, dann y =1
(iii) Fallsz #0undx-y=1, danny = x~!
(iv) Falls x #0 und 27 #0, dann (z7') ' =2

Bemerkung 2.9. Die Folgerungen sind analog zu denen aus Al. Wieder heifit (i)
Kiirzungsregel, (ii) impliziert wieder die Eindeutigkeit der Eins und (iii) die FEindeu-
tigkeit des Inversen.

Beweis: (i) Sei z # 0 und zy = xz, dann folgern wir

y=1y2<x%>y:Gx)y:%(w):é(m:( ) (

(ii) Sei x # 0 und xy = x, dann gilt zy =z - 1 Also folgt aus (i) y
(i

RIH

=1.
(iii) Sei  # 0 und zy = 1, dann gilt xy = = - ~'. Also folgt aus (i) y
(iv) Sei x # 0. Dann ist vl = zrl = 1. Also folgt (iv) aus (iii). q.e.d.

Satz 2.10. (Folgerungen aus A1-A3)

(i) z-0=0 fiir alle z. Insbesondere gilt x=* # 0 fiir alle x # 0.
(ii) v -y=0<«<=2=0 oder y=10

(i) (—2)y = —zy = x(-y).

(iv) (1) - z=—x

(v) (=2)(=y) = zy

(vi) 2 # 0,y # 0 dann (zvy) ' =y ta™t

Bemerkung 2.11. Die Null hat kein multiplikatives Inverses, sonst wdre wegen (i)
0=0-0"'=1. Daraus und aus (i) wirde v =z -1=x-0=0 fiir alle x folgen.

Beweis: (i) z-04+2-0=2-(0+0) =x-0. Aus (ii) von Satz 2.6 folgt dann x -0 =0
(ii) Sei z -y = 0 und x # 0. Dann gilt wegen (i)
1

yzy-lzl-yz(—
Y

1 1
T)y=—- (x-y) = o 0=0.

Wegen der Kommutativitit folgt aus (i) auch die Umkehrung 0 -y =z -0 = 0.
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(iii) 0=0-y = (v + (—2))y = 2y + (—x)y. Aus (iii) im Satz 2.6 folgt dann

(—2)y = —2y = —yr = (—y)z = 2(~y).

(iv) Setze in (iii) y = 1.

(v) Wegen (iii) gilt (—2)(-y) = —(z - (-y))
(vi) 1 = ay(ay)™!
— yil

—(—z )

= (zy) ey = ((zy) o)y = y((2y) ! )

= (zy) e, =yl = ((ay) " le)a™t = (zy) (e ) = (ay) q.e.d.
A4. Ordnungsaxiome 2.12. Es gibt eine Relation < in R mit drei Figenschaften:

(i) Totalitit der Ordnung: Fiir je zwei reelle Zahlen x,y € R gilt genau eine der drei
folgenden Relationen x <y oder x =y oder y < x.

(i) Transitivitit: * <y undy < z = x < z

r+c<y+c firaleceR

(iii) Monotonie: v < y = .
r-c<y-c fir alle0 <ceR

Bemerkung 2.13. Fin Korper, der das Aziom A4 erfillt, heifst angeordneter Kérper.
Die rationalen Zahlen sind ein angeordneter Kdrper, und jeder angeordnete Kérper
enthdlt die rationalen Zahlen als Unterkdrper.

Wir benutzten folgende Abkiirzungen:
r>y<=y<c r<y<= (r<yoderx=y) < y>uz.

Satz 2.14. (Folgerungen aus A4)
i) 0<z= —2s<0undez<0= —x>0
(ii) r<y<=0<y—=zx
(iii) z <y unda <0 = ay < ax
(iv) 2 #40=2z-2=2>>0
(v) z>0=1>0
(Vi) 0<z<y=0<,<;

Bemerkung 2.15. Da 1-1 =1 folgt aus (iv) 1 > 0. Dann folgt aus (i) —1 < 0. Also
gilt —1 < 22 fiir jedes x € R. Also gibt es keine reelle Zahl x mit x? = —1.
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Beweis: (i) Sei 0 < z. Dann folgt mit Monotonie 0 + (—z) < x + (—z), also —x < 0.
Sei z < 0. Dann folgt mit Monotonie x + (—z) < —z also auch 0 < —uz.

(ii) Sei x < y. Dann folgt mit Monotonie x — z < y — x, also auch 0 < y — z.

Sei umgekehrt 0 < y — 2. Dann folgt mit Monotonie x < y.

(iii) Sei z < y und @ < 0. Dann folgt aus (i) —a > 0. Also gilt wegen Monotonie
—ar < —ay <= 0 < ax — ay <= ay < az.

(iv) Sei z > 0. Dann folgt wegen Monotonie 2% > 0 -z = 0.

Sei z < 0. Dann folgt aus (i) —z > 0 und mit Monotonie z? = (—z)-(—x) > 0-(—z) = 0.
(v) Sei z > 0. Dann ist z # 0 und 1 % 0. Aus (iv) folgt < -1 > 0. Mit Monotonie folgt

dann%zx-%-%>0.

(vi) Sei 0 < 2 < y. Dann ist > 0 und y > 0 also wegen (v) auch 1 > 0 und i > 0.

Dann folgt mit Monotonie + = 1. 1.5 < 1.1, 1. 1., 1 q.e.d.
Yy y T Yy oz r Yy x

Satz 2.16. (Arithmetisches Mittel) Seien x,y € R, dann gilt
rT+y
T<y=r< <y

Also liegt zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen immer eine weitere.

Beweis: Aus x < y folgt mit Monotonie z +x < z +y < y + y. Weil aber x + x =
x(l—{—l):2xund2:1—|—1>Ofolgtdann2x<aﬁ+y<2yundx<x—;“y<y q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.17. Es gelten auch folgende Regeln:
(i) a<bunde<d=a+c<b+d

(ii) 0<a<bund0<c<d= ac<bd

(iii) ab > 0 <= entweder a > 0,b > 0 oder a < 0,b <0

(iv) ab < 0 <= entweder a > 0,b <0 oder a < 0,b >0

Definition 2.18. (Betrag)
Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist die nicht negative Zahl

x fallsx >0 <= x> —=x
|z| = = max{z, —z}.

—x fallsr <0 <+— z<-—x

lls y <
max{z,y} = v Jallsyse Vz,y € R
y fallsy >x
Aus der Definition folgt
lz| >0 und 2| =0 <=2 =0.
—lz| <z < || = r <l|zr|und —x < |z|

| — z| = |z denn | — 2| = max{—=z, x}.
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Satz 2.19. (FEigenschaften des Betrags) Fir alle x,y € R gilt:
(i) || >0 und |[z| =0<=2=0

(ii) [z -yl = || [y]

(iii) |z +y[ < |z| +[y]

Beweis: (i) haben wir schon gesehen.

(ii) Wegen Satz 2.10 (iii) und (v) &ndern sich beide Seiten nicht wenn wir « durch —z
bzw. y duch —y ersetzen. Fiir z > 0 und y > 0 ist die Aussage klar.

(iii) Zwei Falle: v +y > 0= |z +y| =2+ y < |z| + y < |z| + |y| wegen Monotonie.

r+y<0=|z+y|l=—2—y<|z|—y <|z|+ |y| wegen Monotonie. q.e.d.
Korollar 2.20. llz] — |y|| < |z —y|
Beweis: 2] = |z —y +yl < |z -yl + [y = |o[ = [y| <[z =yl

Vertausche x und y = |y| — |z| < |y —z| = |z —y|. Also gilt ||z| — |y|| < |z —y|.q.e.d.

Definition 2.21. (Abstand)
Der Abstand d(x,y) zweier Zahlen x,y € R ist die nicht negative Zahl d(x,y) = |x—yl.

Satz 2.22. (FEigenschaften des Abstands)
Der Abstand d : R xR — R, (z,y) — d(x,y) hat folgende Eigenschaften:

(i) d(z,y) >0 und d(z,y) =0 <=z =y

(ii) d(z,y) = d(y, )
(iii) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) fir alle x,y, z € R.

Beweis: folgt aus den Folgerungen der Definition und Satz 2.19.
(i) [r—y|l=|lr—z+z—y| <|r—z|+ |z —y| q.e.d.

Definition 2.23. Sei M C R eine nicht leere Teilmenge von Zahlen.

(i) M heifit nach oben beschrinkt, falls es eine Zahl 5 € R gibt, so dass x < 3 fir alle
x € M gilt. B heifst dann obere Schranke von M.

(ii) M heifit nach unten beschrinkt, falls es eine Zahl o € R gibt, so dass o < x fiir
alle x € M gilt. a heif$t dann untere Schranke von M. .

(iii) M heifit beschrinkt, wenn M nach oben und unten beschrankt ist.

Definition 2.24. (Mazimum und Minimum) Sei M C R eine nicht leere nach oben
beschrinkte Menge. Fin Element m € M von M, das eine obere Schranke von M ist
heifst Maximum. Wir schreiben dann m = max M. Analog heifst ein Element m einer
nicht leeren nach unten beschrinkten Menge M, das eine untere Schranke von M ist
Minimum. Wir schreiben dann m = min M.
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Definition 2.25. (Supremum und Infimum einer Menge) Sei M C R eine nicht leere
nach oben beschrinkte Menge. Ein Minimum s € R der Menge aller oberen Schranken
von M heifit Supremum. Analog heifst ein Mazimum t der Menge aller unteren Schran-
ken einer nach unten beschrdankten Memge M Infimum. Wir schreiben t = inf M.

Bemerkung 2.26. Wenn eine Menge ein Mazimum bzw. Minimum besitzt, ist dieses

eindeutig, weil es weder grofier noch kleiner als ein anderes Mazximum bzw. Minimum

sein kann. Also sind auch Supremum und Infimum eindeutig, wenn sie existieren.
Folgende Charakterisierung erleichtert manche Beweise:

s=supM <= s ist obere Schranke von M und Ve >0 dx € M mit s —e < x.
t=inf M <= t ist untere Schranke von M und Ve >0 dxr e M mitx <t+e.

Warnung 2.27. Das Supremum sup M bzw. das Infimum inf M muss im Unterschied
zum Mazximum bzw. Minimum kein Element von M sein.

Wir fiithren jetzt die Intervalle ein, das sind folgende Teilmengen der reellen Zahlen:

[a,b] ={z €R |a <z <b} fir allea <beR
la,b) ={z €R |a <z <b} fir allea <beR
(a,b) ={x €eR|a <z <b} fir allea <beR
(a,b) ={x €eR|a<z<b} fir allea <beR
(—oo, b ={zeR |z <b} fiir alle b € R
(—o0,b) ={z eR |z < b} fir alle b € R
la,00) ={zr €R|a <z} fiir alle a € R
(a,00) ={z €R |a <z} fir alle a € R
R* = (0, 00) positive Zahlen R™ = (—00,0) negative Zahlen
R = [0, 00) nichtnegative Zahlen R, = (—o0, 0] nichtpositive Zahlen

Offenbar ist b eine obere Schranke von (a,b). Andererseits gibt es wegen Satz 2.16

fiir jedes z < b ein y = max{Z®, “2} mit < y und y € (a,b). Also gibt es keine

obere Schranke von (a, b), die kleiner ist als b. Damit ist b = sup(a, b). Analog gilt:

a =inf[a,b] =inf[a,b) =inf(a,b] =inf(a,b) = inf[a,o0) = inf(a, 00)

b =supla,b] =supla,b) =sup(a,b] =sup(a,b) =sup(—oo,b] = sup(—oc,bd)

(—00,b] und (—o0, b) sind nicht nach unten beschrankt

[a,00) und (a, 00) sind nicht nach oben beschriankt
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Also existiert max|a, b| = max(a, b] = max(—o0,b] =0b
min[a, b] = min[a, b) = min[a, 00) = a,

wéhrend [a,b) und (a,b) und (—o0, b) kein Maximum besitzen
und (a,b] und (a,b) und (a, c0) kein Minimum.

A5. Vollstandigkeitsaxiom 2.28. Fiir jede nicht leere nach oben beschrinkte Menge
M ezisitiert das Supremum s = sup M € R.

Wir werden sehen, dass die rationalen Zahlen Q A1-A4 erfiillen aber nicht AS5.
Satz 2.29. (Folgerungen aus A5)
(i) Jede nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt ein Infimum inf M € R.

(ii) FEine nicht leere nach oben beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Maximum,
wenn sup M € M. In diesem Fall ist max M = sup M.

(iii) Eine nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Mini-
mum, wenn inf M € M. In diesem Fall ist min M = inf M.

Beweis: (i) Weil die Ordnungsrelation nicht symmetrisch ist, erhalten wir dadurch,
dass wir in einer Aussage alle auftauchenden Ordnungsrelationen umkehren, eine andere
Aussage. Zum Beispiel erhalten wir die Definition der unteren Schranke, indem wir in
der Definition der oberen Schranke alle Ordnungsrelationen umdrehen. Dann erhalten
wir aber auch die Definition des Infimums, indem wir in der Definition des Supremums
alle Ordnungsrelationen umkehren. Weil z < y <= —y < —x, sind also Aussagen
iiber Ordnungsrelationen zwischen reellen Zahlen dquivalent zu den analogen Aussagen,
in denen wir alle Ordnungsrelationen umdrehen und alle reellen Zahlen durch ihre
Negativen ersetzen!. Insbesondere besitzt die Menge M genau dann ein Infimum, wenn
die Menge —M = {x € R | —x € M} ein Supremum besitzt und es gilt inf M =
—sup —M. Also folgt (i) aus dem Vollstandigkeitsaxiom AS5.

(ii) Wenn sup M € M, dann ist sup M eine obere Schranke von M, die Element von
M ist. Wenn sup M ¢ M, dann gilt fiir alle z € M sogar = < sup M. Dann gilt

xr < sup M < s fiir alle x € M und alle oberen Schranken s von M.

Also gibt es in M keine obere Schranke von M.

(iii) analog zu (ii). q.e.d.
Wenn wir die reellen Zahlen durch —oo und oo erweitern, kénnen wir auch fiir un-

beschrinkte Mengen obere und untere Schranken und Suprema und Infima definieren.

"'Wenn diese Aussagen aber algebraische Operationen benutzen, die nicht vertriglich sind mit der
Abbildung jeder rellen Zahl auf ihre Negative, wie z. B. das Produkt zweier reeller Zahlen, dann
miissen bei dieser Ersetzung auch die algebraischen Operationen entsprechend geédndert werden, also
z. B. das Produkt in das negative des Produktes.
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2.2 Die erweiterte Zahlengerade R

Definition 2.30. Die erweiterte Zahlengerade besteht aus R = R U {+o00} U {—o00}.

Mit oo bezeichnen wir auch +o0o. Die Ordnungsrelation 1i8t sich auf R durch
—00 < x < oo fir alle x € R fortsetzen und erfiillt offensichtlich auch (i) und (ii)
des Ordnungsaxioms. Die Operationen + und - lassen sich nicht auf R fortsetzen, so
dass A1-A4 gilt: Fiir alle x, y € R wiirde aus y—x < oo wegen der Monotonie y < co+x
folgen. Deshalb miisste oo + 2 = oo gelten. Aus Satz 2.6 (ii) wiirde x = 0 folgen. R ist
also kein angeordneter Korper.

Die Definitionen von oberen und unteren Schranken, von Supremum und Infimum,
und von Maximum und Infimum iibertragen sich auf die erweiterte Zahlengerade. Of-
fenbar ist co das Maximum und —oo das Minimum von R. Insbesondere ist oo eine
obere Schranke und —oo eine untere Schranke von jeder Teilmenge von R. Weil oo die
einzige obere Schranke einer nicht leeren Teilmenge M von R C R ist, die in R keine
obere Schranke hat, ist co dann das Supremum von M als Teilmenge von R. Analog ist
—o0 das Infimum einer nicht leeren Teilmenge von R C R, die keine untere Schranke in
R hat. In R gilt sup® = —oo und inf ) = co. Daraus folgt, dass jede Teilmenge von R
ein Supremum und ein Infimum hat. AuBerdem gilt wieder, dass eine Teilmenge M C R
genau dann ein Maximum bzw. Infimum hat, wenn sup M € M bzw. inf M € M gilt.
In diesen Féllen ist wieder max M = sup M bzw. min M = inf M. Wir benutzen die
Symbole sup, inf, max und min sowohl fiir Teilmengen von R als auch fiir Teilmengen
von R, so dass aus dem Zusammenhang klar werden muss, was genau gemeint ist.

2.3 Die natiirlichen Zahlen N C R

Wir wollen die natiirlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen charakterisieren.
Aufgrund von A2 gibt es das Element 1 € N C R, das wegen (ii) in Satz 2.8 eindeutig
ist. Aus (iv) im Satz 2.14 folgt 1 > 0 aus 1 = 1- 1. Wegen der Monotonie ist dann die
Nachfolgerabbildung monoton:

N — N, n—n+1>n
1l—141=2>1, 2—2+1=3>2, n—n+1>n,

Definition 2.31. Fine Menge M C R heif$t induktiv, falls
(i) 1 € M (FEinselement).
(ii) a e M = a+1 € M (invariant unter der Nachfolgerabbildung).

R selber ist offenbar induktiv oder auch [1,00). Offenbar ist der Durchschnitt von
induktiven Mengen wieder induktiv.
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Definition 2.32. (Natirliche Zahlen) N ist die kleinste induktive Teilmenge von R,
also der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R.

Satz 2.33. Es gilt N = {1}U{n € R | n—1 € N} = {1}UBild der Nachfolgerabbildung.
Beweis: Wegen (1+1)—1=1,(n+1)—1=(n—1)+ 1 und weil N eine induktive
Menge ist, ist auch S = {1} U{n € R | n — 1 € N} eine induktive Menge. Also folgt
S D N. Weil N eine induktive Menge ist, folgt S C Nausn = (n—1) + 1. q.e.d.

Satz 2.34. (Prinzip der vollstindigen Induktion) Eine Teilmenge S C N erfiille
i)1es (ii)ae S=a+1ebs. Dann ist S = N.

Beweis: S ist offenbar eine induktive Menge. Also gilt N C S. Andererseits ist S eine
Teilmenge von N. Also folgt N = S. q.e.d.
Beweis durch vollstindige Induktion: Um eine Aussage A(n) iiber alle natiirlichen
Zahlen n € N zu beweisen geniigt es also zu zeigen:

(i) die Aussage A(1) ist richtig.
(ii) Falls die Aussage A(n) richtig ist, dann auch A(n + 1).
Ein solcher Beweis heifit Beweis durch vollstédndige Induktion.
Satz 2.35. (Bernoulli Ungleichung) Es gilt
(14+x)">14nx firallex € (—1,00) und alle n € N.
Gleichheit gilt nur fir x =0 oder n = 1.

Beweis durch vollstdndige Induktion: Fiir x = 0 oder n = 1 gilt offenbar die Gleich-
heit. Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei A(n) die Aussage

Fiir alle € (—=1,0) U (0,00) gilt (14 2)"™ > 1+ (n+ 1)z

(i) Wenn z # 0 dann folgt (1 + 2)* =1+ 2z + 2% > 1 + 2x. Also gilt A(1).
(ii) Es gelte A(n). Dann folgern wir fiir x € (—1,0) U (0, 00) aufgrund der Monotonie:

Wegen z > —1 gilt 1 +2 >0, und wegen x # 0 folgt daraus

A4+2)(1+2)"'>A+2) 1 +n+Dr)=1+n+2z+(n+1)2* > 1+ (n+2)z.
Also gilt A(n +1). q.e.d.

Satz 2.36. Fir alle n € N ¢ibt es keine Zahl in N zwischen n — 1 und n.
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Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) [1,00) ist eine induktive Menge. Also ist NN (0,1) = NN [1,00) N (0,1) = (.

(ii) Wir nehmen an, dass es fiir ein n € N keine natiirliche Zahl in (n — 1,n) gibt.

Wenn es eine Zahl m € NN (n,n + 1) gibt, dann liegt m wegen Satz 2.33 auch in

{1} U{z e R |z —1 € N}. Wegen 1 < n < m ist m nicht gleich 1. Also liegt m dann

in {n € R|n—1¢& N}. Wegen der Monotonie liegt m — 1 dann in NN (n — 1,n), was

der Annahme wiederspricht. Also gibt es keine natiirliche Zahl in NN (n,n + 1).q.e.d.
Fir allen € Nist also {me N|m <n+1} ={meN|m <n}U{m+1}. Fir

alle n € N schreiben wir deshalb {1,...,n} ={m e N|m <n}.

Satz 2.37. (Wohlordnungsprinzip). Fiir jede nichtleere Menge M C N ezistiert min M.

Beweis: Wenn n € M C N, dann ist offenbar jedes Minimum von M N{1,...,n} auch
ein Minimum von M und umgekehrt. Deshalb zeigen wir mit vollstédndiger Induktion,
dass fiir alle n € N jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n} ein Minimum besitzt.
(i) Jede nichtleere Teilmenge von {1} ist gleich {1} mit Minumum min{1} = 1.

(ii) Fiir jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n + 1} ist entweder M N {1,...,n}
nichtleer oder M = {n + 1}. Wenn also jede nichtleere Teilmenge von {1,...,n} eine
Minimum hat, dann auch jede nichtleere Teilmenge von {1,... ,n + 1}. q.e.d.

Satz 2.38. (Archimedes-Eudozxos)
(i) Fir jede reelle Zahl x € R gibt es eine natirliche Zahl n > x (Archimedes).
(ii) Fir jedes e >0 gibt es einn € N mit + < € (Eudozos).

Beweis: (i) Es reicht zu zeigen, dass N keine obere Schranke hat. Wenn N eine obere
Schranke hat, dann existiert sup N, und dn € N mit n > sup N — 1, weil supN —1 keine
obere Schranke von N ist. Dann gilt N 3 n + 1 > sup N, was ein Widerspruch ist.

(ii) Nach (i) gibt es ein n > L. Aus Satz 2.14 (v)-(vi) folgt = < e. q.e.d.

Bemerkung 2.39. In einem angeordneten Korper sind die beiden FEigenschaften (i)
und (ii) aus Satz 2.38 wegen Satz 2.14 (v)-(vi) dquivalent. Ein angeordneter Korper
heifit archimedisch, wenn (i) gilt. Es gibt auch nicht archimedische angeordnete Kérper.

Definition 2.40. (ganze Zahlen 7, rationale Zahlen Q)
Z = NuU{0}U{reR|—-zeN}
No = Nu{0}

Q = {xER|EIm€ZundEInENmitx:T}.
n

Wegen dem Satz von Archimedes-Eudoxos gibt es viele rationale Zahlen.

Satz 2.41. Sei a < b. Dann existiert r € Q mit a < r < b.
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Beweis: Fiir alle n € N ist a < ™ < b dquivalent zu na < m < nb. Wegen b —a > 0
gibt es nach Satz 2.38 (i) ein n € N mit n > 1. Dann gilt na < nb und nb —na > 1.

Wir nehmen zunéchst a > 0 an. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, die gréfer ist als
na. Wegen Satz 2.33 sind die natiirlichen Zahlen enthalten in {1}U{z € R| z—1 € N}.
Also ist m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder gleich Null. Dann folgt

m—1<na<m <= na<m<na+1<nb.

Als néchstes nehmen wir b < 0 an. Sei —m die kleinste natiirliche Zahl, die grofler
ist als —nb. Wieder ist —m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder Null. Also folgt

—-m—-1<-nb<-m <= na<nb—1<m <nb.

Wenn a < 0 und b > 0 ist, wihlen wir m = 0. q.e.d.

Wir haben sogar gezeigt, dass Va < b mit b — a > 1 das Intervall (a,b) eine ganze
Zahl enthélt. Also enthélt jedes Intervall mindestens eine und damit sogar unendlich
viele rationale Zahlen. Insbesondere gibt es fiir jede reelle Zahl und jedes € > 0 eine
rationale Zahl r € (x — e,z +¢€), die dann d(z,r) < € erfiillt. Wir sagen, dass Q dicht in
R liegt. Die rationalen Zahlen erfiillen als Unterkorper der reellen Zahlen die Axiome
A1-A4. Wir werden gleich sehen, dass sie nicht das Vollstandigkeitsaxiom A5 erfiillen.

2.4 Die Peano Axiome

Es gibt andere Moglichkeiten die reellen Zahlen einzufithren. Man kann zuerst die
natiirlichen Zahlen einfithren und danach der Reihe nach die ganzen Zahlen, die ratio-
nalen Zahlen und die rellen Zahlen. Dabei kann man die natiirlichen Zahlen im Rahmen
der Mengenlehre einfiihren oder sie durch die Peano Axiome charakterisieren:

1. Peano Axiom: 1 € N (Einselement).
2. Peano Axiom: Vn € N 3 genau einen Nachfolger n’ € N (Nachfolgerabbildung).
3. Peano Axiom: Fiir alle n € N gilt n’ # 1 (Eins ¢ Bild der Nachfolgerabbildung).

4. Peano Axiom: Fiir alle n,m € N folgt n = m aus n’ = m’ (Injektivitat der
Nachfolgerabbildung).

5. Peano Axiom: Jede induktive Teilmenge S C N, d.h. jede Teilmenge mit folgen-
den Eigenschaften umfafit die natiirlichen Zahlen N C S:

(i)1res. (ii) Falls n € S, dann ist auch n’ € S.
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Man kann die natiirlichen Zahlen durch diese Axiome charakterisieren und damit die
reellen Zahlen einfiiren. Dafiir muss viel Schlussfolgerungsarbeit geleistet werden, bevor
die rellen Zahlen eingefiihrt sind (vgl. E. Landau: Grundlagen der Analysis). Wir wollen
in diesem Abschnitt skizzieren, wodurch sich diese zweite Einfithrung der reellen Zahlen,
von der von uns gewéhlten unterscheidet, und sie in ihren Grundziigen vorstellen.
Die Addition von natiirlichen Zahlen n + m wird Vn, m € N so eingefiihrt, dass
(i) n+1=n'fir alle n € N und (ii) n 4+ m' = (n+m)’ fir alle n,m € N gilt.
Firn =1 gilt 141 = 1’ und fiir alle m € N folgt aus 1+m = m/ auch 14+m’ = (m’)’ =
(1+m)". Wegen dem 5. Peano Axiom ist also 1+ m fiir alle m € N durch m’ definiert.
Wenn fiir ein n € N durch diese Bedingungen n + m fiir alle m € N definiert ist, dann
folgt aus (i) n' +1 = (n') = (n+1). Wenn n’ + m fiir ein m € N definiert ist, dann
folgt aus (ii) n’ +m’ = (n’ +m)’ also ist dann wegen dem 5. Peano Axiom n’ + m fiir
alle m € N definiert. Also ist wegen dem 5. Peano Axiom die Menge aller n € N, fiir
die n + m durch diese Bedingungen fiir alle m € N definiert ist gleich N. Deshalb ist
dadurch die Addition zwischen allen natiirlichen Zahlen definiert. Mit Hilfe der Peano
Axiome kann man dann folgern, dass die Addition kommutativ und assoziativ ist.
Die Multiplikation von natiirlichen Zahlen nm wird Vn,m € N so eingefiihrt,
dass (i) nl = n fir alle n € N und (ii) nm’ = n-m+ n fir alle n,m € N gilt.
Wieder kann man aus den Peano Axiomen folgern, dass diese Bedingungen eine Mul-
tiplikation n - m fiir alle n,m € N definiert. Danach zeigt man, dass auch die Multipli-
kation kommutativ, assoziativ und zusammen mit der Addition distributiv ist.

Die Ordnungsrelation wird auf den natiirlichen Zahlen durch n < n+m und m <
n+m Vn,m € N eingefiihrt. Sie erfiillt A4 wobei alle n € N als positiv gelten.
Ganze Zahlen: Die ganzen Zahlen werden als formale Differenzen n — m eingefiihrt.
Wegen n —m =7 —m < n +m = n + m sind das Aquivalenzklassen in N x N

(n,m) ~ (n,m) = n+m=n+m V(n,m), (n,m) € Nx N

Die Addition, Multiplikation und Ordnungsrelation von N wird auf Z fortgesetzt.
Rationale Zahlen: Die rationalen Zahlen werden als formale Briiche ™ mit (m,n) €
Z x N eingefiihrt. Wegen = = % & mn = mn sind das Aquivalenzklassen in Z x N

(m,n) ~ (m,n) = mn = mn V(m,n), (m,n) € Z x N

Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf Q definiert, so dass A1-A4 gilt.
Reelle Zahlen werden als Dedekindsche Schnitte eingefiihrt, also Mengen A C Q mit

(i) A#£0,Q (ii)pe Aundg<p=qe€ A (iii) A hat kein Maximum.
Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf R definiert, so dass A1-A5 gilt.

2.5 Wurzeln und Intervallschachtelung

Satz 2.42. (Quadratwurzeln) Fiir alle a > 0 gibt es genau ein b > 0 mit b* = a.
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Wir schreiben b = v/a = a2.
Beweis der Eindeutigkeit: Aus 0 < x < y folgt aufgrund der Monotonie 22 < zy <
y?. Also gibt es hochstens ein b > 0 mit v* = a.
Beweis der Existenz: Die Menge M = {z € R} | 2% < a} enthilt 0. Aus z > a + 1
folgt
> z(a+1)>(a+1)*=a>+2a+1>2a>a.

Also ist a + 1 eine obere Schranke von M. Sei b = sup M. Aus 0 € M folgt 0 < b.
Wenn V? < a, folgt 0 < a — b*. Fiir h = min{1, ¢ gilt 0 <h <1undh(20+1) <

52
h(2b + 2) < a — b2 Hieraus folgt

(b+h)> =b"+2bh +h*> < b +20h+h=b*+ h(2b+ 1) <b* +a — b* = a.

Also ist b < b+ h € M im Widerspruch zu b = sup M
Wenn a < b?, folgt 0 < b, =0 <a—b*> < 0und —1 <
Bernoulli Ungleichung

a—b®\\> ., a—b\?_ a — b
(b(1+ - )> b <1+ - ) > (1+2 - ) a

Dann folgt aus x > b(1 + %3 ) wieder 22 > b?(1 + 2 5 )2 > ¢ und damit auch = & M.

Also ist b(1 + %G5 ) < b eine obere Schranke von M im Widerspruch zu b = sup M.
Weil also weder b? < a noch a < b? gilt, folgt b* = a. q.e.d.
Wir werden in Beispiel 3.9 fiir jedes n € N zeigen, dass es fiir jedes a > 0 genau

ein b > 0 gibt mit o™ = a. Wir schreiben dann b = /a = ax. Insbesondere gibt es

also genau ein v/2 € R, aber wie wir gleich sehen werden gilt v/2 ¢ Q. Also erfiillt Q

tatséchlich nicht das Vollstéindigkeitsaxiom A5.

2b2 < 0. Also folgt aus der

Lemma 2.43. V2 ¢ Q

Beweis: Wir zeigen, dass es nicht zwei natiirliche Zahlen n,m € N geben kann mit
m

(—)2 = 2. Wenn es zwei solche Zahlen gibt, dann enthélt die Teilmenge

n

M = {n € N| Im € N mit m* = 2n*}

der natiirlichen Zahlen ein kleinstes Element ng. Sei also m? = 2n. Wenn mg ungerade
ist, also mg = 2m;—1 mit m; € N, dann ist auch m2 = (2m;—1)? = 2(2m?—2m;+1)—1
ungerade, im Widerspruch zu m2 = 2n32. Also ist mo gerade mit my = 2my und mo € N.
Dann folgt m2 = 4m3 = 2n2 oder auch 2m3 = ”o Dann gehort my zu M und es gilt
no < my. Das ergibt folgenden Widerspruch m3 < 2m3 = ng < ngmg < ma. q.e.d.

Satz 2.44. (Intervallschachtelungsprinzip) Seien I, = [a,,b,] C R, abgeschlossene
Intervalle a,, < b, firn=1,2,--- mit folgenden Eigenschaften.
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(i) Ins1 C I, fiir allen € N
(ii) Flir jedes € > 0 gibt es einn € N, so dass b, — a,, < €.
Dann enthdlt (5, In = {x} der Durchschnitt genau ein x € R.

Dieser Satz ist falsch fiir offene Intervalle. So ist z.B. (,~, (0,1) = @ nach dem
Satz von Archimedes-Eudoxos. -
Beweis: Wegen (i) gilt

g <ay < <, <app1 << b1 <b << by <y

Also besteht die Menge A = {aj,as, -} aus unteren Schranken der Menge B =
{b1,bs,- -} und umgekehrt die Menge B aus oberen Schranken der Menge A. Sei also
x = sup A und y = inf B. Dann sind x und y obere Schranken von A und untere
Schranken von B. Also gilt + < y und z,y € (., [n. Es gilt sogar (., I, = [z,y].
Andererseits gibt es wegen (ii) fiir alle ¢ > 0 ein n € N mit y — 2z < b, — a,, < €. Dann

muss aber 0 <y — z < inf {¢|e > 0} = 0 und deshalb y = x gelten. q.e.d.

Satz 2.45. In jedem angeordneten archimedischen Kérper folgt aus dem Intervall-
schachtelungsprinzip im Satz 2.44 das Vollstindigkeitsaxiom Ab.

Beweis*: Sei M eine nicht leere nach oben beschrinkte Menge, a; ein Element von
M und b; > aq eine obere Schranke von M. Wir definieren induktiv eine Folgen a; <
as < ... von Elementen von M und eine Folge b; > by > ... von oberen Schranken
von M. Wenn “";rb” keine obere Schranke von M ist, dann gibt es ein Element a,,; €
[@, b,) N M und wir setzen b, 1 = b,. Wenn % eine obere Schranke von M ist
setzten wir a,11 = a, und b, = @ Offenbar gilt

0 S bn—i—l — Qn+1 S 2_1(bn - an) S 2_Q(bn—l - an—l) S S S 2_n(b1 - a1)~

Aus der Bernoulli Ungleichung folgt 2" > n und wegen Satz 2.38 (ii) gibt es fiir alle
e > 0einn € Nmit 27"(b; —a;) < 2=% < . Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip
besteht die Schnittmenge der Intervalle N,en|ay, b,] aus einer Zahl s € R.

Fiir jede Zahl z > s gibt es ein n € N mit ﬁ > % > 27", Daraus folgt b, <
Api1+27"(by —ay) < s+ (x —s) = x. Weil b, eine obere Schranke von M ist folgt
x & M. Also ist s eine obere Schranke von M. Fiir jede Zahl x < s gibt es ein n € N
mit ;"= > % > 27", Daraus folgt an11 > byp1 —27"(b1 —a1) > s— (s —x) = z. Wegen
any1 € M ist x keine obere Schranke von M. Also ist s = sup M. q.e.d.

Deshalb konnen die reellen Zahlen auch als angeordneter archimedischer Koérper
charakterisert werden, in dem das Intervallschachtelungsprinzip gilt.
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2.6 Maichtigkeit von Mengen

Definition 2.46. Zwei Mengen heiffen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
zwischen thnen gibt.

Offensichtlich ist die Relation von Mengen gleichmiichtig zu sein eine Aquivalenzre-
lation, d.h. sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Deshalb stellt sich die Frage, die
Aquivalenzklassen dieser Relation zu bestimmen. Eine Menge ist genau dann endlich,
wenn sie fiir ein n € N gleichméchtig ist zu {1,...,n}. Fir n # m sind die Mengen
{1,...,n}und {1,..., m} nicht gleichméchtig. Deshalb entsprechen die Aquivalenzklas-
sen der endlichen Mengen genau den natiirlichen Zahlen. Indem wir die Eins mit der
Menge {0} indentifizieren und die Nachfolgerabbildung fiir Mengen durch A — AU{A}
definieren, erhalten wir die natiirtlichen Zahlen als folgende Mengen:

{0}

{0,{0}}

{0,103, {0,{0}}}
{0,£03,{0,{0}},{0, {0}, {0, {0} }}}

{0,{03,{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0}}}, ...}

Alle Aquivalenzklassen kann man als eine Erweiterung von N betrachten.

1111

=~ W N

Definition 2.47. FEine nicht leere Menge A heifit

endlich, falls es ein n € N gibt, so dass A gleichmdchtig ist zu {1,2,--- ,n}.
unendlich, falls sie nicht endlich ist.

abzahlbar, falls sie gleichmdchtig ist zu N.

hochstens abzidhlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar ist.

Satz 2.48. (i) Jede nichtleere Teilmenge von N ist hichstens abzihlbar.

(ii) FEine Menge A ist genau dann hdchstens abzihlbar, wenn es eine surjektive Abbil-
dung von N auf A gibt.

Beweis: (i) Jede Teilmenge M C N konnen wir aufgrund des Wohlordnungsprinzip
der Grofle nach mit dem kleinsten Element anfangend durchnumerieren. Wenn M nach
oben unbeschrankt ist, erhalten wir so eine bijektive Abbildung von N nach M und M
ist abzdhlbar. Andernfalls ist M C {1,...,n} fiir ein n € N und damit endlich.

(ii) Sei A eine hochstens abzidhlbare Menge. Wenn A endlich ist, gibt es ein n € N,
so dass A gleichméchtig ist zu {1,2,--- ,n}. Die Abbildung N — {1,2,--- ., n}, m—
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min{m,n} ist eine surjektive Abbildung, so dass dann auch eine surjektive Abbildung
auf A existiert. Wenn A abzéhlbar ist, gibt es eine bijektive Abbildung von N auf A.
Sei umgekehrt A eine Menge und f eine surjektive Abbildung von N auf A. Dann
existiert eine Abbildung g : A — N, a — min f~![{a}], die offenbar eine bijektive
Abbildung von A auf eine Teilmenge von N definiert. Also ist A gleichméchtig zu einer
Teilmenge von N und damit wegen (i) hochstens abzahlbar. q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.49. Zeige, dass jede endliche Teilmenge der reellen Zahlen ein
Mazimum und ein Minimum besitzt.

Satz 2.50. (i) Die Menge N x N ist abzihlbar.

(ii) FEine hichstens abzihlbare Vereinigung von héchstens abzihlbaren Mengen ist wie-
der hdchstens abzdhlbar.

Beweis: (i) Wir definieren eine injektive Abbildung f von N x N nach N durch die
sogenannte Diagonalnummerierung:

- . r4+y—2
f(w,y)=y+(x+y 2)2<$+y Doy > n
n=0

Diese Abbildung ist injektiv. Gilt namlich = + y < 2’ + ¢ so folgt aus
fey) —y<f@y)—y -G +y-2) mdy—y <y<az+y-1<a’'+y -2

fla,y) < fla' ) +y—9 — @ +9 —2) < f(2',y).

Gilt aber x +y = 2’ + ¢/ so gilt auch f(x,y) — f(«",v') =y — 9.

Also definiert diese Abbildung eine bijektive Abbildung von N x N auf eine Teilmenge
von N. Dann folgt (i) aus (i) vom vorangehenden Satz.

(ii) Wegen (ii) im vorangehenden Satz geniigt es eine surjektive Abbildung n +— A,, von
N in die hochstens abzihlbaren Mengen zu betrachten. Wegen (ii) im vorangehenden
Satz gibt es dann fiir alle n € N eine surjektive Abbildung f,, : N — A,,. Dann ist

F:NxN— UA”’ (n,m) +— fn(m)

neN
eine surjektive Abbildung. Also folgt (ii) aus (i) und dem vorangehenden Satz. q.e.d.
Korollar 2.51. Q ist abzdihlbar.

Beweis: ZxN — Q, (m,n)+— ™ ist eine surjektive Abbildung. Z ist abzahlbar, also
ist Q hochstens abzahlbar. Q ist aber nicht endlich und damit abzéhlbar. q.e.d.

Satz 2.52. Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar.
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Beweis: Wir nehmen an R ist abzéhlbar. Sei also (x,,)nen €ine Durchnumerierung von
R. Wihle a,b € R mit a < b. Sei I} = [a, b]. Wir definieren induktiv eine Folge (I,)nen
von Intervallen. Fiir alle n € N wihlen wir in [, = [a,,b,] als I,,;; eins der beiden
schnittfremden Teilintervalle [a,, a,, + b"_T“"] und [b, — b"g“" ,by], das x,, nicht enthilt.
Fiir alle n € N liegt dann z,, nicht in [,,.;. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip
ist aber (1, ¢y In nicht leer. Also gibt es eine reelle Zahl, die nicht zu der Menge {z,, |
n € N} gehort. Das widerspricht der Annahme, dass R abzahlbar ist. q.e.d.

Auch die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ist nicht abzdhlbar. Wir konnen sie
mit den Folgen identifizieren, die Werte in Zs = {0,1} annehmen, also der Menge
aller Abbildungen von N nach Zs. Diese Folgen werden wir mithilfe der dyadischen
Entwicklung mit der Teilmenge [0, 1] C R identifizieren. Diese ist gleichméchtig zu R.

2.7 Der Korper der komplexen Zahlen

Motivation: Wir hatten aus der Ordnungsrelation gefolgert, dass 2 > 0 gilt, falls z # 0.
Deshalb existieren in den reellen Zahlen keine Quadratwurzeln von negativen Zahlen.
Erweitert man die reellen Zahlen durch eine Quadratwurzel 2 von —1, so erhélt man
die komplexen Zahlen, in denen sich dann alle algebraischen Gleichungen 16sen lassen.

Definition 2.53. (Komplexe Zahlen) Die Komplexen Zahlen C ist die Menge R x R
aller geordneten Paare (x,y) von reellen Zahlen zusammen mit den Operationen

+: CxC—C, (z,9), (u,v)) = (z,y) + (u,v) = (x + u,y +v)
CxC—C, ((z,9), (u,v)) — (zu — yv, v + Yu)

Mit dieser Definition erfiillt C die Korperaxiome A1-A3. Dabei ist

Null : Oc = (0,0) Eins : lc = (1,0)
negatives Element : —(z,y) = (—z, —y)
inverses Element : (z,y)t = <x2 f_ 7 x2_—i-yy2> fir(z,y) # (0,0).

Wir bezeichnen komplexe Zahlen meistens durch einen Buchstaben, iiblicherweise z. Die
Null und die Eins bezeichnen wir auch durch 0 und 1, so dass aus dem Zusammenhang
klar werden muss, ob es sich um die Null bzw. Eins der reellen oder komplexen Zahlen
handelt. Aulerdem benutzen wir dieselben Abkiirzungen wie bei den reellen Zahlen:
z

1
24+ (—2)=2—2=0 27 = z-—=1 usw.
2
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Da die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen sind, konnen wir die
reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen auffassen. Dafiir definieren wir eine
injektive Abbildung

R—C, z~ (z,0)

Offenbar ist diese Abbildung vertréglich mit den Operationen 4+ und - von R und C:

(#,0) + (y,0) = (x +9,0) (z,0) - ( 0) = (wy, 0)
(0,0)=0 1,0) =
—(#,0) = (==,0) (2,0)7 ( ~10)

Definition 2.54. (imagindre Einheit) 1= (0,1) € C.

Dann gilt :* = (—1,0) = —1. Wir kénnen also auch schreiben (z,y) = z +1y. Dann
ergeben sich die Operationen + und -

r+wtutw = x+u+i(y,v)
(z+uw)(u+w) = zut+i(yu+ 2v) +Pyv = zu — yo +o1(yu + 2v)

Fiir die komplexe Zahl z = x + 1y heifit

r = R(z) Realteil von z y = (z) Imaginérteil von z
2z heifit reell, falls $(z) =0
z heiBt imaginér, falls R(z) =0

Definition 2.55. (komplexe Konjugation) Die Abbildung C — C, z=x+wy+> z =
x —wy heifst komplexe Konjugation oder einfach nur Konjugation

Die komplexen Zahlen erhalten wir aus den reellen Zahlen, indem wir reelle Vielfa-
che einer Wurzel aus —1 hinzufiigen. Weil aber (—1) - (—1) = 1 ist das Negative einer
Wurzel aus —1 wieder eine Wurzel aus —1. Welche dieser beiden Wurzeln aus —1 wir
zur imagindren Einheit machen ist aber eine Konvention. Deshalb ist die Konjugation
ein Endomorphismus der komplexen Zahlen, d.h. eine bijektive Abbildung, die mit den
Operationen + und - vertraglich ist, die die reellen Zahlen invariant 1a83t.

Satz 2.56. (i) (2) ==z
(i) :+w=z+w

w=2z -w

(iv) z+ 2z =2Rz und z — 2 = 213()

(v) z -z st reell und nicht negativ.
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Beweis: (i)-(iv) nachrechnen. (v) (z +wy)(x —w) = 22 + y* > 0. q.e.d.
Definition 2.57. (Betrag) Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + wy ist definiert

als die reelle nicht negative Wurzel aus z-z: |- |C =R, 2z |z| =z Z.
Satz 2.58. (FEigenschaften des Betrags)

(i) 2] >0 und 2| =0<=2=0

(ii) [z w|=|z| - |w|

(iii) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

(iv) [lz] = |wl| <z = w|

(v) Iz =]

(Vi) [R(2)] < 2| und [3(2)] < 2]

Beweis: (i) Fiir 2 # 0 oder y # 0 gilt |z +1y| = /22 + y? > 0 und andernfalls |0 = 0.

(i) |2 - w|* = zw(zw) = zzZww = (|z]|w|)* Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel folgt

dann |z - w| = |z] - Jw].

(vi) Fiir z = 0 ist die Aussage offensichtlich. Sei also z = z + 1y # 0. Dann gilt 2? <

22 + 4% Aus 0 < /22 + 92 < z folgt aber mit Monotonie z2 + y? < x+/22 + Y2 < 2.

Also gilt x < /2% 4+ y? und damit auch |R(z)| < |z|. Durch vertauschen von z und y

erhalten wir |J(2)| < |z].

(iii) |z +w|? = (z +w)(Z + W) =z2Z4+ 20+ wZ+ww = z2zZ+2R(zw)+ ww
< el +20zw] +wl* = |2 + 2lzlfw| + [w]* = (2] + [w])*.

Aus |z| + |w| < |z +w| folgt mit Monotonie (|z| + |w])* < (|2z] + |w])|z + w| < |z +w]?.

Also gilt |z + w| < |z| + |w].

(iv) folgt aus (i)-(iii) genau wie im reellen Fall.

(v) |z]> = zz = |z|*. Dann folgt wegen der Eindeutigkeit der Wurzel |z| = |z|. q.e.d.

Definition 2.59. (Abstand) Der Abstand zweier komplexer Zahlen ist die nicht ne-
gative Zahld: C x C - R, (z,w) — d(z,w) = |z — w|

Aus den Eigenschaften des Betrages folgt genau wie im Reellen.
Satz 2.60. (Eigenschaften des Abstandes)
(i) d(z,w) >0 und d(z,w) =0 <= z=w
(ii) d(z,w) = d(w, z)
(iii) d(z,w) < d(z,u) + d(u,w). (Dreiecksungleichung).

Wir veranschaulichen die komplexen Zahlen in der zweidimensionalen Ebene. Der
Abstand ist der euklidische Abstand zwischen den entsprechenden Punkten der Ebene.



Kapitel 3

Zahlenfolgen

3.1 Konvergenz

Im Folgenden werden wir des tfteren Aussagen vorstellen, die sowohl fiir die reellen
Zahlen als auch fiir die komplexen Zahlen gelten. Wir benutzen dann das Symbol K
um entweder die reellen oder die komplexen Zahlen zusammen mit den entsprechenden
Abbildungen und Operationen zu bezeichnen. Die Elemente von K wollen wir dann ein-
fach Zahlen nennen. Eine Folge ist eine Abbildung N — K, n + a,,. Wir bezeichnen sie
mit (an)nen. Wir interessieren uns vorwiegend fiir die Grenzwerte solcher Zahlenfolgen.

Definition 3.1. Die Folge (a,)nen heifit konvergent, wenn es eine Zahl a € K gibt und
fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |a, — a| < € fiir alle natirlichen Zahlen n > N gilt.
Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge (a,)nen

Wir schreiben dann lim,,_.., a,, = a oder lim a,, = a oder auch a,, — a fiir n — oo.
Beispiel 3.2. lim % =0 (Folgen, die gegen 0 konvergieren heiffen Nullfolgen).

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Eudoxos gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N
mit 1 < e. Dann gilt wegen Satz 2.14 (vi) fiir alle n > N auch |2 — 0] <e. q.e.d.

Satz 3.3. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(ii) FEine kompleze Folge konvergiert genau dann, wenn die entsprechenden Folgen der
Realteile und Imagindrteile konvergieren.

(iii) Fir jede konvergente Zahlenfolge (an)nen ist {|a,| | n € N} C R beschrankt.
Beweis: (i) Seien a und b zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (ay,)nen, so dass
lan, —a| < § fiir alle n > N und |a,, — b| < § fiir alle n > M gilt. Dann folgt

€

5 =€ fir alle n > max{N, M }.

0< |a—bl <la—a+la, —b] < 5+

31
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Dann gilt auch 0 < |a — b| < inf(0,00) = 0. Also ist |a — b| = 0 und damit auch a = b.
(ii) Die Realteile und Imaginérteile einer komplexen Folge (2, )nen bilden zwei reelle
Folgen (x,)nen und (yn)neny mit z, = x, + iy, fiir alle n € N. Sei z = = + iy die
Zerlegung einer komplexen Zahl in Realteil und Imaginérteil. Wegen Satz 2.58 (vi)

max{|zn — x|, [yn — y[} < [zn — 2]

konvergieren die Real- bzw. Imaginérteile einer konvergenten komplexen Folge gegen
den Realteil bzw. Imaginérteil des Grenzwertes. Konvergieren umgekehrt die Folgen
(Zn)nen bZW. (Yn)nen gegen = bzw. y, dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei natiirliche
Zahlen N, M € N so dass |z, — | < § fiir alle n > N gilt, und |y, —y| < § fiir alle
n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

|0 + iy — &+ iyl < |z, — 2|+ |yn —y| < e

Also konvergiert eine komplexe Folge mit ihren Realteilen und Imaginérteilen.

(iii) Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es ein N € N, so

dass |a, —al < 1 fiir alle n > N gilt und damit auch |a,| < |a, —a+a| < 1+ |a|. Daraus

folgt la,| < max{|a| + 1, |a1], |asl, - ,|ay—1|} fur alle n € N. q.ed.
Eine Folge (a,)nen heiBit divergent, wenn sie nicht konvergiert, wenn es also kein

a € K gibt, so dass lim, ., a, = a. Wenn es fiir eine reelle Folge fiir jedes b € R ein

N € N gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt a,, > b bzw. a,, < b dann

schreiben wir lim,,_,o, a,, = 0o bzw. lim,, ., a,, = —oc Weil in beiden Féllen die Folgen
nicht beschrankt sind, konnen sie wegen dem vorangehenden Satz nicht konvergieren.
Es gilt offenbar lim,, .., n = oo und lim,, ., —n = —oc.

Satz 3.4. (i) Sei|z| <1 dann gilt lim, 2" =0
(ii) Sei |z| > 1 dann ist (2")nen divergent.

(iii) Sei x =1 dann gilt lim,,_ 2™ =1

(iv) Seiz € (1,00) dann gilt lim,,_,., 2" = oo.

(v) Sei|x| =1 und x # 1 dann ist (x")pen divergent.

Beweis: (i) Fiir x = 0 gilt lim,, o 2™ = 0. Sei also 0 < |z| < 1. Dann ist 1 < ﬁ =14y

mit y = 1|_x“x|. Aus der Bernoulli Ungleichung folgt # = (14+y)" > 14ny > ny = nlaﬂ
und |z|" < %1lf\Ll’ Aus dem Satz von Archimedes-Eudoxos folgt dann, dass es fiir jedes
e >0ein N € N gibt, so dass % <e€- 1|_m||x‘. Daraus folgt fiir alle n > N
1 |z 1 x|
"0 =" < = < — <e.
[z =l nl—|z|] = N1—|z| ‘
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(iii) Wegen 1™ =1 ist lim,, o, 1" = 1.
(iv) Seiz > 1. Dannist y = x—1 > 0. Fiir jedes b € R gibt es ein N € N mit N > ﬁ
Dann folgt fiir alle n > N aufgrund der Bernoulli Ungleichung

" =1+y)">1+ny>ny=n(r—1) > N(z—1) >b.

Also gilt lim,, ., ™ = o0.
(ii) Fiir |z| > 1 gilt wegen (iv) lim,_ |2"| = co. Also ist (2"),en nicht beschrénkt.
(v) Fir alle y € K und alle natiirlichen Zahlen n gilt

ly—a"[+ly — 2" = 2" — 2" > | — 1 ol
|z — 1]

2
Also kann es fiir x # 1 keinen Grenzwert geben. q.e.d.

Fiir [z] = 1 mit z # 1 gilt also max{|y — 2", |y — 2" |} >

Satz 3.5. (Rechenregeln) Fir konvergente Zahlenfolgen (xy,)nen und (Yn)nen gilt
(i) lim (z, +y,) = lim z, + lim y,
(i) lim Az, = A lim =, fir alle A € K.

(iii) lim z,y, = (lim z,)(lim y,)

(iv) Wenn x,, # 0 fiir alle n € N und nh_)nolo x, £ 0, dann gilt auch 7}1—{20 i = hml o
(v) lim |z,| =| im z,]|.

(vi) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N z, < y,
erfillen, dann gilt auch lim z, < lim y,.

n—oo n—oo

(vii) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N z, <y,
erfiillen und den gleichen Grenzwert haben, dann gilt fir jede reelle Folge (z)nen,
die x,, < z, <y, fir alle n € N erfillt, lim z, = lim x, = lim y,.

n—oo

Beweis: Seien x = lim z,, und y = lim y,. (i) Fiir jedes € > 0 gibt es natiirliche

n—oo

Zahlen N,M € N, so dass |z, — x| < § fiir alle n > N und |y, — y| < § fiir alle

n > M gilt. Dann gilt [z, +y, — (z + y)| < |20 — 2|+ [yn —y| < §+ § = € fiir alle
n > max{N, M }. Also konvergiert (x,, + ¥, )nen gegen x + y.
(ii) Fir A =0 gilt lim Az, = A+ lim x,,. Sei also A # 0 und damit 0 < |A|. Dann gibt

es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |z, — z| < my fiir alle n. > N gilt. Daraus folgt:

Az, — Ax| < |A| - |z, — 2| <€ fiir allen > N.



34 KAPITEL 3. ZAHLENFOLGEN

(iii) Weil (x,,)nen konvergiert, gibt es ein A > 0 mit |z, | < A fiir alle n 6 N. Also gibt

es fiir alle € > 0 zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass |z, — 2| < g7 fir n > N

gilt und [y, — y| < 55 fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

[t 23] = |t — 2y + 2~ 23] < [ — 9] + 2l < S DA <
2 2y[+1

(iv) Aufgrund der Voraussetzungen gibt es ein N € N, so dass |z, — x| < 2 fiir alle
n > N gilt. Aus |z| = |z — z,, + z,,| < v — 2| + |2,| folgt dann

1 2
|zn| > x| — |z — 2| > J2] und — < — fiirallen > N.
2 |zn| [
Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N, so dass |z, — z| < <5 * fiir alle n > M gilt.

Dann gilt fiir alle n > max{N, M} auch

1 1

T, X

T—,| |r—wx,| ez 2 1

wot | |zl -l 2 Jaflaf

(v) folgt aus der Ungleichung ||z,| — |z|| < |z, — x|
(vi) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N und M, so dass |z, — x| < § fiir
alle n > N gilt und |y, —y| < 5 fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

T—y < (x—2n) + Yn —y) + (20 —yn) <€

Also ist z — y < inf(0, 00) = 0. Daraus folgt = < y.
(vii) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass |z, — z| < € fiir
alle n > N gilt und |y, — x| < € fiir alle n > M. Fiir alle n > max{N, M} gilt dann

—e<zp,— <z, —x<y,—xr<E€

Daraus folgt |z, — z| < e. q.e.d.
Offenbar gilt fiir alle n € Ny

l+z+22+.. +2")(1—2)=04+a+... +2") - (z+2°+... + 2" =1 2"

1 — n+1
Also gilt 1—|—3L'—{—...—|—x’”‘:1—3j fiir  # 1 und n € Ny.
—x

Aus Satz 3.4 folgt, dass die Folge y, = 1+x+...4a" fiir 2| < 1 gegen 1 konvergiert.

- 1
Satz 3.6. li m= — I < 1. .e.d.
atz nLIIc}on - fir || q.e
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3.2 Konvergenzprinzipien
Wir stellen 3 Methoden vor, um zu entscheiden, ob eine Folge konvergiert oder nicht.

Definition 3.7. (Monotonie) FEine reelle Folge (ay,), - heifst:

neN
monoton wachsend, wenn a, 1 > a, fir alle n € N.
streng monoton wachsend, wenn a,1 > a, fiir alle n € N.
monoton fallend, wenn a,1 < a, fir alle n € N.

streng monoton fallend, wenn a,,.1 < a, fir alle n € N.
Satz 3.8. (Monotonieprinzip)

(i) Eine monoton wachsende (fallende) beschrinkte reelle Folge (ay)nen ist konvergent,

und es gilt lim a, =sup{a, |n € N}  bzw. lim a, =inf{a, | n € N}.
(ii) Fir eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge gilt

lim a, =00 bzw. lim a, = —o0.

n—oo n—oo

Beweis: (i) Sei (a,)nen eine monoton wachsende (fallende) beschriankte reelle Folge.
Dann existiert sup{a, | n € N} bzw. inf{a,, | n € N}. Fiir alle ¢ > 0 gibt es N € N mit

sup{a, | n € N} —e < ay < a,,, <sup{a, | n € N} fir alle m > N bzw.
inf{a, | n € N} <a,, <ay <inf{a, |n € N} +¢ fiir alle m > N.

Daraus folgt |a,, —sup{a, | n € N}| < € bzw. |a,, —inf{a, | n € N}| <e.
(ii) Sei (an)nen eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge. Fiir
jedes b € R gibt es N € N mit a,, > ay > b bzw. a,, < ay < b. fiir alle m > N.q.e.d.

Beispiel 3.9. Ewzistenz und Konstruktion der k—ten Wurzel. Fir alle a > 0 und alle
k € N\ {1} definieren wir die Folge (ay)nen rekursiv durch

CL—CLk

(py1 = Gy (1 + ”) fiir alle n € Ny.

a—1

k

=1
Qo + k;-ak

n

Fir a =1 ist dann a, = 1 fir alle n € N. Fir a # 1 gilt fir allen € N

k

0<a, < ag, ap < Gp_1 und a < a,.



36 KAPITEL 3. ZAHLENFOLGEN

Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) Fira > 0und a # 1ist —1 < —¢ < %% # 0. Wegen der Bernoulli Ungleichung gilt

a’g:(1+%)k>1+a—1:a.Esfolgt—1<—%<

a

,;:,15 < 0. Also gilt 0 < a1 < ag
0

—a\" ok
und mit der Bernoulli Ungleichung a¥ > af (1 + akaso> > ap (1 + kaka’?()) =a.
0 0

(ii) Wir nehmen an es gilt 0 < a,, < ag, a, < a,_; und a < a® fiir ein n € N. Dann

folgt —1 < —7 < akfjf‘ < 0. Daraus folgt 0 < a,41 < a, < ag und wegen der Bernoulli
kN k
. .k k a—a, k a—ap\
Ungleichung: a,  ; > a, (1 + Fak ) > a, (1 + kkj—aﬁ) =a. q.e.d.

Die Folge (a,)nen ist monoton fallend und beschriankt. Wegen dem Monotonieprin-
zip konvergiert sie gegen b > 0. Wir formulieren die Rekursionsgleichung um zu

Ungy - ka"™' = (k= 1)d® +a.
Bilden wir links und rechts den Grenzwert n — 0o so erhalten wir
kb* = (k — 1)b* + a oder auch b* = a.

Also existiert eine positive Zahl b mit v* = a. Diese Folge konvergiert sehr schnell.
Auflerdem sind fiir rationale a alle Folgenglieder rational.

Satz 3.10. (i) Fiir jede positive Zahl a > 0 und jede rationale Zahl r gibt es genau
eine positive Zahl a”. Fiir r=0 setzen wir a® = 1.

(ii) Fir jede positive rationale Zahl r > 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < a” < 1".
(iii) Fir jede negative rationale Zahl v < 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < b" < a’.

Beweis: (i) Fiir r = £ definieren wir a” = v/ar. Offenbar ist a” eine positive Losung
der Gleichungen (a")? = (a?)" = o™ fiir alle n € N. Wir zeigen, dass fiir a,b € R
und fiir n € N die Ungleichung a < b dquivalent ist zu a™ < b". Fiir n € N\ {1} gilt

V' —a" = (b—a)(b" 0" 20+ ..+ ba" 2 +a" ).

Also folgt aus 0 < a < b auch a” < b™ und aus 0 < b < a auch a™ < b". Also ist fiir
a > 0 und b > 0 die Ungleichung a < b dquivalent zu der Ungleichung a™ < 0". Also
gibt es fiir alle n € N und alle r = § > ( genau eine positive Losung a” der Gleichung
(a")™ = aP™. Fiir r < 0 ist a” = -L die entsprechende positive Zahl.

(ii) Sei r = ’é > 0. Dann ist fiir a,b € R* die Ungleichung a < b dquivalent zu a? < b?

und das wiederum &quivalent zu as < ba.
(iii) Sei r = -2 < 0. Dann folgt (iii) aus (i) wegen Satz 2.14 (vi). q.e.d.
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Definition 3.11. (Teilfolge) Eine Teilfolge einer Folge (ay,)nen ist eine Folge (by,)men
von der Form b, = a,,,, wobei 0 < ny < ng < ... eine streng monoton wachsende Folge
von nattrlichen Zahlen ist.

Z.B. hat die divergente Folge a,, = (—1)" zwei konvergente Teilfolgen b,, = as,, = 1
und ¢, = agme1 = —1.

Satz 3.12. (monotone Teilfolgen) Jede reelle Folge enthilt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,)nen eine reelle Folge und A die Menge A = {n € N | a,, > a,,Ym > n}.
Wenn A eine unendliche Menge ist, dann sei n; < ny < ... eine Abzdhlung der Elemente
von A. Die Teilfolge (by)men = (@n,, Jmen ist dann monoton fallend.

Wenn A eine endliche Menge ist besitzt sie ein Maximum N. Dann gibt es also
zu jedem n > N ein m > n, so dass a,, > a, ist. Also definieren wir induktiv eine
Teilfolge (by,)men, so dass by = ayyq und fiir alle m € N b, > b, gilt. Diese Folge
ist streng monoton steigend. Also besitzt (a,)nen entweder eine monoton fallende oder
eine streng monoton steigende Teilfolge. Umgekehrt gilt auch, dass (a,),en entweder
eine monoton steigende oder eine streng monoton fallende Teilfolge besitzt. q.e.d.

Satz 3.13. (Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf$) —Jede beschrinkte reelle Folge
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz besitzt jede Folge (a,)nen eine monotone
Teilfolge (b, )nen. Wenn die urspriingliche Folge beschrénkt ist, ist auch die Teilfolge
beschréankt. Diese konvergiert dann wegen dem Monotonieprinzip. q.e.d.

Korollar 3.14. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen max{|z|, |y|} < |z +wy| sind die reellen Folgen der Realteile und Ima-
ginérteile einer komplexen beschrénkten Folge beschrankt. Wegen dem Auswahlprinzip
von Bolzano-Weierstrafl besitzt die Folge der Realteile eine konvergente Teilfolge, und
dann auch die entsprechende Teilfolge der Imaginérteile. Wegen Satz 3.3 (ii) konvergiert
die der zweiten Teilfolge entsprechende komplexe Teilfolge. q.e.d.

Definition 3.15. (Cauchyfolge) FEine Folge (a,)nen heifit Cauchyfolge, wenn es fiir
jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass |a, — a,| < € fiir alle n,m > N gilt.

Satz 3.16. (Kriterium von Cauchy) Fine Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: Sei (a,)nen eine konvergente Folge. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass alle m > N die Ungleichung |a,, — lim,_. a,| < § erfiillen. Also gilt auch

lam — ai| < |ap, — lim a,| +| lim a, —a;| <€ fiir alle m,l > N.
n—oo n—oo
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Sei umgekehrt (a,),en eine Cauchyfolge. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle
m > N gilt |a,, —an| < 1, und damit auch |a,,| < |ay|+ |am — an| < |an| + 1. Fiir
alle n € N gilt dann aber |a,| < max{|a1],...,|an_1],|an|+ 1} Deshalb ist die Folge
a, beschrankt und besitzt wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafy eine
konvergente Teilfolge (b,,)nen. Sei a = lim,, . b,. Dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei
natiirliche Zahlen N, M € N, so dass alle n,m > N die Ungleichung |a, — an| < 5
erfiilllen und alle n > M die Ungleichung |b, — a| < §. Weil (b, )nen eine Teilfolge von

(@n)nen ist, folgt |a, — al <|a, — b,| + |by, — a] < € fiir alle n > max{N,M}. q.e.d.
Satz 3.17. Fliir einen angeordneten archimedischen Korper ist Folgendes dquivalent:
Vollstiandigkeitsaxiom A5.

(i) aus dem Monotonieprinzip.

Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf3.

Jede Cauchyfolge konvergiert.

Intervallschachtelungsprinzip.

Beweis: Wegen der Beweise des Monotonieprinzips, des Auswahlprinzips von Bolzano—
Weierstral und des Kriteriums von Cauchy und wegen Satz 2.45 geniigt es zu zeigen,
dass aus dem Kriterium von Cauchy das Vollstandigkeitsaxiom A5 folgt.

Sei M eine nicht leere nach oben beschrinkte Menge. Sei a; € M und by > a;
eine obere Schranke von M. Wir konstruieren wie im Beweis von Satz 2.45 eine Folge
a1 < as...in M und eine Folge by > by > ... von oberen Schranken von M mit

0 é bn+l — Qp+1 S 2_n(bl - (11).

Dann sind (a,)neny und (b,)nen Cauchyfolgen und konvergieren gegen den gleichen
Grenzwert s. Fiir alle z € M gilt x < b, fiir allen € N. Aus dem Beweis von Satz 3.5 (vi)
folgt x <lim,, .. b, = s. Also ist s eine obere Schranke von M. Fiir alle x < s gibt es
ein a, > x. Deshalb ist s das Minimum der oberen Schranken von M. q.e.d.

Insbesondere sind die reelllen Zahlen auch als der angeordnete archimedische Kérper
charakterisiert, in dem jede Cauchyfolge konvergiert. Wir kénnen die reellen Zahlen
auch als Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen von rationalen Zahlen auffassen, wobei
zwei Cauchyfolgen dquivalent heiflen, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

3.3 Haufungspunkte

Definition 3.18. (Hdufungspunkt) Die Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen hei-
BSen Haufungspunkte. Bei reellen Folgen sind in R zusdtzlich 400 bzw. —oo Hdaufungs-
punkte, wenn es Teilfolgen mit diesen Grenzwerten gibt.
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Satz 3.19. (Limes superior und Limes inferior) Ist die Menge der reellen Hdufungs-
punkte einer reellen Folge nicht leer und nach oben (unten) in R beschrdankt, so besitzt
sie ein Mazimum (Minimum) in R.

Beweis: Wir nehmen an, dass die Menge der Haufungspunkte der Folge (a,)nen in R
nach oben beschrankt ist. Sei a € R das Supremum der Haufungspunkte, und b, fiir
jedes m € N ein Haufungspunkt b, € (a — 5~ a]. Dann gibt es eine Teilfolge (¢,,)men

om?
von (ap)neny Mit [ — by| < ﬁ fir alle m € N. Fiir alle m € N gilt |¢,, — a|] <
|em = bin| + by, — a] < . Also ist a ein Haufungspunkt von (a,)zen und damit das
Maximum der Haufungspunkte. Der Beweis fiir das Minimum ist analog. q.e.d.

Definition 3.20. Fir eine nach oben (unten) beschrinkte reelle Folge heifst das Supre-

mum (bzw. Infimum) der Hiufungspunkte Limes superior bzw. inferior. Wir bezeichnen

es mit lima,, = limsup a,, bzw. lima,, = liTILn ilgf Q.

Satz 3.21. (i) @ ist genau dann der Limes superior einer nach oben beschrinkten
reellen Folge (an)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente der Folge
a, > a — € erfillen, aber hichstens endlich viele a,, > @ + €.

(ii) a ist genau dann der Limes inferior einer nach unten beschrdnkten reellen Folge
(an)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente a,, < a + € erfillen, aber
hochstens endliche viele a,, < a — €.

Beweis: Wir beweisen wieder nur (i), weil (ii) analog zu beweisen ist. Sei (a,)nen eine
nach oben beschrinkte Folge. Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf ist
jede untere Schranke einer Teilfolge von (a,,)nen auch eine untere Schranke von minde-
stens einem Haufungspunkt. Also ist die Charakterisierung der Zahl @ in (i) dquivalent
dazu, dass alle Zahlen, die kleiner sind als @ keine oberen Schranken der Haufungs-
punkte von (a,),en sind, aber alle Zahlen, die grofler sind als @ obere Schranken der
Héufungspunkte von (a,),en sind. Dann ist @ der maximale Haufungspunkt. q.e.d.

Korollar 3.22. Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt ist und
wenn lima,, = lima,, g¢ilt, sie also nur einen Hdufungspunkt hat.

Weil lima,, und lima, das Maximum und das Minimum der Haufungspunkte sind,
ist lima,, = lima,, dquivalent zu der Bedingung, dass es nur einen Haufungspunkt gibt.
Beweis: Wenn (a,,),en beschrinkt ist und lima,, = lima,, = a gilt, dann folgt aus dem
vorangehenden Satz, dass es fiir jedes € > 0 ein N gibt, so dass fiir alle n > N gilt
lima, — € < a, < lima, + €. Also gilt |a, — a| < € und (a,)nen konvergiert gegen a.
Wenn (ay,)neny konvergiert, dann konvergiert jede Teilfolge gegen a = lim,,_. o a,. Also
besitzt (a,)ney nur einen Haufungspunkt und es gilt lima,, = lima,, = a. q.e.d.

Korollar 3.23. Seien (an)nen und (by)nen nach unten (bzw. oben) beschrinkte reelle
Folgen, die fiir allen € N a,, < b, erfillen. Dann gilt lima,, < limb,, bzw. lima,, < limb,.
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Beweis: Sei (d,)nen eine Teilfolge von (by,)nen, die gegen limb, (bzw. (¢;)nen eine
Teilfolge von (a,)nen die gegen lima,,) konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (¢, )nen
von (ap)nen (bzw. (dy)nen von (by)nen), die fir alle n € N auch ¢, < d, erfiillt. Diese
Teilfolge ist beschrankt und besitzt eine konvergente Teilfolge. Wir konnen also ohne
Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass (¢,)nen (bzw. (dy,)nen) konvergiert.
Dann ist aber lim,,_, ¢, ein Haufungspunkt von (a,)nen (bzw. lim, o d,, ein Hafungs-

punkt von (b,)nen). Also gilt lima,, < lim ¢, < lim d,, = limb,
(bzw. lima, = lim ¢, < lim d, < limb,). q.e.d.

3.4 Beispiele

(i) Fiir alle z € Cist lim % = 0.

n—oo

Beweis: Wegen dem Satz von Archimedes-Endoxes gibt es ein N € N mit |z| < N.
Dann gilt fiir alle n > N

Ca I N PR | A 4 I A ' _ e 1
n'| (N-1! N---n = (N-DI\N n (N=-1! n
Weil aber % eine Nullfolge ist, konvergiert dann ‘%! auch gegen Null. q.e.d.

(ii) Fiir alle positiven rationalen Zahlen r > 0 gilt lim n% =0.

n—oo

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes—Eudoxos, gibt es fiir alle ¢ > 0 ein N € N
mit N > . Fiir alle n > N folgt # < # < €. Also konvergiert nl—T nach Null. q.e.d.

er

(iii) Fir alle z € RT gilt lim /z = 1.

n—oo

Beweis: Sei zunichst x > 1. Sei also y,, = /x — 1 > 0. Wegen der Bernoulli Unglei-
chung gilt dann = = (1+y,)" > 14 ny,. Daraus folgt 0 < y, < 1. Dann konvergiert
Y, aber gegen Null. lim {/xr =1+ lim y, = 1.

n—oo 1
Sei jetzt 0 < 2 < 1. Dann ist = > 1. Also gilt lim ¢/z = ——— = 1. q.e.d.
nee lim /L

n—o0o z

Binomische Formel 3.24. Fir alle n € N und alle Zahlen x,y € K gilt

(z+y)" = 2”: (Z)xky"_k, wobei (Z) _nln=b)- k‘(n —k+1) und (g) =1.

k=0
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Beweis: durch vollstédndige Induktion:
(i) Offenbar ist (;) = (;) = 1, und die binomische Formel ist fiir n = 1 richtig.
(ii) Wenn die binomische Formel fiir n € N gilt, dann folgt

(x+y)"" = (@+y)(z+y)" =(z+y) Z <Z> Py

k=0

1
_ n knJrlk kn+1k
= (e ()

3
+

k=1
= nn—1)--n-k+2) nn-1)---—-k+1)\ . 11k
= Z k + 'y
k! k!
k=0
n+1
(n+Dn---(n—k+2)\ , 1y
= "y .
k!
k=0
Also gilt sie auch fiir n + 1. q.e.d.

(iv) lim {/n=1.

Beweis: Sei y, = /n — 1 > 0. Wegen der binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n= () = =3 (7)ol

k=0

nn—1) , 2

2
Fiir alle n > 2 folgt n>1+ 5 Yn = y, <—- = y,<
n

Wegen (ii) ist dann y,, eine Nullfolge.

(v) lim ¢/n! = oco.
Beweis: Wegen (i) gibt es fiir alle z € RT ein N, so dass fiir alle n > N gilt % < 1.
Dann gilt auch (fﬁ < 1<= z < ¥/nl. Also folgt lim V/n! = occ. q.e.d.

n—oo

Satz 3.25. Sei (ap)nen eine reelle positive Folge, dann gilt

lim (a"“) < lim {/a, lim/a, < lim (a"“) .

Qn an

Wenn die Folge {/a, also einen reellen Haufungspunkt hat, dann hat auch die Folge “***

einen reellen Haufungspunkt. Und wenn ¢ilt im (a"zl) < 0o dann auch lim /a,, < co.
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An41

Beweis: Wenn lim ( ) = 0 ist, ist die erste Aussage trivial. Wir nehmen also an,

dass es ein a > 0 gibt und fiir alle 0 < € < a ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
il > g — e erfiillen. Dann gilt fiir alle n > N

an

ap  aN41 ay, N (a—e)" an
e N “2 {a—gr

Wegen (iii) gilt dann lim{/a, > (a — €). Weil dies fiir alle € > 0 gilt, folgt auch
lim /a,, > a. Also ist lim/a, > a nicht kleiner als der kleinste Haufungspunkt von
(aZ—“)neN Und wenn diese Folge (“"+1 Jnen keinen reellen Haufungspunkt hat, dann hat
auch die Folge ({/a,)nen keinen reellen Haufungspunkt.

Fiir die Folge (a,!)qen gilt entsprechend h_ma:il < lim{/a;! = lim (,n/an)_l. We-

gen Satz 2.14 (vi) und Satz 3.5 (iv) ist fiir eine positive Folge (b, )nen limb, ' = (Ilimb,) -
(mit = =0 und § = 00). Also folgt die zweite Ungleichung aus Satz 2.14 (vi). q.e.d.

(vi) (z %) ist streng monoton wachsend und beschrankt. Fiir n > 3 gilt
k=0 neN

_<ZE<2+ZI<:I<:+ _2+Z<——k—+1> +Z;——Zk_2+1——.

Also konvergiert diese Folge. Der Grenzwert heifit Eulersche Zahl e € (2, 3).
(vii) lm (1+1)" =e.

Beweis: Wegen der binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n

B

k=0 k=0 ’ k=0
1 -1)--(n—k+1) 1 1
Fiir alle k € N gilt lim (Z) = lim n(n —1) nk(” +1) ==
Also gilt fiir alle m € N li 1 + Ly > i li m\ L _ !
gilt fiir m lim > 2 Jim N i 2 ik

Wegen sup{> ", k, | m € N} = e folgt e < l_m( -+ %)n < M(l —I—%)n <e. q.e.d.

n
(viii) 7}1—{20 o = €

Beweis: Sei (a,)nen die positive Folge %;. Dann gilt fntl — ((7;:1)); = (1+ 4"
Wegen (vii) folgt lim,, . “2*+ = e Dann folgt aus Satz 3.25
. Ontl 77— 0nt1
e= ll_m < lim < lim < lim =e.
f Tk
Daraus folgt lim — =e. q.e.d.

n—oo \/ '



Kapitel 4

Reihen

4.1 Konvergenzkriterien

Definition 4.1. Sei (a,)nen eine Folge. Dann heifit die Folge (Sy)nen mit s, = > a;
j=1

die zu (an)nen gehorende Reihe. Diese Folge bezeichnen wir mit (3 ap),cy-

Wenn die Reihe () a,,),,cy konvergiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert mit

n o0 oo n
lim Y a; =) a, = ) a,. Analog definieren wir ) a, = lim ) a;.
j=1 n=1 —o0

n—00 ;_ neN n=m n Jj=m

Beispiel 4.2. (i) Geometrische Reihe (3 q"),cn,-
S ¢ = =4""" " Dann folgt aus dem letzten Abschnitt
j=0

Fiir ¢ # 1 hatten wir berechnet:

1—q °

> 1
Fiir <1 st ( ") konvergent: M= —
gl 2.4") g > q

No

Fiir |g] > 1 ist < ") divergent.
= >_d") . divers

Fiir reelles g > 1 st (Z q”) divergent: Z q" = oo.

neNp

o0

(ii) Die (-Funktion ist definiert als ((s) = > == der Grenzwert (wenn er evistiert)
der Reihe ()

Zundchst ist diese Reihe nur fir alle rationalen Zahlen
s € Q definiert. Fiir s =1 ust (Z #)neN divergent.

n=1
ns)neN'

Beweis: Diese Reihe ist monoton wachsend. Also ist nur die Frage, ob sie beschrankt

1 1 1 1
ist oder nicht. Fiir alle n € N gilt aber + + ...+ > o —. Also
n+1 n+2 n+n 2n 2

43
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2777.
1
sind fiir alle n € Ny jeweils die Summen Z =1+ Z Z ; >1+ g q.e.d.
j= 1 m=1 j=2m-141

(iii) Fur alle k € N ist die Reihe (Z m> konvergent und es gilt
neN

g n n+1) (n+k) = LIc
Beweis:
f: B in: 1 n+k—n
“— n(n (n+k) —~knn+1)---(n+k)
1 (& 1 plany 1
B E(Zn -(n+l<;—1)_Z (n—l—k:—l))
n=1 =
11 1
o k\k (m+1)---(m+k)
. 1
Die Folge — konvergiert aber gegen Null. q.e.d.

(m4+1)---(m+ k)
Wir wenden das Cauchykrlterlum und das Monotonieprinzip auf Reihen an.

Satz 4.3. (Cauchykriterium fiir Reihen) Die Reihe (3 an), oy konvergiert genau dann,
wenn es fir jedes € > 0 ein N gibt, so dass ‘ETZH aj‘ < € fir alle m > n > N gilt.

Insbesondere ist (a,)nen eine Nullfolge, wenn die Reihe (D an)nen konvergiert. q.e.d.

Satz 4.4. (Monotonieprinzip fiir Reihen) Sei (a,)nen €ine Folge von nicht negativen
Zahlen. Dann konvergiert die Reihe () an), oy genau dann, wenn sie beschrdinkt ist.
Fir den Grenzwert gilt dann >~ | a, = sup{> -, a, | m € N}. q.e.d.

Definition 4.5. (absolut konvergent) Die Reihe (3 ay), oy heifit absolut konvergent,
wenn die Reihe () |ayl), ey konvergiert.

Satz 4.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Und es gilt

o0

n=1

o0
D an

n=1

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt )Z’]”:n aj‘ < >, laj| fiir alle m > n.

Also ist die Reihe einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchyfolge und konvergiert.

Insbesondere gilt fiir alle m € N auch | a,| < >, |a,|. Dann erfiillen auch die

Grenzwerte Y7 an| <> 07 |an]. q.e.d.
Aus dem Monotonie-Prinzip und Satz 3.5 folgt das
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Satz 4.7. (Majoranten Kriterium) Die Folgen von nicht negativen Zahlen (ay)nen
und (by)nen erfillen b, < a, fir alle n € N.

(i) Wenn aufierdem (D an)nen konvergiert, dann konvergiert auch (3 by,)nen
(i) Wenn auflerdem (3 by)nen divergiert, dann gilt >~ b, =00 =" a,. q.e.d.

Beispiel 4.8. Fiir alle n,k € N ist (n+l§)k+1 < n__(i”rk

von (Y m) auch die Konvergenz von () n,}ﬁ)neN.

3 Also folgt aus der Konvergenz

Satz 4.9. (Wurzeltest) Sei (a,)nen eine Folge und sei o = lim {/|ay,|.
(i) Falls a <1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

(ii) Falls o > 1, dann divergieren (Y ayn),cn und (3 |anl),cn-

Im Fall lim{/]a,| = 1 kann die Reihe (}" a,), .y sowohl konvergent als auch diver-
gent sein. So ist z.B. lim { % =1= lim ¢/ n% Aber die Reihe (Z %)neN ist divergent,

n—oo n—oo

wihrend die Reihe () #)%N konvergent ist.

Beweis: (i) Sei o < 1. Dann gibt es fiir jedes @ < § < 1 aufgrund von Satz 3.21 (i)
ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt /|a,| < 8 <= |an| < #7. Weil aber (3 67)
konvergiert, ist auch (3 a,),, oy absolut konvergent.

(i) Sei o > 1. Dann gibt es wieder aufgrund von Satz 3.21 (i) unendlich viele {/]a,| >
1. Also kann die Folge (|a,|)nen nicht gegen Null konvergieren. Dann sind Reihen
(D an) ey und (3 |an|), ey keine Cauchyfolgen, also divergent. q.e.d.

neN

Satz 4.10. (Ezponentialfunktion:) Fiir alle x € K definieren wir
exp(z) : K — K, xHexp(q;):Z_;mzl_Fz_;m

Aufgrund des Beispiels (v) im letzten Kapitel ist lim Unl = oo. Also gilt auch

n—oo

Y ol I £
1 — = — =0.
A T T s =0
Deshalb konvergiert die Reihe (Z %)neNO absolut.

Satz 4.11. (Quotiententest) Sei (an)nen eine Folge in K\ {0} und sei a = lim L

(i) Falls a <1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.
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(ii) Falls es ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
divergieren (Y an),en und (3 |an|),en-

an41
an

> 1 erfiillen, dann

an +1

Beweis: (i) Wegen lim {/|a,| < lim (Satz 3.25) folgt (i) aus dem Wurzeltest.

n

(ii) Aus |[“22) > 1 folgt [an4a| = GZH : aa" | AL lan| > |an| > 0. Also ist
) n n—1 N
|an| keine Nullfolge und die Reihen (3 an), oy und (3 |anl), oy divergent. q.e.d.

Satz 4.12. (Cauchy’s Verdichtungssatz) Sei (an)nen eine nicht negative monoton fal-
lende Folge. Dann konvergiert () ay), oy genaw dann, wenn (Y 2"agn), . konvergiert.

n n
Beweis: Fiir alle n € N sei s, = aj und t, = > 27ay. Wegen der Monotonie von
=1 ]

J j=0

(an)nen gilt fiir alle j € N:
Qi + Agigq + .o+ g1y < P ag < 2(a9-141 + Ggi14g + ...+ ay)
und fiir 7 = 0 gilt: a; < a; < 2ay. Deshalb gilt fiir alle n € N
0 < sgnt1_1 < t, < 289n.

Also ist die Beschrénktheit von der Folge (t,),en dquivalent zu der von (s,,)nen.q-€.d.
Die Reihe (3 #)neN ist fiir s € Q\ {0} genau dann konvergent, wenn die Reihe

(Z (22%5)%% = (22 L

konvergent ist, also fiir s > 1. = Fiir alle s € Q mit s > 1 ist {(s) wohl definiert.

Satz 4.13. (Alternierende Reihe von Leibniz) Sei (an)nen, eine monoton fallende
Nullfolge. Dann konvergiert (3 _(—1)"an),,cx,

Beweis: Wegen dem Monotonieprinzip sind die Glieder einer monoton fallenden Null-

folge nicht negativ. Sei s,, = > (—1)™a,, fir alle n € Ny. Aus der Monotonie folgt:

m=0

§1 <83 < S Sopp1 S SS9 < <SS s

Also ist die Folge (s254+1)nen, monoton wachsend und beschrénkt und (sa,)nen, mono-
ton fallend und beschrankt. Dann konvergieren aber beide Folgen und es gilt

lim 8y, — lim sy, 11 = — lim (=1)*" ag,, 1 = lim ag,4; = 0
n—oo n—0o0

n—oo n—oo

Also konvergiert die Reihe (D (—1)"an),cy
Also ist Y o2, % konvergent, aber nicht absolut konvergent, weil Y >° £ = co.

q.e.d.
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4.2 Dezimalbruchdarstellung von reellen Zahlen

Als Ziffern wihlen wir Z = {0, 1,...,9} (bzw. {0,1,...,p—1}). Sei (2, )nen eine Folge
mit Werten in Z. Definiere die entsprechende Zahlenfolge (3 2y),,cy mit z, = 2= fiir
alle n € N. Dann ist (3 xp),, oy Wegen dem Majorantenkriterium und wegen

OOp_

absolut konvergent. Also definiert = > ° | x,, eine reelle Zahl in [0,1]. Sei jetzt M
die Menge aller Folgen M = {(z,,)nen|(2n)nen konvergiert nicht gegen p — 1}. Dann ist
die Abbildung M — [0, 1), (zn)nen — Doy 2 surjektiv und injektiv.

’I’LO"L

o0

—1 . p—1 1
Py - s
p 1-—pt

n=0

Bemerkung 4.14. Wir kénnen auch fordern, dass (z,)nen nicht gegen Null konver-
giert. Reellen Zahlen, deren Ziffernfolge gegen O konvergiert haben auch eine Dezimal-
bruchdarstellung, deren Ziffernfolge gegen 9 konvergiert, z.B. % =0,500...=0,499....

Surjektiv: Sei x € [0,1). Wir definieren (z,)nen induktiv, so dass fiir jedes n € N

— n—1
o< “m sre |2t +y =
p Z m n pn—l Z — 1pm>
"z —-1+1
gilt.Esfolgtogx—Zp—:; T dZ——az Weil fiir alle n € N
m=1
-1 —1 1
Z p P = — gilt, konvergiert (z,)nen nicht gegen p — 1.
m=n+1 p”“ (1 — l) p"
p

Injektiv: Seien (z;)new und (wp)nen zwei Ziffernfolgen, mit 3 07 | 2 = 377 | =n. Sei
also n € N der kleinste Index mit z, # w,,. Aus

i |2m — Wi wmy Zp—1 —1§:1_p—1 1 1
T 2 T i o1 o
m=n+1 m=n+1 pn m=0 pm p” 1 p p"

folgt |z, — w,| < 1. Sei also z, = w, + 1. Fiir alle m > n gilt dann w,, — z,, =
p—1= 2, =0und w,, =p— 1= lim w,, =p—1und (w,)neny € M.q.e.d.

m—00

4.3 Addition, Multiplikation, Umordnung

Aus dem Satz 3.5 folgt
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Satz 4.15. (Rechenregeln fiir Reihen) Die Reihen (Y- an),cn und (D bn),cn Seien
konvergent, dann konvergieren auch die Rethen

(Yo(an+b2)  und (3o ra)  firalerek.  qed.

Definition 4.16. Fir gegebene Reihen (3 an),cy, und (3_bn),cy, heifit die Reihe
(22 Cn)pen, Mit ¢n = Y agbn_y. fiir n € Ny das (Cauchy-)Produkt der beiden Reihen.
k=0

Diese Definition kommt von den Potenzreihen, die wir spéter kennenlernen werden.
Das Produkt der beiden Potenzreihen (3 a,z"),cy, und (3 0n2"), cy, ist dann die
Potenzreihe () c,2"), oy, d-h. wir haben alle Summanden des Produktes mit gleichen
Potenzen zusammengefasst.

Satz 4.17. (Konvergenz des Produktes) Wenn die Reihe (3 an), ey, absolut konvergiert
und die Reihe (Y bn),cy, konvergiert, dann konvergiert das Produkt () cp) der
beiden Reihen. Wenn auch (3 bn),cy, absolut konvergiert, dann auch () c,)

neNg
n€eNp -

Beweis: Mit ¢,, = Z arbp_i, A Z ag, B, = > by und C,, = > ¢ fiir n € Ny gilt
k=0 k=0

Cn = CLQbO + (aobl + albo) + ...+ (aobn + ...+ anb())
= CLQBn + Clan_l + ...+ anBO
= aO(B_ﬁn)—i_al(B_ﬁnfl)—i_+an(B_ﬁO)

Hierbei ist B = lim B, = z b, und 5, = B — B, = Z bi. Daraus ergibt sich

n—0oo n=0 k=n-+1
Cn = An . B — (aoﬁn + alﬁn,1 4+ ...+ O,nﬁ()).

Also gilt lim,, o, C,, = lim, . A, B, wenn ao(, + ... + a,0p im Grenzwert n — o0
gegen Null konvergiert. Aufgrund der Voraussetzungen gibt es a;, 5 > 0, so dass

n

Bal <8 und ) fax| <«

k=0

fiir alle n € Ny gilt. Fiir alle € > 0 gibt es natiirliche Zahlen N, M, so dass |3,| < 5=
fiir alle n > N gilt und [a,| < 535 fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > N 4+ M — 1

|a05n+~~+anﬁ[)| S |a05n+--'+an—NﬂN|+|an—N+1ﬁN—1+---+an50|

¢ n—N
< R
°a lar| + N3 -

ra 2Nﬁ =
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Also konvergiert (Y cn)nen, gegen das Produkt der Gernzwerte von (3 ay), oy, und
(22 bn)pen, Wenn beide konvergieren und eine absolut konvergiert. Wenn beide Reihen
absolut konvergieren, dann gilt fiir alle N € Ny

éw < (i ran|) (grm) < (iu) (ni;\bn|).

Also ist dann das Produkt absolut konvergent. q.e.d.

Beispiel 4.18. Das Quadrat der Reihe (Z %) st nicht konvergent, obwohl
n n€Ng

die Reihe als Beispiel einer alternierenden Reihe nach Leibniz konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert. Die Koeffizienten des Quadrates sind gegeben durch:

Z VDT s 1
\/k+1\/n—k+1 kzo\/k?+1\/n—k3+1

u 1 u 1
Es qilt aber > = 1. Also ist das Quadrat der
I kz_ox/k—l—l\/n—k—i-l_kz_o\/n—i-h/n—i-l ©
Reihe keine Cauchyfolge. q.e.d.

Satz 4.19. (Figenschaften der Exponentialfunktion)
(1) fir alle z,y € K gilt exp(x 4+ y) = exp(z) exp(y).
(i) Fir alle v € K ist exp(x) # 0 und fir alle x € R sogar exp(x) > 0.

(iii) Fir alle x € R und alle r € Q ist exp(rxz) = (exp(z)").

(iv) Fir alle x € C ist exp(Z) = exp(x).
(v) Fir alle x € R ist |exp(uz)| = 1.

Die Zahl exp(1) wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet. Wegen (iii) gilt dann
fir alle r € Q: exp(r) = exp(r- 1) = ¢e". Deshalb schreiben wir auch e® fir exp(z).

Beweis: (i) Wir hatten schon gesehen, dass die Reihe exp(z) = Y £; fiir alle z € K

n=0
absolut konvergiert. Dann ist das Produkt von exp(x) - exp(y) = > 2 > 1, k,knn kl;,
Wegen der binomischen Formel gilt

k
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Dann folgt exp(x) exp(y Z (z+ y = exp(z +y).

(ii) Wegen (i) gilt exp(x) exp(— $) Also besitzt exp(x) fiir alle z € K ein Inverses
und ist ungleich Null. Wegen (i) gilt ex p( )= (exp (92—6))2 > 0 fiir alle x € R.

(iii) Offenbar ist fiir alle n € Nym € Z (exp( )" = exp(x - m) = (exp(x))™. Also
gilt auch wegen (ii) exp (22) = (exp(z))=.

(iv) exp(z) = Y L = Y L = exp(z) wegen Satz 2.55 und Satz 4.15.
n=0 n=0
(v) Fiir z € R gilt exp(wz)exp(1z) = exp(ix) exp(—wz) = 1. q.e.d.

Wir kénnen jetzt fiir jede Zahl y > 0, fir die es ein = € R gibt, so dass y = exp(x)
gilt, und fiir jedes z € R die Zahl y* = exp(zz) definieren. Wir werden spéter sehen,
dass wir so fiir alle y > 0 und alle z € R y* definieren kénnen.

Definition 4.20. (Umordnen von Reihen) Sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung
von den natiirlichen Zahlen auf sich selber. Dann heifit die Reihe (Z &T(”))neN ene
Umordnung der Reihe (Y an),cx-

Analog konnten wir auch die Umordnung von Folgen bilden. Letztere sind aber
weniger interessant, weil jede Umordnung einer konvergenten Folge wieder gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert (Ubungsaufgabe). Dagegen gilt dies bei Reihen nicht.

Satz 4.21. Konvergiert eine Reihe (Y an), oy absolut, so konvergiert auch jede Um-

ordnung (Z aT("))neN absolut. In diesem Fall gilt Z ap = Z Ar(n)

Beweis: Sei also 7 eine gegebene bijektive Abbildung 7 : N — N. Wenn (3 a,),,cn
absolut konvergent, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass Y " |ax| < € fiir
alle m > n > N gilt. Dann gibt es auch ein M = max7'[{1,..., N}] € N, so dass
7(n) > N fiir alle n > M gilt. Dann folgt fiir alle m >n > M

m max{7(n),7(n+1),...,7(m)}
Z |aT(k)‘ < Z x| < e.
k=n k=N+1

Alsoist (3 |ar() |)n < eine Cauchyfolge und die Umordnung konvergiert sogar absolut.
Mit denselben N und M in Abhéngigkeit von € > 0 gilt fiir alle n > N and m > M

max{7(1),7(2),...,7(m),n}
Z Zak < Z |ak| < €
k=1 k=N+1

Also konvergiert (Y ar-(n))nen gegen den gleichen Grenzwert wie (D ap)nen.  q.e.d.
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Satz 4.22. (Riemann) Sei (Y an), oy €ine konvergente reelle Reihe, die nicht absolut
konvergiert, und o < 3 zwei reelle Zahlen. Dann gibt es eine Umordnung (Z aT(”))neN’
die als Reihe beschrdnkt ist und fir die o der Limes inferior der Reihe ist und 3 der
Limes superior. Wenn o # (3 konvergiert die Reihe also nicht.

Beweis: Weil (3} ay,),,oy konvergiert, ist die Folge (ay)nen eine Nullfolge. Wir betrach-
ten im Folgenden die beiden Teilfolgen aller nichtnegativen Elemente (b,,),en und aller
negativen Elemente (¢, )nen. Weil (> ap, )nen nicht absolut konvergiert, und (> 2b,, )nen
genau dann konvergiert, wenn () a,,+|an|)nen konvergiert, bzw. (3 2¢,)nen ganu dann
konvergiert, wenn (3 a, — |a,|)neny konvergiert, konvergieren die beiden monotonen
Reihen (>~ by)nen und (3 ¢;)nen nicht und sind auch nicht beschrinkt.

Wir setzen die umgeordnete Folge (aT(n))neN abwechselnd jeweils der Reihe nach
aus den Folgen (b,)nen und (¢;)nen zusammen. Wenn die Summe aller bisherigen Fol-
genglieder grofer ist als 3, dann fahren wir solange mit Folgengliedern aus ¢, fort, bis
die Summe kleiner als « ist. Wenn die Summe aller bisherigen Folgenglieder kleiner als
« ist, dann fahren wir solange mit Folgengliedern aus b,, fort, bis die Summe gréfer als
B ist. Wenn 0 € [« §] starten wir mit Folgengliedern aus b,,, bis die Summe grofier als 3
ist. Fiir jedes € > 0 gibt es nur endlich viele Glieder von (a,)nen, deren Absolutbetrag
nicht kleiner als e ist. Deshalb gibt es ein N € N, so dass die Summen )} | a-( fiir
allen > N in (a— €, 3+ ¢€) liegen. Es gibt unendich viele Glieder von (3" a, n))neN die
kleiner als a sind und unendlich viele, die grofler als  sind. Die umgeordnete Reihe
(Z aT("))neN hat also als Limes inferior o und als Limes superior [. q.e.d.

Weil fiir jedes € > 0 und z € [«, 5] unendlich viele Glieder von (Z aT(n))neN in

(x — €, + €) liegen, ist die Menge der Haufungspunkte dieser Reihe gleich [« (].

Definition 4.23. Sei (a,)en, eine Folge, dann heifst (3 ana™), oy, die entsprechende
Potenzreihe mit Koeffizienten (an)nen, -

Aus dem Wurzeltest folgt sofort

Satz 4.24. (Konvergenzradius von Potenzreihen) Seien (an)nen, die Koeffizienten der
Potenzreihe (3 anx™), oy, und sei @ = lim{/]a,| und R = £ (R = 0 fiir a = oo und
R = oo fira=0).

(i) Fir |z| < R konvergiert (3 anx™), oy, absolut.
(i) Fir |z| > R divergiert (3 ana™),cn, -
Wenn o < oo definiert folgende Reihe also eine Potenzreihenfunktion

f: {zeK]||z| <R} =K, xHZana:". q.e.d.

n=0
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= 2" — 1
Beispiel 4.25. (i) exp(x) = —,a=lim{/— =———=0=— R = o0.
@ () nZ:o n! n! lim, . V/n!

(ii) (Zx”)nENO also a =TimV1=1= R=1. Fir |z| <1 gilt zox” =L

" — /1 1
111 —_— l :]_ n—:—:l:}R:l
(iii) ( E " ) N also « 1m\/; i U

Fiir |x| < 1 ist die Potenzreihe also konvergent, aber fir x =1 divergent und fir
x = —1 konvergent (alternierende Reihe von Leibniz).

, " 1 1 2
(lV) (ZE) . also o = lim Ez(m) :1:>R:1

Fir |z| <1 also konvergent und fir |x| > 1 divergent.

n

n

Satz 4.26. (FEigenschaften von Potenzreihenfunktionen)

(i) Seien (3 ana™), oy, und (3 bna"), oy, Potenzreihen mit Konvergenzradius Ry bzw.
Ry. Dann konvergieren fir |x| < min{Ry, Rs} die Summe (> (a, + b,)z"
und das Cauchy-Produkt () c,x"), o der beiden Potenzreihen und es gilt

i(an + b,)z" = i a,x" + i b,x™ und i et = (Z ) (Z b,x™ ) )
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

)RENO

o0
> apx”

n=0

(ii) Firr < Ry gibt es ein M(r) € RT, so dass < M(r) fir alle |z| < r gilt.

(iii) Firr < Ry und fir alle € > 0 gibt es ein N € N, so dass fir alle |x| < r gilt

o) N
E anx’ — E anx"

< €.

(iv) Firr < Ry gibt es ein L(r) € R, so dass fir alle x,y mit |x| < r und |y| <r

gilt
D ana" =Y any”| < L(r)le —yl.
n=0 n=0

Beweis: (i) Folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen und der Konvergenz des Cauchy

Produktes.
5

n=0

o)

Zanlr = M(r) < oo.

n=0

(ii) Fir |z| < r gilt
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(iii) Weil die Reihe >~ 7 |a,|r™ absolut konvergiert gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass 37 v |an|r™ < e gilt. Dann folgt fir |z <r

00 N 00
g apx" — E a, x| < g la,|r™ < e.
n=0 n=0 n=N-+1

(iv) (2" —y") = (z —y) (@™ P+ 2" Py + . oy 2 +y" ). Fir |z <rund |y <
folgt also |2™ — y"| < |z — ylnr"~!. Weil aber gilt

Tim ¢/nay| :m(%. \"/|an|) - (lim ﬁ)ﬁ lan] = Tm /Jan],

haben die Reihen (3 a,2™), ¢, und (31 - apa™ )
Also gilt fur |z] <7 und |y| <7

nen, den gleichen Konvergenzradius.

o0 oo o o0
Yo =Y any"| <Y an| e =y < oyl Y lan| -0
n=0 n=0 n=0 n=1
o
Wihle also L(r) = Y nla,|r"! < co. q.e.d.
n=1

Satz 4.27. (Identitissatz fiir Potenzreihenfunktionen)

(i) Sei Y 07 anx™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, die nicht identisch
verschwindet, dann gibt es ein 0 < r < R, so dass die Potenzreihenfunktion in
{r € K| 0 < |z| <1} keine Nullstelle hat.

(ii) Sei Y . anx” eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0. Fir alle
xo mit |xo| < R und alle n € Ny konvergiert b, = >, ("Zk)an%x’g. Auferdem
ist der Konvergenzradius der Potenzrethenfunktion Y~ b,z" nicht kleiner als
R — |xo| und fiir alle |x| < R — |z|o gilt auch Yy " byx™ = "7 s an(z + xo)".

(iii) Seien Y °  anx™ undy " b,x™ zwei Potenzrethenfunktionen, deren Konvergenz-
radien gréfler sind alsr > 0. Falls {x € K| |x| < r} unendliche viele verschiedene
Elemente enthdlt, an denen die beiden Potenzreihenfunktionen tbereinstimmen,
dann gilt a, = b, fir alle n € Ny, d.h. sie stimmen als Potenzreihen tiberein.

Beweis: (i) Sei N € Ny der kleinste Index, so dass ay # 0. Wenn alle anderen
Koeffizienten (a,)n~n verschwinden, hat die Potenzreihe nur Nullstellen bei z = 0.
Andernfalls gilt fiir ein 0 < 7 < R und alle |z| <7

oo (o] [o.¢]
S| € 3 ol < b (Yl ).
n=0

n=N-+1 n=0
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Also gilt fiir alle Nullstellen z,, der Potenzreihenfunktionen

o0
law] - |2 < fam " <Z Ian+N+1|7“"> :

n=0

Wenn |z,,| # 0 ist folgt daraus 0 < |an| < |zm|(Xoeq lansn+1|r™). Also hat die
Potenzreihenfunktion keine Nullstelle in

0o —1
{x e K| 0<|z| <min {r, lay| <Zn:0 |t N1 |7 ) } } )
(ii) Fiir zy = 0 trivial. Sei 0 < |z9| = r < R. Dann ist fiir alle 0 < s < R — r die Reihe
= n v n k _n—k
n - n <
;a(r—hﬂ ZZa (k)rs 00

absolut summierbar. Dann gilt fiir alle m =n — k € Ny und K € Ny:

K 0 n

m m+k n—

s E |am+k|( i > g |an|< ) rks"F < o0,
k=0

n=0 k

Fiir alle m = n — k € Ny konvergiert also b, = > Gk (m:k) xy' absolut. Und es gilt

n

ismimm(m*k)rksigw( Jrtst <o

m=0 k=0 n=0

fir alle M € Ny. Also ist auch Z by |s™ < Z lan|(r +5)" < o0

Also ist Y by,,a™ fiir alle |z| < R — r konvergent, und der Konvergenzradius nicht
kleiner als R —r = R — |zo|. Fiir |z| < R — |xo| und alle M, K € Ny gilt dann

K m+ k M+K
am-‘rk‘( k )IIS - Z an(x + xO)n
k=0

n=0

M+K

< S lalal + el

n=min{M+1,K+1}

Also folgt im Grenzwert K — oo

0o
" Zan(fferxo)" < > lanl(l2] + [ao])" < oo
n=0 n=M+1

und im Grenzwert M — oo auch Z bx™ — Z an(z + x9)" = 0.
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(iii) Sei (z,)men eine Folge von paarweise verschiedenen Nullstellen der Potenzreihen-
funktion = — Y 7 (a, — b,)z" in {x € K | |z| < r}. Dann hat die Folge (z,)men
einen Haufungspunkt zo mit |zo| < r und fiir alle € > 0 unendlich viele Glieder in
{z € K| |z — x| < €}. Sei R das Minimum der Konvergenzradien von (>_ a,)nen,
und (3 by)nen,- Dann hat aufgrund der Voraussetzung und wegen (ii) die Potenzreihe
> o(an—by)(y+x0)", als Potenzreihe in y mindestens den Konvergenzradius R—r > 0,
und fiir alle 0 < € < R — r unendlich viele Nullstellen auf {y € C | |y| < €}. Also ver-
schwindet wegen (i) diese Potenzreihe in y identisch. Dann stimmen wegen (ii) die bei-
den Potenzreihen >~ ja,z™ und >~ b,2" auf dem Gebiet {z € K | [z —zo| < R—1}
tiberein. Also gibt es eine Folge (Z,,),,.y von paarweise verschiedenen Nullstellen von
x> 7 (@, —by)x", die gegen ein To mit |Z9| = max{r — (R —r),0} < r konvergiert.
Dabei ist R —|Zo| > R—r. Sei z&= < N € N. Indem wir die beiden Potenzreihe immer
wieder an einer Stelle mit minimalem Radius in dem Bereich entwickeln, in dem wir
schon die Gleichheit beider Potenzreihen gezeigt haben, erhalten wir nach héchstens N
Schritten, dass beide Potenzreihen auf einer Nullfoge iibereinstimmen. Wegen (i) sind

dann die beiden Potenzreihen (> a,2™)nen, und (3 by2™)pnen, identisch. q.e.d.

4.4 Sinus und Cosinus

Definition 4.28. Fiir alle x € K set

_ exp(wr) — exp(—wx)
sin(x) = 5;

_ exp(1x) + exp(—wx)

cos(x) 5

Also gilt fiir reelle x  cos(z) = R(exp(uz)) sin(x) = I(exp(ix))
und fiir alle z € K die Eulersche Formel:  exp(iwx) = cos(x) + ¢sin(z).
AuBlerdem gilt fiir alle z € K

_exp(2ur) + 2 +exp(—2wr)  exp(2wr) — 2 +exp(—2wx) .
a 1 4 o
cos(—z) =cos(z) und sin(—z) = —sin(x).

cos®(x) + sin’(z)

Satz 4.29. (Additionstheorem) Fiir alle x,y € K gilt:

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y)

Beweis: exp(i(x + y)) = exp(ur) exp(1y).

cos(z + y) + usin(z + y) = (cos(x) + 2sin(x))(cos(y) + 2sin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y) + +(sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)).
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Ersetzen wir x und y durch —z und —y und benutzen cos(—x) = cos(z) und sin(—x) =
—sin(z), dann erhalten wir

cos(x +y) —esin(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) — o(sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)).
Die Summe und die Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(z) sin(y). q.ed.

Durch Einsetzen von (z,y) und (z, —y) erhalten wir fir alle z,y € K

cos(z +y) +cos(x —y) = 2cos(x)cos(y)
cos(x —y) —cos(z+y) = 2sin(z)sin(y)
sin(z 4+ y) + sin(z —y) = 2sin(x) cos(y)

Satz 4.30. (Potenzreihen von Sinus und Cosinus)

cos(x) = Z(— sin(x Z 2k: kT

k=0 ) k=0

Beweis: Weil > = —1 gilt fiir alle k € Ny ¢** = (—1)* und 2*™! = o(=1)*. Also gilt
auch fiir alle x € K:

coste) = SRl Eowlon) g7 L (Lo8, L) s et
2 ! ! !

2

_ exp(1z) —exp(—1x) =1 ()" (—w)" s p X
sin@) = = 2 : :ZZ( al al ):Z<_1) 2k +1)!




Kapitel 5

Stetigkeit

5.1 Teilmengen von K

In diesem Abschnitt betrachten wir Teilmengen X von K, also von R oder C. Der
Absolutbetrag |z — y| der Differenz zweier Elemente x,y € X definiert einen Abstand.
Wir hatten in den Sétzen 2.22 und 2.60 folgende Eigenschaften hergeleitet:

(i) Fir alle z,y € X ist |t —y| > 0 und |z — y| = 0 <= = = y (Positivitét).
(ii) Fir alle z,y € X ist | — y| = |y — x| (Symmetrie).
(iii) Fiir alle z,y,2 € X ist |x —y| < |z — z| + |z — y| (Dreiecksungleichung).

Definition 5.1. (offener Ball, Umgebung, offene Menge)

Sei X C K. Ein offener Ball in X mit Zentrum x € X und Radius v > 0 ist die Menge
B(z,r) ={y € X | |z —y| <r}. Fine Ungebung eines Punktes x € X ist eine Menge
U C X, die fiir ein e > 0 den Ball B(z,€) enthdlt. Eine offene Menge O C X ist eine
Teilmenge, die eine Umgebung aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein
e >0, so dass B(x,¢e) C O.

Beispiel 5.2. In R bestehen die Bdille B(x,r) aus den Intervallen (v —r,x +1). In C
bestehen die Bdille B(x,r) aus Kreisscheiben um x mit Radius r ohne den Rand.

Alle offenen Bélle B(z, ) sind offenbar Umgebungen von z. Sei y € B(x,r). Dann
ist |z —y| <r.Sei z€ B(y,r — |z —y|). Dann gilt |z — 2| < |z —y| + |y — 2| <, also
auch B(y,r — |z —y|) C B(x,r). Deshalb sind die offenen Bille offene Mengen.

Offenbar ist eine beliebige Vereinigung von offenen Mengen offen. Seien O und O’
zwei offene Mengen und z C ONO’. Dann gibt es 7 > 0 und 7’ > 0 so dass B(x,r) C O
und B(z,r") C O'. Also ist B(z,min{r,7’}) C B(x,r) N B(xz,r") C ONO'". Also ist
ONO’ offen. Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen offen.
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Definition 5.3. (abgeschlossene Mengen, Abschluss)
Fiir eine Teilmenge X C K heiffen die Komplemente von offenen Teilmengen von X
abgeschlossen. Der Abschluss A einer Teilmenge A C X ist die Schnittmenge aller
abgeschlossenen Teilmengen von X, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Teilmengen von X abgeschlossen. Deshalb ist der Abschluss einer
beliebigen Teilmenge von X abgeschlossen und der Abschluss einer abgeschlossenen
Teilmenge gleich der Menge.

Ein Punkt € X gehort genau dann zu dem Abschluss A, wenn es keine offene
Menge in X gibt, die x enthélt aber mit A schnittfremd ist. Dies ist dquivalent dazu,
dass fiir alle n € N die offenen Bille B(z, %) ein Element a, aus A enthalten, oder
auch dazu, dass es eine Folge (a,)neny in A gibt, die gegen x konvergiert. Wir sagen,
dass eine Folge (x,)nen in X konvergiert, wenn sie konvergiert, und der Grenzwert in
X liegt. Damit haben wir gezeigt:

Lemma 5.4. Der Abschluss A einer Teilmenge A C X besteht aus den Grenzwerten
von allen Folgen in A, die in X konvergieren. A C X ist genau dann abgeschlossen,
wenn die Grenzwerte von allen Folgen in A, die in X konvergieren, in A liegen.q.e.d.

Wegen Satz 3.5 ist in K der Abschluss der offenen Bélle B(x,r) = {y | [y —z| < r}.

5.2 Vollstindigkeit und Kompaktheit

Wenn eine Folge (x,),en in X konvergiert, dann auch in K. Deshalb gilt
Satz 5.5. In X C K st jede konvergente Folge eine Cauchyfolge. q.e.d.
Definition 5.6. X C K heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Wegen dem Vollstandigkeitsaxiom sind R und C vollstandig. Wegen Lemma 5.4 ist
A C K genau dann vollstdndige, wenn A in K abgeschlossen ist.

WEeil jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, sind die
reellen Zahlen der Abschluss der rationalen Zahlen Q C R. Anstelle unserer axiomati-
schen Charakterisierung der reellen Zahlen konnen wir also die reellen Zahlen auch aus
den rationalen Zahlen konstruieren als Aquivalenzklassen von rationalen Cauchyfolgen,
wobei zwei Cauchyfolgen als dquivalent gelten, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

Definition 5.7. (kompakt) Eine Teilmenge X C K heifst kompakt, wenn jede Folge in
X eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Definition 5.8. Fine Teilmenge X C K heifit beschrinkt, wenn fir ein x € X, die
Menge der Abstinde {|x —y| |y € X} beschrinkt ist.
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Wegen der Dreiecksungleichung ist diese Bedingung &dquivalent dazu, dass fiir alle
x € K die Menge der Absténde {|z — y| | y € X'} beschrénkt ist.

Satz 5.9. (Heine-Borel) FEine Teilmenge X C K ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrdankt ist.

Beweis: Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano Weierstrafl besitzt jede Folge (2, )nen
in einer beschréankten Menge X C K eine in K konvergente Teilfolge. Der Grenzwert
einer Folge in einer kompakten Teilmenge X C K, die in K konvergiert, muss in X
liegen. Wegen Lemma 5.4 ist also eine beschrankte Menge X C K genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen ist. Weil umgekehrt eine unbeschrankte Menge X C K
nicht in endlich vielen Béllen B(x;,4) U...U B(z,,4) enthalten ist, gibt es fiir endli-
che viele paarweise disjunkte Bélle B(z1,2),..., B(z,,2) ein x,,1 € X, so dass auch
B(x1,2),...,B(x,41,2) paarweise disjunkt sind. Fiir x € X folgt B(z,1) C B(x,,2)
aus r,, € B(x,1). Also hat eine solche Folge (z,,),en in X keinen Hiaufungspunkt.q.e.d.

Korollar 5.10. Teilmengen A C X einer kompakten Teilmenge X C K sind genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen sind.

Beweis: Eine Folge (z,,),en in einer Teilmenge A C X einer kompaken Menge X C K
konvergiert wegen Lemma 5.4 genau dann in X, wenn sie in K konvergiert. Wegen
Lemma 5.4 ist A genau dann abgeschlossen in X, wenn sie es in K ist. q.e.d.

Korollar 5.11. Die kompakten Teilmengen von R besitzen Minimum und Mazximum.

Beweis: Fiir jede beschriankte nicht leere Teilmenge A C R und fiir jedes n € N ist
sup A — % keine obere Schranke von A und inf A + % keine untere Schranke. Deshalb
gibt es ein a, € (sup A — X, sup AN A und ein b, € [inf A,inf A — 2) N A. Die Folgen
(an)neny und (b, )nen konvergieren gegen sup A bzw. inf A. Also liegen sup A und inf A
im Abschluss von A. Kompakte Teilmengen besitzen Minimum und Maximum. q.e.d.

Beispiel 5.12. In K sind die abgeschlossenen Bille B(x,r) fir r > 0 kompakt.

5.3 Stetigkeit

Definition 5.13. Seien X und Y jeweils eine Teilmenge entweder von R oder von C.
Fine Abbildung f: X — Y, xw f(x) heifit stetig in x € X, wenn es fir jedes ¢ > 0
ein 6 > 0 gibt, so dass |f(x) — f(y)| < € fir alle y € X gilt, die |x —y| < § erfillen.
Die Abbildung f heifst stetig, wenn sie in allen Punkten von X stetig ist.

Stetig im Punkt z heifit also, dass alle Punkte, die hinreichend nahe bei x liegen,
auf Werte abgebildet werden, die beliebig nahe bei f(x) liegen.

Satz 5.14. Fir eine Abbildung f : X — Y, 1z f(x) zwischen zwei Teilmengen X
und Y jeweils von R oder C ist Folgendes dquivalent: (i) f ist stetig in x.
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(ii) Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist eine Umgebung von x.

(iii) Fir gegen x konvergente Folgen (xy,)nen in X konvergiert (f(z,))nen gegen f(x).

Beweis: (i)<(ii): Die Umgebungen von z sind gerade die Mengen, die einen ¢-Ball
um z enthalten. Also ist (ii) dquivalent zu der Aussage, dass das Urbild jedes e-Balles
um f(x) einen §-Ball um z enthélt. Das ist nur eine Umformulierung von (i).

(i)« (iii): Die Folgen (2, )nen und (f(x,))nen konvergieren genau dann gegen z bzw.
f(z), wenn jede Umgebung von z bzw. f(x) alle bis auf endlich viele Folgenglieder
enthilt. Wenn also (z,)n,en gegen = konvergiert und f (ii) erfiillt, dann konvergiert
(f(zn))nen gegen f(x). Also folgt (iii) aus (ii). Wenn es umgekehrt eine Umgebung von
f(z) gibt, deren Urbild keine Umgebung von z enthélt, dann gibt es eine Folge (x,,)nen
von Punkten z, € B (z,1), so dass (f(z,))nen im Komplement der Umgebung von
f(z) liegt und damit auch im Komplement eines e-Balles von f(z): f(x,) & B(f(z),¢€).
Dann konvergiert (x,),en gegen x, aber f(x,) nicht gegen f(z). q.e.d.

Korollar 5.15. Fiir eine Funktion f : X — Y zwischen zwei Teilmengen X und Y
jeweils von R oder C ist Folgendes dquivalent: (1) f ist stetig.

(ii) Firin X konvergente Folge (x,,)nen konvergiert (f(x,))nen gegen f(lim, o ).
(iii) Das Urbild jeder offenen Teilmenge von'Y st offen in X.

(iv) Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von Y ist abgeschlossen in X .

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz sind (i) und (ii) dquivalent. Weil eine Menge
genau dann offen ist, wenn sie eine Umgebung von allen ihren Punkten ist, zeigt der
vorangehende Satz, dass aus (i) bzw. (ii) auch (iii) folgt. Weil jede Umgebung eines
Punktes auch eine offene Umgebung des Punktes enthélt, folgt wieder wegen dem
vorangehenden Satz aus (iii) auch (i) bzw. (ii). Weil nun die abgeschlossenen Mengen
gerade die Komplemente der offenen Mengen sind und das Urbild eines Komplementes
gerade gleich dem Komplement des Urbildes ist, ist (iii) zu (iv) dquivalent. q.e.d.

Korollar 5.16. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen f: X —Y undg:Y —
Z st stetig. Die analoge punktweise Aussage gilt auch.

Beweis: ¢g(f(lim z,)) = ¢(lim f(x,)) = lim g¢(f(z,)) fir (z,).en konvergent. q.e.d.

Korollar 5.17. Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung f :
X — Y zwischen zwei Teilmengen X und Y jeweils von R oder C ist kompakt.

Beweis: Sei f: X — Y, x+ f(z) eine stetige Abbildung zwischen zwei Teilmengen
X und Y jeweils von R oder C und A C X eine kompakte Menge. Fiir jede Folge
(Yn)nen in f[A] gibt es eine Folge (z,)neny in A mit f(z,) = y, fir alle n € N. Weil
A kompakt ist, besitzt (x,),en eine konvergente Teilfolge. Die entsprechende Teilfolge
von (Yn)nen = (f(2n))nen konvergiert wegen der Stetigkeit von f. Also besitzt jede
Folge in f[A] eine konvergente Teilfolge. q.e.d.



5.3. STETIGKEIT 61

Korollar 5.18. Sei f eine bijektive stetige Abbildung von einer kompakten Teilmenge
X auf eine Teilmenge Y jeweils von R oder C. Dann ist die Umkehrabbildung stetig.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Korollar ist das Bild f[X] =Y kompakt und we-
gen Korollar 5.10 das Bild f[A] jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X abgeschlossen.
Wegen (f~1)7HA] = f[A] folgt die Aussage aus Korollar 5.15 (iv). q.e.d.

Beispiel 5.19. (i) Auf jedem metrischen Raum ist die identische Abbildung 1x stetig.
(ii) Die konstante Abbildung, die alle x € X auf einen Punkt y abbildet ist stetig.
(iii) Aus den Rechenregeln fiir Folgen folgt, dass fir jede Teilmenge X wvon R oder C
und alle stetigen Abbildungen f,qg: X — K auch die Abbildungen

frgX =K, = fl@)+g@)  [9 XK we f(r) ()

stetig sind. Das gilt auch fiir die Abbildungen

CFX K,z —f(z) und % X\ 0N - K\ {0}, 7 %
Definition 5.20. (Gleichmdssige Stetigkeit, Lipschitzstetigkeit) FEine Abbildung f :
X =Y, xw— f(z) zwischen den beiden Teilmengen X und Y jeweils von R oder C
heif$t gleichmdfig stetig auf einer Teilmenge A C X, wenn es fiir alle e > 0 ein 6 > 0
gibt, so dass |f(x) — f(y)| < e fir alle x,y € A mit |v —y| < d gilt.

Die Abbildung heif$t lipschitzstetig auf A, wenn es eine Konstante L > 0(Lipschitz-
konstante) gibt, so dass |f(x) — f(y)| < L|x — y| fir alle z,y € A gilt.

Beispiel 5.21. (i) Eine Potenzreihenfunktion f @z 3 . a,z™ mit Konvergenz-

radius R ist nach Satz 4.26 (i) fir alle 0 < r < R auf B(0,r) lipschitzstetig. Auf der
Vereinigung B(0, R) = Ug,.r B(0,7) der offenen Bdlle B(0,r) ist f dann stetig.
(ii) Wegen Korollar 2.20 und Satz 2.58 (iv) ist x — |x| lipschitzstetig mit L = 1.

Offenbar ist jede lipschitzstetige Abbildung auch gleichméfig stetig und jede gleich-
méfig stetige Abbildung auch stetig. Es gilt auch folgende Umkehrung:

Satz 5.22. FEine Abbildung f : X — Y won einer kompakten Teilmenge X von R oder
C auf eine Teilmenge Y C K st genau dann stetig, wenn sie gleichmdfiig stetig ist.

Beweis: Sei f: X — Y, 1z — f(x) stetig und X kompakt. Wenn f nicht gleichméfig
stetig ist, dann gibt es ein € > 0 so dass fiir alle n € N zwei Punkte x,, und v, in
X existieren, mit |z, — y,| < * und |f(z,) — f(yn)| > €. Die Folge (zn — Yn)nen
ist also eine Nullfolge. Weil X kompakt ist, besitzt (z,)n,eny mindestens eine in X
konvergente Teilfoge, also mindestens einen Hiufungspunkt in X. Dann konvergiert
auch die entsprechende Teilfolge von (y,)nen gegen den gleichen Grenzwert. Wegen
|f(zn) — f(ya)] > € konvergieren die beiden Folgen (f(z,)neny und (f(2,)nen nicht
gegen den gleichen Grenzwert, und f ist an allen Haufungspunkten von (x,,),en nicht
stetig. Wenn f ungekehrt gleichméfig stetig ist, dann ist f auch stetig. q.e.d.
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Definition 5.23. Eine Folge von Funktionen (f,)nen von X nach K heifst

punktweise konvergent, wenn die Folgen (f,(x))nen fir jedes x € X konvergieren.
Die Grenzwerte definieren eine Funktion f: X — K, x— lim, .. fu(x).

gleichméflig konvergent, wenn es eine Funktion f: X — K, x— f(x) gibt, und
fir alle e >0 ein N € N, so dass |f,(x) — f(x)| <€ firn> N und x € X gilt.

GleichmiBig konvergente Folgen sind punktweise konvergent, aber nicht umgekehrt.

Beispiel 5.24. Die Folge von Funktionen (fn)nen mit f, : [0,1] — R, x — 2
konvergiert wegen Satz 3.4 punktweise gegen die Funktion

. 1
Fi0—R, oo {0 Sirrell
1 firx=1
Fiir alle n € N gilt lim, oo (1—1/m)" = 1 und damit sup{| f.(z) — f(z)| | z € [0,1]} =
sup{z" | x € [0,1)} = 1. Also konvergiert die Folge (f)nen nicht gleichmafig gegen f.

Definition 5.25. Seir X eine Teilmenge von R oder C. Die Menge aller stetigen Funk-
tionen von X nach K bezeichnen wir mit C(X,K). Eine Funktion f : X - K, x—
f(z) heifit beschrinkt, wenn das Bild f[X] eine beschrinkte Menge ist. B(X,K), be-
zeichne die Menge aller beschrinkten Funktionen auf X. C(X,K) und B(X,K) sind
offenbar K-Algebren. Auf B(X,K) bezeichne || - ||« folgende Abbildung:

[ lloo : BIX,K) = R, f = |[flloo = sup{|f(2)| [ x € X}

Satz 5.26. Alle stetigen reellen Funktionen auf einer kompakten Teilmenge X C K
sind beschrinkt. Das Bild einer reellen stetigen Funktion auf einer kompakten Teilmen-
ge X C K besitzt ein Minimum und ein Mazimum.

Beweis: Wegen Satz 5.17 ist das Bild jeder kompakten Teilmenge X C K unter einer

stetigen Abbildung kompakt und wegen Heine-Borel beschréinkt. Fiir reelle Funktionen

besitzt es wegen Korollar 5.10 ein Maximum und ein Minimum. q.e.d.
Dieser Satz hat viele Anwendungen, z.B. den Fundamentalsatz der Algebra.

Satz 5.27. Sei X eine Teilmenge von R oder C. Dann ist der Grenzwert f einer
gleichmafig konvergenten Folge (fn)nen in C(X,K) auch stetig.

Beweis: Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein IV, so dass |f(y) — fu(y)| < § fiir alle n > N und
alle y € X gilt. Dann gibt es fiir alle z € X ein § > 0, so dass |fnx(7) — fn(y)| < § fiir
alle y € X mit |x — y| < 6 gilt. Dann folgt fir diese  und y

|f(2) = fW)l < [f(@) = (o) + (@) = In(m)| + [ v () = Fy)] <e q.ed.
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Stetige Funktionen R — R

6.1 Umkehrfunktionen

Satz 6.1. (Zwischenwertsatz) Sei f :[a,b] = R, x> f(x) stetig. Dann enthdlt das
Bild f[[a,b]] das abgeschlossene Intervall [min{ f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}].

Beweis: Fiir f(a) = f(b) ist die Aussage trivial. Sei y eine reelle Zahl im offenen Inter-
vall zwischen f(a) und f(b) und A = f~![(—o0,y]] fiir f(a) < f(b) bzw. A = f~H{[y, 00)]
fir f(a) < f(b). Diese Menge enthélt a, ist beschrankt und wegen der Stetigkeit von f
abgeschlossen. Also ist A kompakt und besitzt ein Maximum x = max A mit f(z) <y
fir f(a) < f(b) bzw. f(x) >y fiir f(a) > f(b). Weil y zwischen f(a) und f(b) liegt, ist
x < bund fiir alle z € (z,b] liegt f(2) auf der selben Seite von y wie f(b). Sei (z,,), eine
Folge in (z,b], die gegen = konvergiert. Dann gilt lim,, ., f(z,) = f(z) und f(z) >y
fir f(a) < f(b) bzw. f(z) <y fir f(a) > f(b). Also ist f(z) = y und das Bild von f
enthélt neben f(a) und f(b) alle reellen Zahlen zwischen f(a) und f(b). q.e.d.

Mit diesem Satz 1dt sich von vielen stetigen reellen Funktionen die Surjektivitéat
zeigen oder ihr Bild bestimmen. Die Injektivitit von solchen stetigen reellen Funktionen
ist dagegen dquivalent zur Monotonie.

Definition 6.2. (Monotonie) FEine stetige Funktion f : X — R, x+— f(x) auf einer
Teilmenge X von R heifst

monoton wachsend, wenn f(z) < f(2') fir alle x,2" € X mit x < ' gilt

streng monoton wachsend, wenn f(x) < f(z') fir alle z, 2" € X mit x < 2 gilt.
monoton fallend, wenn f(x) > f(2') fir alle x,2" € X mit x < ' gilt.

streng monoton fallend, wenn f(x) > f(z') fir alle z,2" € X mit x < x' gilt.

Satz 6.3. Eine stetige reelle Funktion f auf einem Intervall ist genau dann injektiv,
wenn [ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.
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Beweis: Sei f: I — R auf einem Intervall I stetig und injektiv. Offenbar ist f genau
dann streng monoton (wachsend oder fallend), wenn fiir je drei verschiedenen Punkte
a <z <bin I entweder f(a) < f(z) < f(b) oder f(a) > f(z) > f(b) gilt, wenn also die
offenen Intervalle zwischen f(a) und f(z) und zwischen f(x) und f(b) disjunkt sind.
Wenn es andernfalls ein zy € (a,b) gibt, dessen Funktionswert f(zg) nicht zwischen
f(a) und f(b) liegt, dann folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass jeder Wert, der sowohl
zwischen f(xg) und f(a) als auch zwischen f(x¢) und f(b) liegt, einmal auf (a, xo) und
einmal auf (zg,b) angenommen wird, was der Injektivitdt widerspricht.

Umgekehrt ist jede streng monotone Funktion injektiv. q.e.d.

Korollar 6.4. Die Umkehrfunktion einer bijektiven stetigen Funktion von einem In-
tervall auf ein Intervall ist stetig.

Beweis: Offenbar besitzt jeder Punkt x eines Intervalls, das mehr als einen Punkt
enthilt, eine Umgebung in diesem Intervall, die ein abgeschlossenes beschrinktes In-
tervall ist. Das Bild solcher kompakter Intervalle ist wegen dem Zwischenwertsatz und
dem vorangehenden Satz eine Umgebung von f(x) im Bild von f. Dann ist f~! wegen
Korollar 5.18 bei y = f(x) stetig. Weil f surjetiv ist, ist damit f~' stetig. q.e.d.

Beispiel 6.5. Fiirk € N ist RT — R,z — a* streng monoton wachsend. Dann ist die
Umkehrabbildung Ry — R{, x — Tk stetig und streng monoton wachsend. Dasselbe gilt
fiir die Abbildung RY — RE, 2 — x1 mit Umkehrabbildung RT — RE,z — v, p,q € N.
Fiir negative § sind diese Abbildungen von RT nach R streng monoton fallend.

Satz 6.6 Sei f eine monoton wachsende (fallende) Funktion von einem Interval I
nach R. Dann ist die Menge aller Unstetigkeitstellen von f hochstens abzdhlbar.

Beweis*: Wir betrachten monoton wachsende Funktionen. Fiir monoton fallende Funk-
tionen verlauft der Beweis analog. Fiir jeden inneren Punkt ¢ von I sei f({_) =
sup{f(z) | € Tundz < &} und f({1)} = inf{f(z) | v € Tund £ < z}. Wenn
f(&2) = f(&y), dann gibt es fiir jedes € > 0 Punkte z_,z, € I mit x_ < £ < x, und

Pl —e< f(E) = F(E) < fla) +e
Wegen der Monotonie gilt f(¢_) < f(§) < f(£,). Dann gilt fur alle x € [x_, z,] auch

—e < flo) = f(&) < fz) = (&) < flay) = f(§4) <e

Also ist f bei solchen ¢ stetig. Die Unstetigkeitsstellen im Inneren von I bestehen so-
gar aus den & mit f(£_) < f(&). Wegen der Monotonie sind diese offenen Intervall
(f(&2), f(&4)) parrweise disjunkt. Wir wihlen in jedem eine rationale Zahl und erhalten
eine injektive Abbildung von den Unstetigkeitsstellen im Inneren von I auf die ratio-
nalen Zahlen. Damit sind die Unstetigkeitsstellen gleichméchtig zu einer Teilmenge der
rationalen Zahlen also hochstens abzahlbar. q.e.d.
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6.2 Die reellen Funktionen e* Inzx,a", log, x.

Satz 6.7. (Figenschaften von exp)
(i) €” =exp(0) = 1.

(ii) e* > > 912_]: fir jedes n € N und x > 0.
k=0

(iii) Fir z,y € R folgt e* < eV aus x < y.
(iv) exp: R = R*, 1z e” ist bijektiv.

Beweis: (i) und (ii) folgen aus der Definition.

(iii) Aus x < y folgt y —x > 0. Dann gilt wegen (ii) eV~ > 1. Wegen Satz 4.19 (i) und
(ii) gilt dann e¥ —e” = (e¥~* — 1)e” > 0. Also folgt e* < ev.

(iv) Offenbar ist die Funktion wegen (iii) injektiv. Wegen e > 1 und Satz 3.4 gibt es fiir
jedes y € RT zwei n,m € N mit e < y < ™. Wegen dem Zwischenwertsatz gehort
dann y zum Bild von [-n,m] — RY, 1z — e”. q.e.d.

Definition 6.8. (des natiirlichen Logarithmus). Die Umkehrfunktion von exp : R —
RY,  x e heifit natiirlicher Logarithmus: In : R™ — R, 1z — Inx.

Wegen Korollar 6.4 ist der Logarithmus stetig.
Satz 6.9. (Figenschaften von In)
(i) In(1) =0.
(i) In(e) = 1.
(iii) In(zy) = In(z) + In(y) fir alle x,y € RT.
(iv) a" = @7 fir alle r € Q und a € RY.
(v) In(e™®*) = xIn(a) fir alle a € RY,z € R.
(vi) Firz,y € R folgt In(x) <1In(y) aus z < y.
(vii) In: RT = R, 2z~ In(z) ist bijektiv.

Beweis: (i) < €’ = 1 und (ii) < e! = e und (iii) <= M@HW) = (@) (W),
(iv) Fiir 7 = £ mit p € Z und ¢ € N gilt (@00 = (@ = g7 und ™@7 > 0. Wegen
der Eindeutigkeit der k-ten Wurzel folgt ¢™® = qa.

(v) ist offensichtlich.

(vi) folgt aus (iii) des vorhergehenden Satzes.

(vii) folgt aus (iv) des vorhergehenden Satzes. q.e.d.
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Definition 6.10. Fiir alle a > 0 und alle x € R sei a® = e*™(®)

Satz 6.11. (Eigenschaften von a®)

(i) a™™¥ =a*a¥ fir alle a € RY x,y € R.

(ii) (a™)¥ =a™ fir alle a € RY x,y € R.

(iii) Fira > 1 und x,y € R folgt a® < a¥ aus z < y.

(iv) Fir0<a <1 undz,y € R folgt a® > a¥ aus x < y.

(V) FiraeRT"\ {1} ista : R —RY, x— a® bijektiv und stetig.

Beweis:(i) a®ty = ewln(a)+yln(a) — ezln(a)ey‘ln(a) = a*qV.

(i) (a)Y = V(") — grtata) — oy,

(iii) Fiir @ > 1 ist In(a) > 0. Also folgt zIn(a) < yIn(a) und a® < a¥ aus = < y.

(iv) Fiir a < 1 ist In(a) < 0. Also folgt xIn(a) > y1In(a) und a® > a¥ aus x < y.

(v) Fiir a € RT\ {1} ist In(a) # 0. Also ist R = R, x> In(a)z bijektiv und stetig,
und damit auch auch R — R*,  x +— exp(In(a)z). q.e.d.

Definition 6.12. (des Logarithmus zur Basis a) Fiir alle a € R\ {1} seilog, : RT —

R, =+ log,(z) = 24

n(a) die Umkehrfunktion von a’.

Satz 6.13. (Eigenschaften des Logarithmus zur Basis a)

(i) log,(1) =0

(ii) log,(a) =1

(iii) log, (vy) = log,(z) + log,(y)

(iv) Fira>1 und x,y € RT folgt log,(z) < log,(y) aus x < y.
(v) Fir0<a<1undz,yeR" folgt log,(x) > log,(y) aus x < y.
(vi) log, : Rt - R, s log,(x) ist bijektiv und stetig.

Beweis analog zum Beweis der Eigenschaften von In. q.e.d.
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6.3 Die reellen Funktionen sin, cos, arcsin, arccos

4

Satz 6.14. (i) Fir alle x € [~5,5]\ {0} gilt 1 =& < cosz <1—2 + 2.

(ii) Fir alle v € [—4,4\{0} gilt 1 — % <32 <1 -2 4 Lo <]

(iii) cos: [0,v/6] — R, s cos(x) ist streng monoton fallend.

(iv) cos hat auf [0,2] genau eine Nullstelle, die wir mit 5 bezeichnen.

(v) sin(5) =1, exp(:f) =1

(vi) cos(nm) = (=1)" sin(nm) =0 fir alle n € N.

(vii) cos ((n+3)7) =0 sin((n+3)7) = (-1)" fir allen € N.

(viii) cos(z +nmw) = (=1)"cos(z) sin(x +nm) = (—1)"sin(x)

(ix) cos (z+ (n—3)7) = (=1)"sin(z) sin(z+ (n+1)7) = (-1)"cos(x).

(x) sin: [-%,2] — [-1,1], =z sin(xz) ist streng monoton steigend und bijektiv.
(xi) cos: [0,7] — [—1,1], x> cos(x) ist streng monton fallend und bijektiv.

Beweis:(i) Fiir alle z € [-5,5] und £ € N\ {1} gilt 0 < M% < 1. Also ist fiir

x € [-5,5]\ {0} die Folge (%)%NO\{OJ} streng monoton fallend und positiv. Fiir diese
x € [-5,5] \ {0} folgt dann 1 — % < cos(z) <1— % + % wie im Beweis zu Satz 4.13.

(if) Fiir # € [4,4] und k € N gilt 0 < gy < 1 Also ist fiir 2 € [—4, 4]\ {0} die

Folge (%)%NO\{O} streng monoton fallend und positiv. Fiir diese x € [—4,4] \ {0}
folgt wieder 1 — ‘%2 < % <1- % + % < 1 wie im Beweis von Satz 4.13.
(iii) Wegen dem Additionstheorem gilt: cos(z) — cos(y) = cos(*F2 — L5%) — cos(F2 +

L) = 2sin(ZE) sin(45%) > 0 wegen (ii) fiir z,y € [0, V6] und = < y.
(iv) sin und cos sind wegen Beispiel 5.21 stetig auf ganz R. Wegen (i) ist cos(2) <
1-2+ % = —%. Dann folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass es eine Nullstelle in [0, 2]
gibt. Wegen (iii) kann es hochstens eine Nullstelle geben.

(v) Wegen sin®(z) + cos?(z) = 1 folgt aus (iv) sin*(%) = 1 und aus (ii) sin(3) > 0. Also
gilt sin(7) = 1. Dann folgt aus der Eulerschen Formel exp(23) = .

(vi) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel exp(mir) = (1)** = (—1)", also
cos(nm) = (—1)" und sin(nm) = 0.

(vii) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel: exp((n+3)ur) = (—1)"2 also cos((n+
$)m) =0 und sin((n + 3)m) = (—1)™

(viii) Aus dem Additionstheorem und (vi) folgt (viii).

(ix) Aus dem Additionstheorem und (vii) folgt (ix).
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_ T i _T
(x) Aus (ix) folgt sin(z) = 4 5@ 3) iz € [=3,0
—sin(—z) = cos(§ —x) fir z € [0, 5].
Dann folgt (x) aus (iii).
i -
(xi) Aus (viii) folgt cos(x) = cos(x) 1}1" v €[0.3]
cos(—x) = —cos(m —x) fir x € [5, 7).
Dann folgt (xi) aus (iii). q.e.d.
Die Umkehrfunktionen von (ix) und (x) heiflen
Arcuscosinus arccos : [—1,1] — [0, 7], x +— arccos(z)
Arcussinus arcsin : [—1,1] — [ — g, g}, x +— arcsin(z).

Arcuscosinus ist wegen (xi) streng monoton fallend und Arcussinus wegen (x) streng
monoton wachsend. Beide sind wegen Korollar 6.4 stetig. Wegen (ix) gilt sin(—z) =
—sin(z) = cos(§ + x) und arccos(x) = § + arcsin(—x) = § — arcsin(x).

Satz 6.15. (Polardasrstellung von z € C) Jede komplexe Zahl hat die Darstellung:
z=r-€% mitr=|z| und ¢ € R.
Fiir z # 0 ist ¢ bis auf Addition von 2mn eindeutig und heif$t Argument von z.

Beweis: Der Fall z = 0 ist trivial. Sei 2z = 2+ € C\ {0}. Fir y > 0 sei ¢ =
arccos(—==) € [0, 7] und r = /2?2 + y%. Dann gilt x = r - cos(p) und rsin(y) > 0.

/2 +y2

Aus % + x;""—ij =1 folgt y = rsin(y). Wegen der Eulerschen Formel gilt dann

z=r-e%=rcos(p)+wrsin(p) =z + 1.

Fir y < 0 sei p = arccos(\/;‘“Tlﬂ) +mund r = /22 +y%. Aus Satz 6.14 (viii) folgt
wieder
z =re"¥ =rcos(p) +wrsin(p) = x + .

Fiir (r, ¢), (s,9) € R xR folgt r = |re*#| = |se'?| = s aus re*” = se” und fiir r = s # 0
auch e¥e ™ = !¢~ = 1 was dquivalent ist zu ¢ — ¥ = 27n. q.e.d.
Die Multiplikation mit €' wirkt auf z = x4y wie () — (Z?;ég)) _Czlsr(lg)> (). Diese
lineare Abbildung der komplexen Zahlenebene interpretieren wir als Drehung, weil sie
das Skalarprodukt ((z,y), (¢/,y)) = z2'+yy = 2(22'+22') = L(ze¥e ¥ +ze Pe¥2)
von z = x+y und 2’ = '+ erhilt und keine Spiegelung ist. Weil 1 auf *? abgebildet
wird, entspricht ¢ dem Winkel zwischen 1 und e'#. Dann ist im rechtwinkligen Dreieck
mit einem ¢ entsprechenden Winkel und auf 1 normierter Hypothenuse cos(y) die
gerichtete Lange der Ankathete und sin(p) die gerichtete Linge der Gegenkathete.
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Fiir kleine ¢ > 0 gilt ¢ — %3 < sin(p) < L(p) < sin(p)+1——cos(p) < p+ %2 fiir die
Léange L(p) des Kreisegmentes zwischen 1 und e*?. Wir unterteilen dieses Kreisegment
in n Kreissegemente mit Winkel £ und erhalten L(y) = lim, . nL(£) = ¢. Also
entspricht ¢ einem Winkel, dessen Kreisegment im Einheitskreis die Lange ¢ hat.

Korollar 6.16. exp : C — C\ {0} ist surjektiv und exp(z) = exp(z') < z — 2’ € 2mZ.

Beweis: Sei z = 2 + iy € C. Dann gilt e* = e%e®. Also folgt das Korollar aus dem
Satz 6.15 und weil exp : R — R bijektiv ist. q.e.d.

Korollar 6.17. Firz € C\{0} undn € N gibt es genaun wy, ..., w, € C mit w" = z.

Beweis: Seien (r, ) die Polarkoordinaten von z. Dann miissen die Polarkoordinaten
(s,9) € Rt x R der Losungen von w™ = z die Gleichungen nt = ¢ + 27wm mit m € Z
und s = 7 erfiillen. Also sind die Lésungen gegeben durch s = {/r und 9, = £ + 2mm

n

. . .. .. . . — /
wobei zwei Losungen (s, Vp,,) und (s, ¥,,) genau dann iibereinstimmen, wenn ™~ € Z.

Also ergeben m =0,...,n — 1 alle Losungen. q.e.d.

Satz 6.18. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes kompleze Polynom p(z) = a,2" +
..+ ag mit a, # 0 und n € N hat mindestens eine Nullstelle auf z € C.

Beweis: Fiir [2| > R=1+2|22 4 422 > 1 gilt
n a'n
Z A oy — a Ay — a
P(n) :p()+’_n1___ __0_‘_%( Loy on>‘
A AL Al Ap 2 An 2
Sn—if 4 4 |%
Ay a an an 1
> |an| = |an] [ + ..o+ —2| > |an| [ 1 - > an|=.
n ap2" 2| 2

Also ist |p(z)] > @|Z|” > |a2—"||z| > |a—2"‘2M = |ao| = |p(0)] fiir alle z ¢ B(0, R). Auf

|an]

der kompakten Menge B(0, R) nimmt z — |p(z)| wegen Satz 5.26 das Minimum bei
einem zp an. Dieses liegt in B(0, R) und ist dann das Minimum auf ganz z € C.

Wir zeigen jetzt p(zp) = 0. Andernfalls sei p(y + z0) = b,y + ... + by das entspre-
chende Polynom in y = z — 29 mit b, = a, # 0 un(li bo = p(20) # 0. Sei m das kleinste

m > 0 mit b, Z0. Fir 0 < |y| <r = <1 gilt dann

b bn
1+2‘Wﬂ +...4+2 o
bm bn bm m
!%HW“+~wwwﬂstmm(7ﬂwM+”ﬁ-;wm)<'!w.
| i o ol lyl™
Also gilt p(20 + y)| < |bo + bmy™| + ——.

Sei w eine Losung der Gleichung w™b,, = —bg. Dann gilt fiir alle t € C mit 0 < |tw| < r

b
(e + )] < ool — 7]+ 2l
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tm
Insbesondere gilt  |p(zo + tw)| < | <1 — 7) < |bo| fiir alle 0 <t < min {1, ﬁ}

Also sind alle zy € C mit p(zp) # 0 keine Minima von z — [p(z)]. q.e.d.

Korollar 6.19. Jedes komplexe Polynom vom Grade n € N zerfillt in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades.

Beweis durch vollstandige Induktion:
(i) fir n =1 ist die Aussage trivial.

(ii) Die Aussage gelte fir n € N. Sei p ein beliebiges Polynom (n + 1)-ten Grades.
Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra hat p eine Nullstelle bei z; € C. Wenn
wir p als Polynom in z — zy schreiben, erhalten wir p als Produkt von (z — zg) mit
einem Polynom n-ten Grades. Wegen der Induktionsvoraussetzung zerfillt dieses
in ein Produkt von Polynomen ersten Grades, also auch p. q.e.d.

Definition 6.20. (von Tangens und Cotangens)

s sin(x) cos(x)

tan : C <— Z ) C, t:C\ (Zr) — C, o).

an: € 2 TeT) cos(x) «© \ (Zm) = v sin(x)
Beachte tan(z 4 m) = zz;(éiz)) = :zg;((z)) = tan(z) und cot(x + 7) = cot(x).

Satz 6.21. (i) tan: (—g, g) — R st streng monoton steigend, stetig und bijektiv.
(ii) cot: (0,7) = R, x> cot(x) ist streng monoton fallend, stetig und bijektiv.

Beweis: Auf z € (0, §) ist sin streng monoton steigend und cos streng monoton fallend
und beide positiv. Also ist tan streng monoton steigend und positiv. Aus tan(—z) =
—tan(z) folgt, dass tan auf (-7, §) streng monoton steigend ist.

Fiir v ¢ 57 gilt cot(x) = m und fiir ¢ 77 wegen Satz 6.14 (ix) tan(z — 7) =
—cot(z). Also ist cot auf (0, 7) streng monoton fallend.

Beide Funktionen tan und cot sind wegen Beispiel 5.19 (iii) stetig. Dann sind die
Folgen (tan(%))neN, (—tan(r — 3))nen, (cot(3 — *))nen und (— cot(—3 + %))neN iden-

n n

tische streng monoton fallende positive Nullfolgen. Dann gilt auch

lim tan(—% + X) = lim cot(r — &
n—oo

n—oo

) =—00 nh_}r& cot(+) = T}Lrgotan(g — 1) =00

Also sind tan : (—%,5) — R und cot : (0,7) — R wegen Satz 6.1 surjektiv. q.e.d.

Die Umkehrfunktion von tan : (=5, %) — R und cot : (0,7) — R heiflen

Arcustangens : R — (—

ol

' 5)s x +— arctan(z)

Arcuscotangens : R — (0, 7), x —arccot(z).

Beide Funktionen sind wegen Satz 6.21 streng monoton und wegen Korollar 6.4 stetig.



Kapitel 7

Differenzierbare Funktionen
f:R—R

7.1 Definition der Ableitung

Definition 7.1. Sei f : X — R eine reelle Funktion auf einer Teilmenge X von R, die
eine Umgebung von xq € R enthdlt. Dann heifst f im Punkt xq differenzierbar, wenn
es ein f'(xg) € R gibt, so dass die folgende reelle Funktion stetig in x = xq ist:

f@)—f(zo) £
X—-R, =~ e ST T To
f(xo)  firx =z

Wenn X offen ist und f in jedem Punkt differenzierbar ist, heifst f differenzierbar und
die Funktion f': X - R, xz+— f'(z) = %(aj) heifit Ableitung von f.

Satz 7.2. Sei f im Punkt xq differenzierbar, dann ist f im Punkt xq auch stetig.

Beweis: o) — flzo)
x)— f(x
f(x) = f(x0) + (w — wo) —————=.
r — Tg
Also folgt die Aussage aus den Rechenregeln fiir Folgen und daraus, dass = +— (z — z¢)

stetig ist. Hierbei benutzen wir das Kriterium (iii) aus Satz 5.14 q.e.d.

Definition 7.3. Das Differential von f im Punkt xqy ist die lineare Abbildung
df (zo) : R — R, h— f'(xo)h. Die Gerade {(x,y) € R* | y = f(xo) + (x — z0) f"(x0)}
heifft Tangente an den Graphen von f im Punkt (xo, f(x¢)). Der Graph ist dabei

Graph(f) = {(z,y) € R* | y = f(x)}.
Die Sekante durch zwei Punkte (xq, f(xo)) # (21, f(x1)) des Graphen ist gegeben durch
{(z,y) € R? |y = f(z0) + £=25(f(@1) — f(=0))}-

71
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Im Grenzwert x; — z 'konvergiert’ die Sekante durch (xo, f(zo)) und (z1, f(z1))
gegen die Tangente an den Graphen von f im Punkt (x¢.f(x0)).

Beispiel 7.4. (i) f(z) = |z|. Fir xo = 0 ist Jl@) = J(0) ! ﬂfr:v =0 Also
x—0 -1 firx <DO.

st fam Punkt xqg = 0 stetig aber nicht differenzierbar.

(ii) f(z)=c= w = 0 fir alle x # xo. Also ist f differenzierbar mit f'(z) = 0.

0

(iii) f(z) =2 = M =1 fiir alle x # xy. Also ist f differenzierbar mit f'(x) = 1.

o

1 — f@)—f(wo) _  n—1 n—2 n—1 p-
= 0 ... ;
(iv) f(z)=2a" firn e N. = " wer" T . Hag fiir alle x # x

T—x0
Also ist f differenzierbar mit f'(x) = na™ 1.

(v) Sei f(z) = > 07, aa™ eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist W =3 "t = 3" an12" auch ein Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R und wegen Satz 4.26 (iv) stetig. Deshalb ist f in x = 0 diffe-
renzierbar mit f'(0) = ay. Aus Satz 4.27 (ii) folgt, dass f fir alle x € (—R, R)
in x differenzierbar und die Ableitung f'(x) gegeben ist durch die Potenzreihe
) =300 (" anpaa™ = 300 na,a"~t mit Konvergenzradius R.

(vi) f(z) = exp(z)

f(x) — f(xo) _ (exp(x — ) —

r — 2o r — T

1) exp(o).

Aufgrund der Definition der Exponentialfunktion gilt: %;0)1 =3, (?nff)) .

Diese Potenzreihenfunktion ist stetig und bei x — x¢g = 0 glezch 1. Also folgt

f'(x) = exp(z)

(vii) f(z) = sin(x)
F@) = flw) _ sin(z) — sin(zg) _

T — o T — 2o o
sin (2550 4+ TH20) 4 gjp (20 — 240 o

T—x 00 -k x—x
in(552) = Y3, g (5%

Diese Potenzreihenfunktion ist stetig und bez = =57 =0 gleich 1. Also folgt

f'(x) = cos (££2) = cos(z).
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(viii) f(x) = cos(x)
fx) = f(xo) _ cos(x) = cos(zo) _

T — 2o r — 2o
Totr  z—T) _ Totr | To—T
:COS( 2 2:2_;(?3( 5 T35 )Zx_ZIOSiH(IOQﬂ)SiH(%).
Wegen ﬁsin (22) = —x_on sin (2522) folgt f'(z) = —sin(%£%) = — sin(z).

7.2 Rechenregeln der Ableitung

Satz 7.5. (Leibnizregel) Seien f,g: X — R in xy differenzierbar. Dann sind auch die
Funktionen \f, f + g und f - g in xy differenzierbar und es gilt

(Af) (o) = Af' (o) (f +9) (o) = f'(x0) + ¢ (o)
(f - 9)'(wo) = ['(x0)g(x0) + f(x0) - g'(x0).
Wenn f(zo) # 0 dann ist X' = f~R\ {0}] wegen Satz 7.2 eine Umgebung von o und

l' " — T — L m xo differenzierbar ma l /ZB :_f’(:co)
PSR o i difernsientor it () (o) =~
Beweis: Es gilt
M (x) = Af (o) _ )\f@) — f(mo) und
f(@) + 9(a) = (F(wo) + g(w0) _ f(@) = f(wo)  gla) ~ glav) -
f(af)g(xl—_l;([)%)g(xo) _ f(-f; : io(xo)g(m) + 9(32 : i(()xo)f(xo) und

< 11 ) 1 f(z) = f(zo)
fl@)  flwo)) x—zg  f(x)f(zo)(x —x0)

Also folgt die Aussage aus Beispiel 5.19 und Satz 7.2. q.e.d.
Satz 7.6. (Kettenregel) Seien f : X — Y und g : Y — R reelle Funktionen und
X C R eine Umgebung von xo und Y C R eine Umgebung von f(xzo). Wenn f in xq
differenzierbar ist und g in f(xq), dann ist go f in xq differenzierbar mit

(g0 f)(x0) = g'(f(x0)) [ (o).

Boweis: 1) = 9(f(20)) _ 9(f(x)) = 9(f(20)) f(z)~— f(xo), wobei wit den lin.
x — T f(x) = f(xo) T — T

ken Faktor fir f(z) = f(xo) = yo durch ¢'(yo) ersetzen. Dieser linke Faktor ist die

Komposition von z +— f(z) mit y — 9W=9W) fiip 4y £ 4o und yo — d'(Yo), also wegen

Y—-Yo

Satz 5.16 und Satz 7.2 in z stetig. Also folgt die Behauptung aus Beispiel 5.19.q.e.d.
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Satz 7.7. (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f : X — Y eine bijektive Funktion
von einer Umgebung X C R von xy auf eine Umgebung Y C R von yo = f(x¢). Wenn
f in xo differenzierbar ist mit f'(x¢) # 0 und f=1 in yo stetig ist, dann ist f=1 in yo

differenzierbar mit (f~1) (yo) = —f/éo)-

ST ) = () x—my . . .
Beweis: = fir y = f(x) und yg = f(xg). Die Funktion
R (@) und o = o)
I~ W—f""(wo fii
Y — L ?r Y7 o ist die Komposition der Funktion y — f~!(y) mit
20—  fiirx#x9& f(z x
T f(”i)*f(“) ) 720 < [(2) 7 J( 0>. Der Satz folgt aus Korollar 5.16. q.e.d.
o) fir z = z¢
0
Beispiel 7.8. (i) hRt - R, z+ In(z)
1 1 1
In'(z) = = = — mit exp(y) = x.
(=) exp'(y) exp(y) = )
(ii) arcsin: [-1,1] — [-F,%], =+ arcsin(x)
s/ 1 1 : : 2
arcsin’(z) = = mit sin(y) = x und x* # 1.

cos(y) 1 — a2

(iii) arccos:[—1,1] — [0,7], x + arccos(x)

-1 ~1
arccos’ ) = — = mit cos =z und 33'2 1.
(z) ) - i () #

(iv) *: Rt =R, z— 2% ack

a—1

(-*)(z) = exp(aIn(z)) = exp(aln(z)) - % =azx
(V) a :R—R, z+—a" a€cR".
(a)(z) = exp(z - In(a))" = exp(z1n(a)) - In(a) = In(a) - a”.

(vi) Quotientenregel. Seien f und g in zo differenzierbar und g(xy) # 0. Dann ist

= in xo differenzierbar und es gilt
g

(g)' (20) = (f _ §>,($0> _ ['(wo) J;(Jfos)gl(xo) _ f'(o)g(wo) — f(z0)g'(x0)

g(wo)  g*(zo 92(x0)
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Mﬂwﬂmmzxg

tan () = cos(x) COS(:E)C;SQS(i;l)(x)(—Sin(x)) 4 tan(e) Cosi(x)-
wmmewzﬁg

cot! () = —sin(z) sinng(—x;os(x)cos(x) et Sir;gx).

(ix) arctan:R — (%,2), x> arctan(z)

1 — it tany)
= = mit tan(y) = x.
1+tan%(y) 1+ 22 Y

arctan’(z)

(x) arccot : R — (0,7), x  arccot(x)

, ~1 -1
arccot’(x) = T+ oot(g) =152 mit cot(y) = .

1 ! 1
@m%weRmem>mmb(WU:
(xii) z*:RT - RY, x> a”

(%) = exp(z - In(x))" = exp(z - In(z)) (ln(x) - :1:1) = (In(xz) + 1) - 2.

22 sin (%) fiir x #0

(xiii) f(x) = {O fiir x = 0.

2. (1
, lim = sinz) _ lim zsin () =0 firz=0
) = rz—0+ & z—0% &

2x sin (%) — oS (%) fiir x # 0. .

Diese Funktion ist zwar differenzierbar, aber f' ist im Punkt x = 0 nicht stetig.
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7.3 Mittelwertsatz und Monotonie

Definition 7.9. (lokale Mazima und Minima) Eine relle Funktion f : (a,b) —
R, x +— f(x) hat bei g € (a,b) ein lokales Mazimum bzw. Minimum, falls es ein
€ >0 gibt, so dass f(z) < f(xg) bzw. f(x) > f(xo) fir alle x € (xg — €, 29 + €) gilt.

Wenn fiir eine bei z, differenzierbaren Funktion f’(z() nicht verschwindet, dann
gibt es ein € > 0, so dass ]u ()| < |f'(zo)| fiir alle z € (xo — €, xo + €) gilt.
Dort hat Lﬁxo) das gleiche Vorzeichen wie f'(xg). Dann gilt entweder f(z) < f (o)
fir x € (29 — €,m9) und f(z) > f(zo) fir x € (vo,z0 + €) oder f(z) > f(xo) fur
z € (g — €,20) und f(x) < f(xg) fir x € (z9, 20 + €). Eine differenzierbare Funktion
kann also nur an den Nullstellen der Ableitung lokale Extremwerte besitzen.

Definition 7.10. (kritischer Punkt und kritischer Wert) Eine Nullstelle der Ableitung
einer differenzierbaren Funktion heifst kritischer Punkt. Der entsprechende Funktions-
wert heifst kritischer Wert.

Kanditaten fiir die Minima und Maxima einer stetigen Funktion f : [a,b] — R sind
(i) Kritische Punkte in (a, b)
(ii) Randpunkte, also entweder a oder b

(iii) Punkte in (a,b) an denen f nicht differenzierbar ist.

Satz 7.11. (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Falls f(a) = f(b), dann ezistiert ein xq € (a,b) mit f'(xq) = 0.

Beweis: Wegen Korollar 5.17 gibt es x1, 29 € [a,b] mit f(z1) < f(x) < f(z2) fur alle
x € [a,b]. Wenn z; und z5 beide am Rand liegen x1, 25 € {a,b} dann muss f konstant
gleich f(a) = f(b) sein. Also gilt dann f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b). Andernfalls muss es

einen lokalen Extremwert in (a, b) geben, an dem die Ableitung verschwindet. q.e.d.

Satz 7.12. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g : [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

(f(0) = F(a)g (o) = (9(b) — g(a)f'(x0) d.h. fiir g(b) # g(a) L0Lle) = Lo}

Die Tangente an {(f(z),g(z)) € R? | z € [a,b]} in (f(xo),g(xo)) verliuft also
parallel zu der Verbindungsgeraden der Endpunkte (f(a),g(a)) und (f(b), g(b)).
Beweis: x — (f(b) — f(a))g(x) — (g(b) — g(a))f(x) erfillt die Vorraussetzungen von
Satz 7.11. Die Ableitung ist Null fiir f(b) — f(a))g' (xo) = (9(b) — g(a))f'(x9). q.e.d.

Satz 7.13. (Mittelwertsatz) Sei f : [a,b] — R, x — f(z) stetig und auf (a,b)
)

differenzierbar. Dann existiert ein xg € (a,b) mit f'(x¢) = (bb i(a)
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Beweis: Wende den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf f und 1,4 an. q.e.d.

Satz 7.14. (Schrankensatz) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar mit
|f'(z)] < L fir alle x € (a,b). Dann ist f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L.
Beweis: Seien x < y € [a,b]. Dann erfillt f : [z,y] — R die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes. Also gibt es x¢ € (z,y) mit f(y) — f(z) = f'(z0)(y — x). Dann folgt
[f(y) = (@) = [f"(wo)lly — x| < LIy — =|. q.e.d.
Satz 7.15. (Ableitung und Monotonie) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) diffe-
renzierbar. Dann gilt

(i) f'(x) =0 fir alle x € (a,b) <= f ist konstant.

(i) f'(z) >0 fir alle x € (a,b) <= f ist monoton steigend.

(iii) f'(x) <0 fir alle x € (a,b) <= f ist monoton fallend.
z)

(iv) f'(x) >0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {x € (a,b) | f'(z) > 0}

ist la,b] <= f ist streng monoton steigend.

t]
(v) f'(x) <0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {z € (a,b) | f'(x) < 0}
ist la,b] <= f ist streng monoton fallend.

Beweis: Weil eine Funktion genau dann konstant ist, wenn sie monoton steigend und
monoton fallend ist, folgt (i) aus (ii) und (iii). Wir beweisen nur (ii) und (iv). Fiur
a <z <y<berfillt f: [z,y] — R die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes. Aus
f'(xo) > 0 fir alle zy € (a,b) folgt f(y) — f(z) > 0, und f ist monoton wachsend.
Umgekehrt folgt f(xg) > f(x) fir ein x > xg aus f'(zg) < 0 und f ist nicht monoton
steigend. Es folgt (ii). Wenn f monoton wachsend, aber nicht streng monoton ist, dann
gibt es a <z <y < bmit f(z) = f(y). Auf [x,y] ist dann f konstant und f'(z) =0
fir z € (z,y). Weil jede offene Menge ein solches Intervall enthélt folgt (iv).  q.e.d.
Korollar 7.16. (isolierte kritische Punkte) Sei f : (a,b) — R differenzierbar und
xo € (a,b) ein kritischer Punkt.

(1) Sei f" bei xq differenzierbar und f"(x¢) > 0. Dann ist xy ein lokales Minimum.
(i) Sei f’ bei xy differenzierbar und f"(xo) < 0. Dann ist xy ein lokales Mazximum.

(iii) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(x) <0 fir x € (xg — €,x0) und f'(x) >0 fir
x € (xo,x0 + €) gilt, dann ist xo ein lokales Minimum.

(iv) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(x) > 0 fir z € (xg — €,20) und f'(x) <0 fir

x € (xg, 20 + €) gilt, dann ist xy ein lokales Mazximum. q.e.d.
Beispiel 7.17. Die Funktion f: R — R, x> (z+ 1)e™™ hat die Ableitung f'(x) =
(1= (x4 1))e ™ =—xe ™. Also ist sie auf (—o0,0] streng monoton wachsend und auf

[0,00) streng monoton fallend. Insbesondere ist f(0) = 1 ein globales Mazimum. Also
gilt v +1 < e® fiir allex € R und y < e¥~! fiir alley =2+ 1 € R.
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7.4 Regel von de L’Hopital

Definition 7.18. (Grenzwerte von Funktionswerten) Fir eine Funktion f : (a,0) — K
existiert der Grenzwert lim+f(x) genau dann, wenn fir ein f(a) € K die Funktion

" b
T /() ﬁfr @€ (ab) stetig bei x = a ist. Wir schreiben dann lim f(x) = f(a).
f(a) firx=a r—at

Der analoge Grenzwert x — b wird mit lim, ., f(x) bezeichnet. Aufgrund der
Definition der Stetigkeit existiert der Grenzwert lim, ., f(x) also genau dann, wenn
es ein f(a) € K gibt, so dass fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt mit den aus |z — a| < §
folgt |f(z) — f(a)| < e. Wegen Satz 5.14 ist das dquivalent dazu, dass fiir jede Folge
(Zn)nen in (a, b), die gegen a konvergiert, die Folge (f(z,))nen gegen f(a) konvergiert.

Satz 7.19. (1. Regel von de L’Hopital) Seien co < a < b < oo und f und g auf
(a,b) differenzierbare Funktionen mit lim+ flz)=0= lim g(x). Wenn der Grenzwert

lim L) existsiert, dann existiert auch lim @) und es gzlt lim &) — Jim £©
r—a+ g (CE) x-)@-i,— ( ) $—>a+ ( ) r—a+ g (I)

Bemerkung 7.20. Wenn die Grenzwerte lim f'(z) und lim+ g'(z) existieren und der

T—a+
’ ’ lim f,($)
zweite nicht verschwindet, dann existiert auch lim f,(x) mit lim f/(x) = et
s—at 9 () s—at 9'(T) g’ (x)

Beweis: Wenn der Grenzwert lim,,_,,+ f; :((g existiert, ist ¢'(z) # 0 fir € (a,b") mit
a < b <b. Aus dem Mittelwertsatz folgt g(z) = g(x) — g(a) # 0 fiir x € (a,V'). Die
auf [a,b') stetig fortgesetzten Funktionen f und g erfiillen die Voraussetzungen des

Verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Deshalb gibt es fiir jedes 2 € (a,b') ein xy € (a, )

so dass L& = [@)=f@) _ (10) gilt. Wenn also der Grenzwert lim, o 22 existiert,
g9(x) g(x)—g(a) g'(zo) ) g'(x)
dann existiert auch der Grenzwert lim, . ch Erg = lim, .y g /Eg q.e.d.

Satz 7.21. (2. Regel von de L’Hopital) Unter derselben Voraussetzung wie bei der
1.Regel von de L’Hopital, nur gelte lim+g(x) = oo statt lim+f(x) = lim+g(a:) =0,

gilt dieselbe Schlufifolgerung.

Beweis*: Wenn lim, ., J;E ; existiert, gibt es b’ € (a,b) mit ¢'(z) # 0 fir x € (a, V).
Fira < z <y < ¥ folgt g(y) # g(x) aus dem Mittelwertssatz, und wegen dem

verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es 29 € (z, y) mit g Ei; ((y)) g éxo Wenn f und g

die Vorraussetzungen der 2. Regel von de L'Hopital erfiillen, dann gibt es fiir jedes € > 0

ein y € (a,b'), so dass es fir alle xy € (a,y) gilt |f/(m o) a| < g mit a = limg_qy f/gwg

Dann folgt o — § < % < a+ § fiir alle € (a,y). Wegen lim, .,y g(x) = oo gibt
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es ein yo € (a,y) so dass fiir alle = € (a,yo) gilt g(x) > min{(g(y),0}. Daraus folgt

(0 =35) (9@) = 9w) + f) < f(@) < (a+5) (9@) = 9(v)) + f(a) oder

2 2
e f@) -9 (a—%5)  flx) ey | fy) —gly) (a+5)
(O./—§>+ g($) < g(m) < <C¥+§)+ g(:v) .

Wegen lim, .+ g(x) = oo gibt es dann auch ein y; € (a,yy), so dass fir alle x € (a, )
gilt @« —e < J;Eg < a+e. Also gilt limg, .,y ggg) g:gzog q.e.d.
Die analogen Aussagen fiir die Grenzwerte fimJHb_ gelten natiirlich auch. Grenz-
werte der Form lim, .. f(x) bzw. lim, . f(z) definieren wir als die Grenzwerte

lim, o_ f(1/x) bzw. lim,_o4 f(1/2). Wegen der Kettenregel gilt dann

d{;j) (dgd(;)) =3O (FID) T =S/ ).

- hmmo—m—‘,—

Deshalb gelten die analogen Aussagen auch fiir diese Grenzwerte.

7.5 Konvexitit und Ableitungen

Definition 7.22. FEine reelle Funktion auf einem Intervall heifst konvexr bzw. streng
konvezx, wenn fir alle a # b im Definitionsbereich und alle t € (0,1) Folgendes gilt

f((A=ta+th) < (1—=t)f(a)+tf(b) bzw. [f((1—1t)a+1tb) < (1l—1t)f(a)+tf(b).
Satz 7.23. Fir eine reelle Funktion f auf einem Intervall I ist Folgendes dquivalent:

(i) f ist konvex

(i) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt f(xx) : i(a) < f(bg : i(a)'
(iii) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt f(bl)) : i(a) < f(b[)) : i(x)
(iv) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt f(ma): : (J;(a) < f(bl)) : i(m)

Die analogen Aquivalenzen zu streng konvex gelten, wenn < durch < ersetzt wird.

Beweis: Wir konnen wegen der Symmetrie (a, b, t) < (b,a,1—t) in (i) a < b annehmen.
Dann sei = (1 —t)a +tb € (a,b) &t = =2 € (0,1). Also ist (i) dquivalent zu

b—x T —a

@) S T @)+ T f6) & (b= af@) < (b= 2)f(0) + (@ - a)f(0).
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Ersetzen wir entweder (b—z) = (b—a) — (r —a), oder (x —a) = (b—a) — (b—x) oder
(b—a)=(b—1z)+ (z — a), dann ist diese Ungleichung dquivalent zu

(b—a)(f(z) = f(a)) < (z —a)(f(b) — f(a)) & (if)
(b—a)(f(z) — f(b)) < (b—2)(f(a) — f(b)) & (i)
(b—2)(f(z) = f(a)) < (z —a)(f(b) — f(x)) & (iv).
Die analogen Aussagen fiir streng konvex lassen sich genauso beweisen, wenn wir alle
Ungleichungen < durch < ersetzen. q.e.d.

Korollar 7.24. Fiir eine stetige relle Funktion auf einem Intervall I, die im Inneren
von I differenzierbar ist, ist Folgendes dquivalent:

(i) f ist (streng) konvex
(ii) f’ ist (streng) monoton wachsend

Beweis: (i)=(ii): Seien a < z < b, y € (a,x) und z € (x,b) Punkte im Inneren von I.
Aus Satz 7.23 folgt f(y) f(a) < ()= (a) < f(b)_f(””) < f(b)_f(z) . Aus den Grenzwerten

Tr—a

y — a+ und z — b— folgtf()<f(x) f(a)<f <f’()unddam1t( i).
(il)=(i): Fir [a,b] C I und z € (a,b) glbt es Wegen | dem Mittelwertsatz y € (a,x) und
€ (z,b) mit (2«7& = f'ly) < f'(z) = b) f . Aus Satz 7.23 (iv) folgt (i). q.e.d.

Korollar 7.25. Fiir eine stetige reelle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren
zweimal differenzierbar ist, ist Folgendes dquivalent

(i) f ist (streng) konvex.

(ii) f"(x) > 0 im Inneren des Intervalls (und der Abschluss der Menge {z | f"(x) > 0}
ist das ganze Intervall).

Dieses Korollar folgt sofort aus Korollar 7.24 und Satz 7.15. q.e.d.

Wenn wir die Ungleichungen zwischen den Funktionswerten alle umdrehen, so er-
halten wir die analogen Aussagen fiir konkave Funktionen. Also ist eine Funktion f
genau dann (streng) konkav, wenn die negative Funktion — f (streng) konvex ist.

Ubungsaufgabe 7.26. Zeige, dass die Umkehrfunktion einer (streng) konvexen bijek-
tiven (streng) monoton wachsenden Funktion (streng) konkav ist.

Beispiel 7.27. (i) f(z) = 2?> = f” = 2. Also ist [ streng konvez.
i) f: Ry =Ry, z— o= f"= 4;71/2. Also ist f streng konkav.
(iii) exp: R —= R, x> exp(x) = exp” = exp. Also ist exp streng konvez.

(iv) In: Rt - R, 2~ In(z) = In"(z) = —=. Also ist In streng konkav.
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7.6 Konvexitit und Ungleichungen

Satz 7.28F(Ungleichung von Jensen) Sei f eine reelle konvere Funktion auf einem
Intervall. Seien xq,...,x, im Definitionsbereich und \y,...,\, positive Zahlen, die
A+ ...+ N\, =1 erfiillen. Dann gilt

FOumy + .o+ M) < M f(xg) 4+ ..o+ A f(z).
Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichheit nur fiir x1 = x9 = ... = x,.
Beweis*: durch vollstdndige Induktion:
(i) Fiir n =1 muss A\; = 1 sein, so dass die Aussage klar ist.

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Seien 1,...,2,1 und Ay, ..., A\, wie gefordert.
Dann definieren wir A = A\ + ...+ A, und = = %:1:1 + ...+ AT"$n Also gilt
Aps1 =1—Aund ’\71 +...+ AT” = 1. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung
f(z) <A f(z1)+...+ 2 f(z,). Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichhheit

nur fiir z; = ... = x,. Weil f konvex ist folgt aber f(Ax + (1 — N)z,41) <
M)+ (1 =N f(zne) < Mf(x) + ..o+ Mg f(xpg1). Wenn f streng konvex
ist, dann gilt Gleichheit wieder nur fir x, .1 =xr =2, = ... = x,. q.e.d.

Korollar 7.29F (Ungleichung arithmetisches-geometrisches Mittel) Seien Ai,..., \,
positive Zahlen mit \y + ...+ X\, = 1. Dann qilt fir positive Zahlen x4, ..., x,

xi‘lxg‘Q . xi‘L" < \Nx1+ ...+ Nz,
Insbesondere gilt J/x1 -z, < BF=ttn - Gleichheit gilt nun fir x = x5... = ;.
Beweis™: — In ist streng konvex. Also folgt aus Jensen’s Ungleichung

—In(Mxy + ...+ A\zy) < —Mlnzp — ... — N\ Inzx,
— Mlnz;+ ...+ A\ Inz, <In(Ajzg + ...+ \xy)

Wegen der Monotonie von exp folgt:

:1:‘?1 . x;\l" =exp(MInzy+ ...+ A Inz,) < Mz + .. 4+ Az, q.e.d.
Ersetzen wir x4, ..., z, durch yi/’\l, e ,y}/’\" so erhalten wir

Korollar 7.30% Seien Aq,..., \, positive Zahlen mit \y + ...+ X\, = 1. Dann gilt

1/\

Y- Yn <MY —i—...—i—)\nyl/’\"

/72 1/An

fiir alle yy, . ..,y, € RT. Gleichheit gilt nur fiir yi/’\l =y = =Yn q.e.d.
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Korollar 7.31. (Young’sche Ungleichung) Seien p,q € RT mit ]—1) + % = 1. Dann gilt
1.1 . N _
xy < —aP + —y?  fir alle z,y € R™ und Gleichheit nur ¥ = y9.
p q
Beweis: Wegen der strengen Monotonie von In ist diese Ungleichung dquivalent zu
In(zy) = %ln(a) + éln(b) <In (%a + éb) =In <%xp + éy‘I) mit a = 2zf und b = y%.

Weil In streng konkav ist, gilt diese Ungleichung und Gleichheit nur fiir a = 6. q.e.d.

7.7 Taylorreihen

Auf offenen Intervallen I (Teilmenge von R) ist die Ableitung f” einer differenzierbaren
Funktion f wieder eine Funktion auf /. Die Bildung der Ableitung ist also eine lineare
Abbildung %, die differenzierbaren Funktionen auf I, Funktionen auf I zuordnet. Wenn
die Ableitung wieder differenzierbar ist, konnen wir diese Abbildung nochmal anwenden
und erhalten (%)2 f = f" die zweite Ableitung von f. Durch n-faches Anwenden
erhalten wir gegebenenfalls dann die n-te Ableitung (g)" f=fm.

Definition 7.32. Fiir alle n € Ny und alle offenen Teilmengen I C R sei C™(I) die
Menge aller n-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf I, und C*(I) die
Menge aller beliebig oft differenzierbaren reellen Funktionen auf I.

CHy=C’(H)>CHI)D>...oC™I)D>...DC>()
Beispiel 7.33. (i) exp € C*°(R), weil exp™ = exp.
(ii) fiir allen € Ny ist  +— 2™ € O=(R), weil (z™)™ = n! und (z™)™ =0 fiir m > n.
(iii) fiir allen € N ist x — 27" € C®(R\ {0}), weil (z — 27™)™ =

- (=n)(—n—1)...(—n—m +1) _(—1ym

m+m—-1)(n+m-2)...n
rntm '

xn—&—m

1)!
(iv) In € C®(R) weil In™ (z) = firm > 1 und mit 0! = 1.

Ubungsaufgabe 7.34. Zeige mit vollstindiger Induktion fir alle n € N:

n

dn

(i) d—f = E <Z) F® =) fiir alle f, g € C™(I) (Verallgemeinerte Leibnizregel).

xn
k=0

(ii) C™(1) ist eine Unteralgebra von C(I).
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Aus der Rechenregel und der Kettenregel folgt auch

Korollar 7.35. (i) Die Komposition von n-mal (stetig) differenzierbaren Funktionen
ist wieder n-mal (stetig) differenzierbar.

(ii) Die Umkehrfunktion einer n-mal (stetig) differenzierbaren bijektiven Funktion ist
n-mal (stetig) differenzierbar, wenn die Ableitung keine Nullstellen hat. q.e.d.

Definition 7.36. (Taylor-Polynom) Sei f : I — R in xo n-mal differenzierbar, d.h.
es gibt eine offene Umgebung O C I von xq, so dass die Einschrinkung von f auf O
in C"~1(O) liegt, und f™Y in xq differenzierbar ist. Dann heifst

(x — x0)?
2

(x — )"
n!

Toao (%) = f(20) 4 (2 — 20) f'(20) + 1@ (wo) + ...+ f(n)(l’o)

das Taylorpolynom von f der Ordnung n in xg.

Offenbar hat das Taylorpolynom der Ordnung n in xy die gleichen Ableitungen bis
zur Ordnung n wie f an dem Punkt zy. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom vom
Grad n, das an der Stelle 7 die Ableitungen f(x), f)(z0), ..., f™(x0) besitzt:

p(z) = cotcr(z—x0)+. . Acp(z—120)" = p(a0) = co7p(1)(x0) =c,... ,p(”) (xo) = nle,.

Satz 7.37. (Taylorformel) Sei f € C™((a,b)). Wenn f"(x) fir alle x € (a,b)
existiert, dann gibt es fir jedes o # x € (a,b) ein & € (xo, ) bzw. & € (x,x0), so dass

F0(E)

(n+1)! ™

f(x) = Thu(x) + (x — x0 qilt.

Beweis: Sei = € (a,b) und g(t) =3 ,_, %(w — t)* fiir t € (a,b). Dann gilt

n_ ekt nor) (n41)
70 =3 -0 S e < S

k=0 ) k=1

AuBerdem sei h(t) = (x — )" und A'(t) = —(n + 1)(z — ). Dann folgt aus dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz, dass es ein £ € (zg, ) bzw. £ € (xg, z) gibt mit
(9(z) = g(x0))1' (&) = (h(z) — h(z0))g'(£)-

Es gilt aber  g(x) — g(x0) = f(x) — Thao(z) und h(z) — h(x0) = — (7 — )" . Also

(n+1) x—&"(x — xo n+1 (n+1) )
folgt  f(x) — Thao() = / 75?275 - 1)5()x(— o T j;n - S') (x — z0)""". q.e.d.

Definition 7.38. (Taylorreihe) Fir f € C*((a,b)) und zo € (a,b) heifit die Potenz-

reihe Y %(w — x9)" Taylorreihe von f in x.
n=0
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Fir f € C*((a,b)) und xg,z € (a,b) gibt es drei Moglichkeiten:
(i) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt x gegen f(x).
(ii) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt x, aber nicht gegen f(x).

(iii) Die Taylorreihe von f in xo konvergiert an dem Punkt z nicht.

Korollar 7.39. Sei f € C*((a,b)) und x # x¢ € (a,b). Dann konvergiert die Taylor-
rethe von f in xo an dem Punkt x gegen f(x), wenn auf £ € (xo,x) bzw. (x,x0) die
Folge (%kﬁ — 20| )nen, gleichmdfig gegen Null konvergiert. q.e.d.

Beispiel 7.40.

fl@) = {eﬂ firx >0

0 firx <0
(n) e Polynom vom Grad 3n von +  fiir x > 0
[(x) = v
0 firx <0

Wegen Beispiel 7.17 gilt x < e*~! fiir alle x € R. Dann folgt fiir alle x € R\ {0}

_1 B o
< <™ = ¢ - < exp L+ njz| = na :
] | || z?

=e 22 firxz >0

Fiir alle n € N st dann © — 8“ stetig, und f € C*(R). Die Tay-

firz <0
lorreihe von f bei xy = 0 verschwindet mit allen Ableitungen von f bei xy = 0.

Satz 7.41. Sei (fn)nen eine Folge von Funktionen in C*((a,b)) eines beschrinkten
Intervalles (a,b), die fir ein xo € (a,b) punktweise konvergiert. Wenn die Folge (f))nen
aufSerdem gleichmdf$ig gegen g konvergiert, dann konvergiert (fy)nen gleichmdfig gegen
eine Funktion f € C'((a,b)) und es gilt f' = g.

Beweis: Wegen dem Mittelwertsatz gilt fiir alle z, 2y € (a,b) und alle n,m € N

(@) = [ (@) < [ falw0) = fin(2o)| + |2 — ol sup{[ [ (y) = f.(W)] | y € (a,b)}.

Wegen Satz 5.27 konvergiert (f,)nen gleichméfBiig gegen eine Funktion f € C((a,b)).
Wegen dem Mittelwertsatz gibt es fir alle x # 21 € (a,b) eine Folge (&,)nen in (z,27)
bzw. (x1,x), so dass fn(x) — fo(x1) = (x — x1) f}(&,) fiir alle n € N gilt. Wegen dem
Auswahlprinzipien von Bolzano-Weierstra$l gibt es eine konvergente Teilfolge von (&, ),n
mit Grenzwert & € [z, x| bzw. £ € [z, z]. Wegen

(&) = 9()] < |fn(&n) — 9(&a)l +19(&n) — 9(&)1,



7.7. TAYLORREIHEN 85

und weil g wegen Satz 5.27 stetig ist, konvergiert die Folge (£ (&,)),,y gegen g(&). Also
konvergiert (fn(x)),cy gegen f(z) = f(x1) + (# — 21)g(§). Aus der Stetigkeit von g
folgt, dass f bei x; differenzierbar ist und g(x;) die Ableitung f’(z;) ist. q.e.d.

Korollar 7.42% Sei (Y f!)nen eine gleichmaf$ig konvergente Reihe in C(I) auf einem
beschrinktem Intervall I und (3 fu(%o))nen konvergent mit xo € I. Dann konvergiert

(>~ fa)nen gleichmifiig gegen eine Funktion f € CY(I) und (3 f)nen gegen f'.q.e.d.

Korollar 7.43%(Satz von Borel) Sei (ay)nen, €ine beliebige Folge in R. Dann gibt es
eine Funktion, deren Taylorreihe bei g = 0 gleich Y > %=a™ ist, und die auferhalb von
(—2,2) verschwindet. D.h. alle Potenzreihen sind Taylorreihen einer solchen Funktion.

Beweis™:
1 fir [z| <1
Sei  h(z) =< exp <exp <(|I|__11)2> : (|x|__12)2> fir 1 < |z| <2
0 fir 2 < |z

Dann ist h € C*°(R) eine 'Hutfunktion’, die aulerhalb von (—2,2) verschwindet, und
die auf [—1, 1] gleich 1 ist. Fiir alle n € N existiert dann eine Konstante M,, > 0

My = max{[[huloo, 175 ]loos - - [1A5 |}

mit h, : R = R, x+ 2" h(z). Dann sei fiir eine beliebige reelle Folge (ay,)nen,

Qn

= la,|M, + 1 d n(T) = ——
M1 wnd () =

hn(C - ) fiir alle n € Ny.

0 firm#n

Auflerdem gilt
a, firm=n.

Fiir alle n, m € Ny gilt dann f{™(0) = {

’an’Mncm Cm—l—l

n n

nlCn nlCn

’an’

IC'n

1
R s < < —  firallen >m € N,
n!

LA™ lloo =

Also konvergiert fiir alle m € Ny (2 fﬁm))neNO gleichméafig. Wegen Korollar 7.42 konver-
gieren also fiir alle m € Ny die Reihen (3 f,,)neng, (2 )nengs - - -5 (2 fT(Lm))neNo gleichmé-
Big gegen f, f/,..., f™. Also ist der Grenzwert f = > > f, eine Funktion in C*(R)
und es gilt f0™(0) = a,, fiir alle m € N. q.e.d.

Satz 7.44. Fir jede Potenzreihenfunktion f(x) = Y a,z™ mit Konvergenzradius
R > 0 und jedes |xo| < R hat die Taylorreihe von f(x) in xo einen Konvergenzradius
nicht kleiner als R — |xo|, und konvergiert auf B(zo, R — |zo|) gegen f.
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Beweis: Wegen Beispiel 7.4 (v) stimmen bei 2o = 0 die Ableitungen von f bis zur
Ordnung N mit den entsprechenden Ableitungen von Zflvzo an,x™ iiberein. Deshalb sind
Tho= ZfLO apx” die Taylorpolynome von f bei 2o = 0 und f ist dort die Taylorreihe.
Dann folgt die Aussage aus dem Identitédtssatz fiir Potenzreihenfunktionen (ii). q.e.d.

Satz 7.45. (Abelscher Grenzwertsatz) Wenn die Potenzreihe (> anx™)nen, fir ein
x € K konvergiert, dann konvergiert die Potenzreihenfunktion t — > a,(tx)"™ auf
t € [0, 1] gleichmdfig gegen eine stetige Funktion von [0, 1] nach K.

n€eNy

Beweis: Indem wir a,, durch a,x™ ersetzen kénnen wir x weglassen. Zur Abkiirzung

setzen wir Sy, = Z?:tfl 41 @n- Wegen dem Cauchykriterium fiir Reihen gibt es fiir jedes

e >0ein N € Nso dass |Sy,x| < € fiir alle m > N und alle k € N gilt. Dann folgt

m-+k
> ant" = Spat™ ™ + (Sma — St 4 (S — S

n=m+1

— Sm,l(tm+1 . tm+2) + Sm,Q (tm+2 . tm+3) 4+ Sm,k—l(tm+k_l . tm—i—k;) + Sm,ktm+k-

Fiir ¢ € [0, 1] sind die hinteren Faktoren ¢™+1 —¢m+2 ¢m+2_ym+3 - gmtk=1_gm+k ymtk
alle nicht negativ und ihre Summe gleich "™ < 1. Aus |S,, x| < € folgt also

m—+k

Z antk

n=m-+1

< (T g gmA2 gmk gty — g < e fiir alle t € [0, 1]

Also konvergiert die Potenzreihe auf t € [0, 1] gleichméfig, und damit wegen Satz 5.27
gegen eine stetige Funktion. q.e.d.

Definition 7.46. Eine Funktion f € C°°(I) heifst reellanalytisch bei xq, falls die Tay-
lorreihe bei xy einen Konvergenzradius gréfser als Null hat und auf einer Umgebung
von xy gegen f(x) konvergiert. Sie heifst reellanalytisch, wenn das fir alle xo € I gilt.

Also sind alle Potenzreihenfunktionen im Inneren ihres Kovergenzbereiches reell-
analytisch. Umgekehrt sind alle reellanalytischen Funktionen Potenzreihenfunktionen.

Beispiel 7.47. (i) Die Funktionen exp,sin, cos, x +— a® und alle Polynome sind reell-
analytische Funktionen auf ganz R.

(ii) Wegen Satz 4.26 (iv) gibt es fir jede Potenzreihenfunktion f mit f(0) # 0 und
Konvergenzradius R > 0 ein r > 0, so dass |%| < L < 1 fir alle x € B(0,r)
gilt. Weil x — Y2 (a" = = auf x € [0, L] stetig ist, konvergiert die Potenzreihen-
funktion ﬁo)ﬂzzo:o(.%)” fur S B(O,r) gegen ﬁl—(f(o _;(@)/f(o) = ﬁ Aus
dem Identitissatz fiir Potenzreihenfunktionen folgt, dass der Quotient zweier Potenz-
rethenfunktionen reellanalytisch ist, solange beide Potenzreihenfunktionen absolut kon-
vergieren und der Nenner nicht verschwindet. Also sind tan und cot und alle rationalen
Funktionen auf dem Definitionsbereich reellanalytisch.
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(iii) Fir o € R und xy € RY (fir o € Z auch xo € R™) hat die Potenzreihenfunktion

x i flz) = i (Z) 28T mit (Z) _ala _71(13 _1()04 - ? +1)

n=0

1
wegen dem Quotiententest den Konvergenzradius R = ————— = |zg|.  Die

lim ="
n—oo |I0|(n+1)

N = [a—1
Ableitung ist  x — E ( )nqrg‘_”:v"_l =« E ( ):Eg‘_l_”x". Wegen
n n
n=1 n=0

(a;l)_i_(z:i) _ (a_1)(0[_231.!..(@_%1)(0[_%”): (Z)

ist (zo + ) > ory (N ag e = 3000 (Y)ag "2, Dann erfillt f die Differential-

n=0\ n n=0 \n
gleichung (zo + ) f' = aof mit f(0) = x§. Also verschwindet die Ableitung von
T x4+ xo)f(x) —af(x
ooy TO ) @) —af)
(2o + ) (x + o)
Dann folgt aus Satz 7.15 (i), dass fir alle || < zo gilt f(x) = (x4 x0)*. Also sind fir
a € R die Funktionen x — z® auf R™ und fir o« € Z auf R\ {0} reellanalytisch.

(=2)"

=0 mitg(0)=1.

(iv) Fir alle xg € RT hat die Potenzreihenfunktion x — f(x) = — Z im Kon-
nx
n=1 0
veregemzbereich |z| < xq die Ableitung f'(z) = i (z2)" - ! Also stimmt sie
’ owt wtm
mit f(x) = In(x+x¢)—In(zg) dberein. Deshalb sind sowohlIn also auchlog, auf R reel-
lanalytisch. Insbesondere folgt aus dem Abelschen Grenzwertsatz Y - % = —1In(2).

(v) Die Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind we-
gen (i) im Inneren ihrer Definitionsbereiche reellanalytisch. Fir alle |x| < 1 gilt

arcsin’(z) = f: (‘f) (—1)"a2n arccos'(z) = — f: (_n%) (—1)"a2"

n=0 n=0
arctan’(x) = Z(—l)"mzn arccot’(r) = — Z(—l)”x%.
n=0 n=0

Wegen Beispiel 7.4 (v) sind sie selber dann auch reellanalytisch. Fir alle |xz| < 1 gilt

' 0 1 (_1)nx2n+l T 0 1 (_1)n$2n+1
i) = 3 (L) G aenste) = 5230 () S5
n=0 n=0
o (_1)nx2n+l T o (_1)nx2n+l
arctan(z) = Z ontl arccot(z) = 5 Z T
n=0 n=0
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Wegen Beispiel 7.17 gilt x > In(1 + x) fir x > —1. Dann folgt

w0 () m G5 ) (02 () ()

< 1 1—|—1+ +1 < 11 23 n+1 | 1
—= —+... .+ —In(-=-- =1In .
-2 2 n) - 2 12 n vn+1

Dann konvergieren aber die ersten beiden Potenzreihen auch fiir x = +1 und die letzten
beiden wegen der alternierenden Reihe von Leibniz. Wegen dem Abelschen Grenzwert-
satz gelten die obigen Gleichungen dann auch fir x = +1. Insbesondere ist

) (R 1)
4N 2\ =
T ;2n+1 ; n)on+1

1
e =2 firx>0

0 fiir v < 0 ist reellanalytisch auf R\

(vi) Die Funktionen f:R — R, x+— {

{0}, aber nicht bei xq = 0.

(vii) Die Funktion x — >, (n"fl)! = <=L st auf ganz R reellanalytisch und hat dort
keine Nullstellen. Deshalb definiert f : R — R, x> eine Funktion in C*(R).
Die Ableitungen bei x = 0 heiffen Bernoulli Zahlen eBo_: f(0) =1,B; = f'(0) =
—%,.... Dann hat f die Taylorreihe f(x) = > o0 o B2, Aus (e” — 1) f(z) = z folgt

n=0 n!

= z" = B,z" > B "
(Zm) <Z o )Z k!mfk:)!‘” -

n=1 n=0 n=1 k=0

Wegen (ii) ist f reellanalytisch und es folgt fir alle n € N die Rekursionsformel

n n—1
1 n+1 1 n-+1
—_— B, =0 also B,, = — By und By = 1.
IZ( ) k n < > k 0
(n+1)! ~\ k n+le=\ k

Aus f(x) — f(—2) =5+ === 753 + 2 — 1 folgt Bopyq = 0 fiir alle n € N.

1—e®
(viii) Die Funktion tan ist wegen (ii) reellanalytisch. Sie hat bei xo = 0 die Taylorreihe
W T 21z 1—92 2 2 1 2 21z 1) — 4
tan(z) = N i s _ 2u(e )—z: 1(e” +1) Lo
Z(em + em) e +1 641:1: —1 641:1: —1
1 2w hx - 2% — 42
= — -2 — - (-1 an 2n—1‘

x (62”6—1 +m+e4m—1 ZI) ; (2n)! (=1)"Bon

Aus dem Identitatssatz fiir Potenzreihenfunktionen folgt zuletzt

Korollar 7.48F Zwei reellanalytische Funktionen in C*°((a,b)) stimmen genau dann
auf (a,b) dberein, wenn ihre Taylorreihen fir ein xo € (a,b) ibereinstimmen. q.e.d.



Kapitel 8

Das Riemannintegral

8.1 Riemannintegrable Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir nur beschriankte Funktionen f € B([a,b],R) auf
einem beschriankten abeschlossenen Intervall. Das Ziel ist fiir solche Funktionen den
Fliacheninhalt zwischen den Graphen der Funktion und der z-Achse zu definieren. Dabei
werden wir diese Flidche durch eine disjunkte Vereinigung von Rechtecken annéhern.

Definition 8.1. (Partition) Eine Partition p von [a,b] ist eine endliche geordnete

Menge {xy,...,x,} von Punkten a = 9 < 1 < ... < &, = b in [a,b]. Die Feinheil
der Partition p ist dann ||p|| = max{Az1,...,Ax,} mit Ax; = x; — x;_q fir alle
i=1,...,n. Pla,b] bezeichnet die Menge aller Partitionen von |a,b.

Fiir eine Funktion f € B([a,b],R) und eine Partition p € P[a, b] seien

m; = inf{f(z) |z € [x;_1,25]} M; =sup{f(x) |z € [r;_q1,2]} fiirallei=1,... n
m = inf{f(z) | x € [a,b]} M =sup{f(z) | x € [a,b]}.

Definition 8.2. (Untersummen und Obersummen) Dann heiffen
i=1 i=1

die Untersumme und Obersumme von f beziiglich der Partition p € Pla,b].
Offenbar gilt m(b —a) < s(p, f) < S(p, f) < M(b— a).

Definition 8.3. (Verfeinerung) p' € Pla,b] heifit Verfeinerung von p € Pla,b], wenn
P’ D p. Offenbar gibt es fiir endlich viele Partitionen py,...,p, € Pla,b] eine gemein-
same Verfeinerung p' = py U ... Up, € Pla,b].

89
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Lemma 8.4. (i) Wenn p C p' gilt s(p, f) < s(p/, f) und S(p', f) < S(p, f).

(ii) Fir p,p" € Pla,b] gilt s(p, f) < S, ).

Beweis:(i) Die Verfeinerung p’ von p besteht aus einer Partition jedes Teilintervalles
[x;—1, ;] von p. Dann folgt (i) aus den Ungleichungen

m(b—a) <s(p, f) und  S(p, f) < M(b—a).
(ii) Sei p” = pUp'. Dann folgen aus (i) die Ungleichungen
s(p, f) < s ) <SG 1) < Sp, f) s ) < s ) <SG F) < SO, f)-
Daraus folgt dann (ii). q.e.d.
Definition 8.5. (Unterintegral und Oberintegral) Fir f € B([a,b],R) heifst

/f = sup{s(p, f) | p € Pla, b]} Unterintegral von f und

7f = inf{S(p, f) | p € Pla, b} Oberintegral von f.

Offenbar gilt [f < [f.

Definition 8.6. Eine Funktion f € B([a,b],R) heifit riemannintegrabel, wenn [f =

Tf qilt. Diese Zahl heifit Riemannintegral ff fdx von f dber [a,b]. Die Menge aller
riemannintegrablen Funktionen auf |a,b] bezeichnen wir mit Rla,b]. Fir f € Rla,b

definieren wir [, f(x)de = — fab f(x)dz.

Aufgrund der Definition von s(p, f) und S(p, f) liegt der Fliacheninhalt zwischen
dem Graphen von f und der a-Achse in dem Intervall [s(p, ), S(p, f)]. Deshalb inter-

pretieren wir fir f € Rla, b das Riemannintegral ff f(z)dx als diesen Flicheninhalt.

8.2 Kriterien von Darboux und Riemann

Satz 8.7. (Darbouz) Eine Funktion f € B([a,b],R) ist genau dann riemannintegrabel,
wenn es fir jedes € > 0 ein p € Pla,b] gibt mit S(p, f) — s(p, f) < e.

Beweis: Sei f € Rla,b]. Dann gibt es fiir jedes € > 0 Partitionen p’,p” € Pla,b] mit
f:f(m)dx —s(p', f) < Sund S(p”, f) — fabf(x)dx < §. Dann folgt fiir p = p' Up”
b b

S, f) — s(p, f) <SG, f) / f(x)dz + / f(z)de — s, f) < e.

a a
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Wenn es fiir jedes € > 0 ein p. € P|a, b] gibt mit S(p., f) — s(pe, f) < € dann folgt

O</f /f<5p6,f)—s(p6,f)<e fiir alle € > 0.

Also gilt dann auch /f = /f q.e.d.

1 firz €la,b]NQ

D it fiir alle p € Pla,b
0 firx € la,bl und z ¢ Q. ann. gilt fiir alle p o,

Beispiel 8.8. Sei f(z) = {

n

S(p,f)—s(p,f):Z(M m;)Ax; = Zsz—b—a>0

i—1
Also istif:O und?f:b—a und f € Rla,b].

Definition 8.9. (Riemannsummen) Fir p € Pla,b] sei { = (&1, ... ,&n) eine Wahl von
Zwischenpunkten & € |x;_1,x;] fir allei=1,...,n. Dann heifit

R(p, f,€) = Zf& Az

Riemannsumme von f beziglich der Partition p und der Zwischenpunkte &.

Aus der Definition von s(p, f) und S(p, f) folgt fiir f € B([a,b],R) und p € Pla,b]

inf{R(p, f,€) | & € [ri—1, 2]} =s(p, f) sup{R(p, f,§) | & € [xio1, ]} =S(p, f)-

Satz 8.10. (Kriterium von Riemann) FEine Funktion f € B([a,b],R) ist genau dann
riemannintegrabel, wenn es ein A € R und fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir
alle p € Pla,b] mit ||p|| < 6 und alle entsprechenden Zwischenpunkte & Folgendes gilt:

|R(p, f,&) — A| <e. Wenn das Krierium erfillt ist, dann gilt A = /f(x)da:

Beweis: Fiir jede Funktion f € B([a,b],R), die das Kriterium von Riemann erfiillt
gibt es fiir alle € > 0 eine Partition p € Pla, b] mit S(p, f)—s(p, f) =

=sup{R(p, f,§) | & € [vi1, m]} — inf{R(p, f,€) | & € [vi1, 7]} < 2e.

Dann ist das Kriterium von Darboux erfiillt. Sei umgekehrt f eine Funktion, die das
Kriterium von Darboux erfiillt. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein p € P[a,b], so dass
S(p, f) — s(p, f) < 5 gilt. Sei n die Anzahl der Teilintervalle von p und

§= min{m,A:ﬁl, . ,A:z:n} mit || f|lec =sup{|f(z)| |z € [a,b]}.
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Jedes Teilintervall einer Partition p’ € Pla,b] mit ||p'|| < 0 ist entweder in einem Teil-
intervall von p enthalten, oder enthélt im Inneren einen Punkt von p\ {a, b}. Héchstens
n Teilintervalle von p’ sind nicht in einem Teilintervall von p enthalten. Es folgt

S f)—sW. f) < S, f) = s, f)+ 2| fllec-n-0 < §+§:6,

Fiir alle Zwischenpunkte & von p/ gilt R(p/, f,£), fab f(z)dz € [s(p', f), S, f)]. Es folgt

b
R, £.€) - / f(a)dz| < SW. f) — s f) < e. qe.d.

Korollar 8.11. Sei f € Rla,b]. Dann gilt fir alle t € [0, 1]

St (v o).

Beweis: Die Partitionen p, € Pla,b] mit p, = {:Cz =a+i(b—a)l|i= O ,n} mit
den Zwischenpunkten § = a+ =t(b—a) firi=1,...,n erfiillt lpn] = =2 Also folgt
die Aussage aus dem Kriterium von Riemann. q.e.d.

Korollar 8.12F Seien f,g € Rla,b]. Wenn f und g auf einer dichten Teilmenge von
la,b] (2.B. QN a,b]) ibereinstimmen, dann gilt f;f(x)dx = fabg(x)dx

Beweis*: Weil jedes Teilintervall einer beliebigen Partition p € P|a, b] immer Elemente
einer dichten Teilmenge von [a, b] enthélt, kénnen die Zwischenpunkte immer aus einer
dichten Teilmenge gew&hlt werden. q.e.d.

Satz 8.13. (Figenschaften des Riemannintegrals)
(i) R[a,b] ist eine Unteralgebra von B(|a,b],R) die C([a,b]) enthdlt. Die Abbildung
b
Rla,b] = R, [ [ f(z)dx ist R-linear.

(ii) Rla,b] enthdlt die monotonen Funktionen, und mit f € Rla,b] auch |f| € Rla,b].
(iii) Monotome Furf g € Rla,b] folgt aus f < < g (d-h. f(x ) g(x) fir alle x € [a,b])
ff Ydx < fg Ydz. Insbesondere gilt |ff Ydz| < f]f Vdx < (b—a)||f||oo-

b
(iv) Normierung: [ldx =b — a.
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(v) Stetigkeit: f € Rla,b] und g € C(R), dann ist go f € Rla,b].

(vi) Intervall Additivitit: Fir jedes ¢ € (a,b) gilt:
b c b
fe€Rla,bl < f € Rla,c]NR[e,b] und /f(x)dx = /f(x)dx + /f(x)dx

(vii) Sei f € Rla,b] und (an)nen und (by)nen Folgen in [a,b] mit lim, . a, = a und
lim,, .o b, = b. Dann konvergiert (fab: f(z)dz)nen gegen fab f(z)dz.

(viii) Gleichmdfige Konvergenz und Stetigkeit des Riemannintegrals: Der Grenzwert
f einer gleichmdfig konvergenten Folge (fn)nen in Rla,b] liegt auch in Rla,b]
und die Folge (fab fu(z)dx)nen konvergiert dann gegen f:f(x)dx

Beweis: (i) Fiir f,g € B([a,b],R) und p € [a,b] gilt
Sp, f+9) <Sp, f)+S(p,g) und —s(p, [ +9) < —s(p, f) — s(p, 9)
Daraus und aus f(z)g(z) — f(y)g(y) = g(x)(f(z) — f(v)) + f(y)(g(x) — g(y)) folgt

S, f+9) —sp, f+9) <SSO, f)—s f)+Spg) —spg)
S, fg) — s, f9) < lgllee(S(p, £) = s(p; £)) + | fllc(S(p, 9) — 5(p,9))

Aus f,g € Rla,b] folgt also wegen dem Darbouxkriterium f + g, fg € Rla,b]. Wegen
Satz 5.22 ist jede Funktion f € C([a,b]) gleichméBig stetig, d.h. es gibt fiir jedes
€ > 0ein d > 0, so dass |f(xz) — f(2')] < 3% aus |z — 2'| < § folgt. Dann gilt
Sp, f) = sp, f) < X1y 75 Ax; = e fiir alle p € Pla,b] mit ||p|| < 0. Also folgt aus
dem Kriterium von Darboux f € R[a, b]. Die Linearitéit des Riemannintegrals folgt aus
der Linearitdt der Riemannsummen und den Rechenregeln fiir Folgen.

(ii) Sei f monoton steigend ist. Dann gilt S(p, f) — s(p, f) =

= Z(f(wi) — f@ia)) Az < lpll Z f@i) = f(wia) = [lpll(f(b) = f(a)).

Fir |pll < 555 folgt S(p, f) — s(p, f) < . Wegen dem Kriterium von Darboux

gehort dann f zu R[a, b]. Analoges gilt fiir monoton fallende f.
Fir f € Rla,b] seien f(x) = max{f(z),0} und f~(z) = min{f(x),0}. Dann folgt
0 <sup{f¥(z) | € [xi1, z]} — inf{fF(2) | = € [2;_1, 23]}
<sup{f(z) | € [zi—1, z]} — inf{f(2) | © € [zi-1, x]}.

Also gilt S(p, f£) — s(p, f£) < S(p, f) — s(p, f) fiir alle p € P[a,b]. Dann folgt f* €
Rla,b] und damit auch |f| = f* — f~ € R[a,b] aus dem Kriterium von Darboux.
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(iii) Aus f,g € Rla,b] mit f < g folgt fabf(:c)d:c =[f<[g= fab g(z)dx
(iv) Fiir f = 1(konstant) gilt S(p,1) = s(p,1) = b — a fiir alle p € Pla, b].
(v) Sei f € Rla,b] und g € C(R). Dann ist g auf [—|| f]|c, HfHoo] gleichméBig stetig.
Also gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass |g(x) —g(2')| < oy AUS |z — 2’| < 0 mit

z, 2" € [=| flloo, | flloc] folgt. Sei [|gl| o = max{lg(x)| | z € [=[|flloc, l/loc]}- Wegen dem
Darbouxkriterium gibt es fir f € R[a,b] ein p € Pla,b] mit S(p, f) — s(p, f) < ﬁ.
Sei wieder m; = inf{f(z) | * € [v;—1, 5]} und M; = sup{f(z) | € [vi—1, 2]}
fir i = 1,...,n. Wir zerlegen die Summe S(p,go f) — s(p,g o f) in die Summe iiber
Teilintervalle, auf denen M; —m; < ¢ gilt, und die Summe iiber Teilintervalle, auf denen
M; — m; > 9 gilt. Aus der Wahl von 0 folgt, dass die erste Summe nicht grofler ist als
(b—a) = 5. Weil die Summe der Teilintervalllingen in der zweiten Summe nicht

S(p,f)*S(p,f)
é

2(b6—a)
s L : : ) 2llgloe

grofler ist als , ist die zweite Summe nicht groer als (S(p, f)—s(p, f)) 7%= <

§- Also gilt S(p,go f) —s(p,go f) <eund go f erfiillt das Darbouxkriterium.

(vi) Jede Partition p € Pla, b] besitzt eine Verfeinerung p U {c} € P|a,b], die aus zwei

Partitionen von [a, ] und [c, b] besteht. Dann folgt (v) aus dem Darbouxkriterium.

(vii) Wegen (vi) und (iii) gilt | )" f(z)dz — [} f(z)dz] < (an — a+b—by)||f]-
(viii) Aus dem Beweis von (i) folgt fiir f, f,, € R[a,b] und p € Pla, b

|S(p7 f)—=s(p, f)—(S(p, fn)_s(p7 fn))l < S, f=fu)—s(p, f—fu) < 2(b_a)||f_fn||oo'

Fiir ein € > 0 wihlen wir zuerst n so grof}; dass || f — fo||co < - &ilt; und dann p so
dass S(p, fn) — s(p, fn) < 5 gilt. Dann erfiillt f das Kriterium von Darboux.
Andererseits folgt fir f, f,, € Rla, b] aus der Monotonie | f b f Ydx — f fo(x)dx| <

(b—a)|lf — fullso- Also konvergiert f fn(2)d)nen gegenf f(x g-e.d.

8.3 Differentiation und Integration

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 8.14. Sei f € R[a,b] und F
eine stetige Funktion auf [a,b], die auf (a,b) differenzierbar ist mit F' = f. Dann gilt

/ f(2)dz = / F'(2)dz = F(b) — F(a).

Beweis: Fiir alle p € Pla, b gibt es wegen dem Mittelwertsatz in jedem Teilintervall

[;_1, ;] von p einen Zwischenpunkt & mit f(&;)Az; = F(z;)—F(x;—1) und R(p, f,&) =

F(b) — F(a). Aus dem Kriterium von Riemann folgt ff f(z)dx = F(b) — F(a). q.e.d.

Beispiel 8.15. (i) Sei F € C'((a,b)) Dann ist F' € Rlxo, x| fir alle [xg,z] C (a,b)
und es gilt

x

/ F'(t)dt = F(z) — F(xy).

o



8.3. DIFFERENTIATION UND INTEGRATION 95

[z|[*sin L fiir z #0

0 firx=20

@ 1 @ 1
F’(:r;):a| i sm( >+%cos<—>.
T T x T
F(x)—F(0)

Wegen |—‘ = |z|*" ! sin ( ) st f auch bei x = 0 differenzierbar und dort gilt

F'(0) = 0. Also gibt es differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen auf einer
kompakten Teilmenge nicht beschrinkt sind und nicht riemannintegrabel sind.

(ii) Seil < a <2 und F(z) = { Dann ist F fir x € R\ {0}

differenzierbar mit

Dann st f auf allen kompakten Intervallen rie-
-1 firx <DO.

mannintegrabel. Offenbar gilt F(x fo = |z|. Also sind nicht alle Inte-
grale von riemannintegrablen Funktzonen dzﬁer@nzz’erbar.

(i) Sei f(z) = {1 fiir @ 2 0

Satz 8.16. Sei f € R[a,b]. Dann ist F(x) = [ f(t)dt auf x € [a,b] lipschitzstetig mit
Lipschitzkonstante L = || f|| -

v
Beweis: |F(y) — F(z)| = /f(t)dt <y —z| || flloo- q.e.d.
Satz 8.17. Fir f € Rla,b] ist F(z) = [ f(t)dt an allen Punkten zo € (a,b), an

denen [ stetig ist, differenzierbar mzt F’(xo) f(zo).

Beweis: Wenn f im Punkt =y € (a,b) stetig ist folgt aus den Eigenschaften des Inte-
grals (iii), dass es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass aus |z — zo| < J folgt

F(x) = F(xo)

T — 2o

—f(xo

= / f(t) ))dt| < e. q.e.d.
|z — x0|

Also sind die Integrale F(z) = [ f(t)dt aller stetigen Funktionen f € C([a,b])
differenzierbar und es gilt F'(z) = f(x) fir alle z € (a,b).

Definition 8.18. (Stammfunktion) Eine differenzierbare Funktion F mit F' = f heifst
Stammfunktion von f. Die Differenz zweier Stammfunktionen von f ist eine konstante
Funktion. Wir bezeichnen eine Stammfunktion von f als [ f(x)dx

Beispiel 8.19. (i) [2%dx = fﬁ —1 und entweder o € N oder x € R*.

(ii) [idz =1Inl|z|+C firz #0.
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(iii) [e"dz =e"+C.

(iv) [a“dx = % +C fira e RT\ {1}.

(v) [cos(z)dx = sin(z) + C.

(vi) [sin(z)dx = —cos(z) + C.

(vii) [tan(z)dz = —In|cos(z)| + C fir z & {(n+ )7 | n € Z}.

(viii) [cot(z)dz = In|sin(z)| + C fir x & {nw | n € Z}.

(ix) [ 5zde = arctan(z) + C.

(x) [ ﬁdm = arcsin(x) + C fir z € [-1,1].

Satz 8.20. (Restglied der Taylorformel in Integralform) Sei f € C(la,b]) auf (a,b)
(n+1)-mal differenzierbar mit auf [a, b] stetig fortsetzbaren Ableitungen f', ..., f™ und
f0+Y € Rla,b]. Dann gilt fir alle xo,x € [a, b]

") (g . [ fe i
f@%ﬂmawzﬂm—ijf;>u—m>=/i7§9u—wﬁ.

Beweis: Wir definieren g(t) = 327, £ k, D(x —t)* fiir 2, t € [a,b]. Dann ist g auf (a, b)
differenzierbar mit ¢’ € R[a, b] und es gilt wie im Beweis von Satz 7.37

T T (n+1)
ﬂ@—meﬂZﬂﬂ—g@ﬁz/ﬁﬁMﬁi/L%#Q@—QWt wed.

Satz 8.21% (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f € Rla,b]. Dann ist

b
1

b—a /f(x)dx € [inf{f(x) | z € [a,b]},sup{f(z) | = € [a,b]}]

Wenn f € C([a,b]), dann gibt es ein xo € (a,b) mit ;= f f(z f(z0).

Beweis:* Wegen inf{f(z) | z € [a,0]} < f < sup{f(z) | * € [a,b]} folgt die erste
Aussage aus der Monotonie. Wenn [ stetig ist folgt fir F(x) = f; f(t)dt aus dem

Mittelwertsatz f(xg) = F'(xq) = FU’T =L fa f(z)dx mlt zo € (a,b). q.e.d.
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8.4 Technik des Integrierens
Substitutionsregel 8.22. Sei f € C([a,b]) und ¢ : [, ] — [a,b] eine stetige auf
(o, B) differenzierbare Funktion, so dass ¢ € Rla, 8]. Dann gilt

?(B)

[ t@ / F(6(6) (1)t

P(a)

Fiir die Stammfunktionen gilt /f(gb(t))(b’(t)dt = (/f(x)dm) o¢p+C.

Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist F' wegen Satz 8.17 stetig differen-
zierbar und es gilt F' = f. Also ist (F o ¢) = (F' o ¢) - ¢/. Wegen den Eigenschaften
des Riemannintegrals (i) und (iv) ist (F" o @) -¢' = (f o ¢)- ¢’ € Rla,b]. Dann folgt die
Aussage aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. q.e.d.

Die Voraussetzung, dass das Bild von ¢ gleich [a,b] sein muss kann abgeschwicht
werden zu der Voraussetzung, dass f auf dem Bild von ¢ definiert und stetig sein muss.

Korollar 8.23. (Transformation der Variabeln) Sei ¢ : [a, ] — [a,b] bijektiv, stetig
und auf (o, B) differenzierbar mit ¢’ € Rle, f] und f € C([a,b]). Dann gilt

/b f@)de = ¢_/1(b)f (&(1))e' (t)dt
a ¢~ (a)
Also gilt /f(x)da: = (/ f(gb(t))qb’(t)dt) op '+ C. q.e.d.

Beispiel 8.24. (i)
ab+

/fat+ﬁ /f dx

aa+ﬁ
Insbesondere gilt fir das Restglied der Taylorformel — f(x) — T, 4, (x) =

[ fntD) r—x
— /—f oy ®) (x —t)"dt = —( /f”Jrl xo + s(x — x0))(1 — s)"ds.

(ii)

/R(w, \T/Lax+b> dx:/R(t a_b,t> gt”_ldt—l—C

firn € Nya,b € Rya # 0 und einer Funktion R(-,-) in zwei Variablen. Wir
substituieren t = Var +b = ar +b=1t" — x = % und dx = "ﬂ;_ldt.
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(iii)
/R (x, Va2 + 1> dr = /R(sinht, cosht) cosh tdt + C
mit der Substitution x = sinht,/x? + 1 = cosht und dx = cosh tdt.

(iv)
/R > dr = /R (4 cosht,sinht) sinh tdt + C

mit der Substitution x = 4 cosht, je nachdem ob x € R*. Dann gilt Va2 —1 =
sinht und dx = £ sinh tdt.

(v)
/R (:c, v1-— x2> de = F / R(+ cost,sint)sintdt + C.

mit der Substitution x = +cost,v/1 — x? = sint und dr = Fsintdt.

_ 1—t 2t 2dt
/R(cosx,smac)dx:/R(1+t2=1+t2> 1+t2+C

mat der Substition t = tan (

(vi)

),z = 2arctan(t) und dz = 2%, so dass gilt

z
2 1+t27

1—¢2  cos? (%
z
2

14 ¢2 _COSQ(

~—
|
n
—-
=
)
—~
~—

= cos(z) und 2 2005 (3) 51.r12(
1+t2 cos? (£) +sin

[SJESHINTES

~—

~—
+
@.
=
[N
—~

(vii)

2 2 _
/R(coshx,sinhx)dxz/R(t +1,t 1) @—FC

2t 2t t

mit der Substition t = e*,x = In(t) und dx = dt

Partielle Integration 8.25. Seien f,g € C([a,b]) auf (a,b) differenzierbar mit ', ¢’ €
Rla,b]. Dann gilt

Also gilt /f x)dx = fg — /f x)dx + C.
Beweis folgt aus dem Hauptsatz der Differentialrechnung und der Leibnizregel. q.e.d.

Beispiel 8.26. (i) [In(z)dz = zIn(z) — [z2dz = z(In(z) — 1) 4+ C.
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(i) [V1—a22de = x\/l —a22+ [ \/idxﬁ—C’
=av1—22 — f d +f\/7dx+C’
1
= [V1—2%dx = “12_“” + arcs;n(m +C also [ V1 — x2dx = z
el

(iii) [a"edr =a"e* —n [ 2" e dx
(iv) [a"coszdr =a"sinx —n [ 2" 'sinzd.

(v) [a"sinzdr = —a"cosz +n [ 2" cosad.

Partialbruchzerlegung 8.27. (Integration von rationalen Funktionen f(x) = g%g )

1. Faktorisierung des Nenners. In der Algebra K[z] der rellen bzw. komplexen
Polynome heifit q(x) € K[z]| Teiler von p(x) € K[z|, wenn es einr(x) € K[z] mit p(z) =
q(z)r(z) gibt. Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra zerfallt Q(x) € Clz] in ein
Produkt von Polynomen ersten Grades. R[zx] ist in Clz] enthalten, und Q(z) € C[x] ist
genau dann reell, wenn es Q(x) = Q(z) erfillt. Deshalb sind die komplexen Nullstellen
von Q(x) € Rlx] entweder reell oder komplex konjugierte Paare. Insbesondere ist (x —
zo)(x — Zo) = 2% — 2R(x0)x + |70|* € R[z]. In Rlx] zerfillt Q(z) in

C’l_[ac—xZ Hm +pjx + q;)Y mitp§—4qj<0.

Wenn wir P(x) und Q(x) durch den Koeffizienten C' von Q(x) teilen, wird C' = 1.
2. Polynomdivision.
P(z)

Q(=)
schreiben als eine Summe eines komplexen Polynoms S(x) und Summanden von

der Form “, wobei (z — x;)* Teiler von Q(z) sind und cy € C.

Lemma 8.28. (i) Fine rationale Funktion mit komplezen Koeffizienten lafit sich

(ii) Eine reelle rationale Funktion £ Q laﬂt sich schreiben als eine Summe eines reellen

Polynoms S(z) und Summanden von der Form (sz_)k und i GO pobei

(@ +pjz+q;)'
(z — ;)% und (2% + pjz + ;) reelle Teiler von Q(z) sind mit aji, bj, cir, € R.

Beweis: (i) Sei z; eine k-fache Nullstele vom Nennerpolynom Q(x), d.h. Q(z) =

(x — z)kq(x) mit q(x;) # 0. Dann hat P(z) — 1;((;3_"))61(@ bei x = x; eine Nullstelle.

Deshalb gibt es ein p(z) € Clz] mit P(z) = 2% q(2) + (x — 2;)p(x). Es folgt

q(;)

P(x) q(wi') Q(x) + (:l? - xl)p($) B ];((;;)) n p(l’)

Q(x) (= xi)lq(x) C(w-w)t (@) ()
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Der Grad des Nenners von dem zweiten Summanden ist daber um Eins kleiner als der
Grad von Q(x). Indem wir diese Formel mehrfach bei allen Nullstellen von Q(x) auf
diesen Rest anwenden erhhalten wir als letzten Summanden ein Polynom S(x).

(ii) Fir reelle Nullstellen x; von Q(z) sind die Koeffizienten in (i) reell. Deshalb geniigt
es ein analoges Vorgehen fiir Teiler Q(x) = (2 + p;z + ¢;)'q(x) von Q(x) anzugeben,

et 2 —
wobei q(x) an den komplexen Nullstelen xyo = v von z* + pjx + q; nicht

verschwindet. Dort verschwindet P(z) — (ax + b)q(x) genau dann, wenn

(( )) ary +b 1;((;22)) =ary+b
_ 1 P(z1) _ P(z2) _ 1 P(z2) P(z1)
a = r1—T2 (q(zll) o q(:t:;) ) b= T1—x2 (371 Q($22) — L2 Q(Ill))

gilt. Weil P(x) und q(z) relle Koeffzienten haben, gilt P(x) = P(Z) und q(z) = q(Z).

Dann folgt (1;((;1)) = S((afj)) aus Ty = x9. Deshalb sind a und b reell mit

a =

2 P(z1) _ sp(P(=1) P ox(P(z1)
N _\s( wl)) b= q(x1) )+ \/4qj~—p?\s( q(z1) )-

Wieder gibt es ein p(z) € Rlx] mit P(z) = (ax + b)q(x) + (2* + pjx + ¢;)p(x) und

P(x) ar +b p(z)
Qz) (2 +pjr+gq) (22 +pja+q)tqr)

Nach mehrmaligem Anwenden erhalten wir als Rest ein reelles Polynom S(x). q.e.d.
dx _{ln|x—$z|—|—0 fir k=1

3. Termweise Integration. / e
(x — x;)*

Dz T + C'  sonst.

/ (a:v—l—b)dxl ﬁln(:c2+p:c+q)+( —%)fx2+m+q+0 fiir 1 =1
a,
(2% + pr +q) 20— 1)($2+m+q)l T+ ( P) i ($2+pm+q)l +C  sonst.

2 2x+p .
——=_ arctan 2P|+ C =1
/( 2+dx+ )y o < 4q_p2)
2+ pr +q 2z+ 2(21—3) da
e et T mnae® ) @t TC 1AL

In der Polynomdivison ist es meist einfacher zuerst das Polynom S(x) zu bestimmen.
Wenn der Grad des Zéhlers P(x) nicht kleiner ist als der Grad des Nenners, dann
subtrahieren wir von P(z) der Reihe nach das Produkt von solchen Monomen Sjz! mit
Q(z), so dass sich jeweils der Grad der Differenz um Eins erniedrigt. Damit kénnen
wir solange fortfahren, bis der Grad der Differenz niedriger ist als der von Q(z). Dann
haben wir das Polynome S(z) und ein Polynom R(z) bestimmt, dessen Grad kleiner ist

als der von Q(x), so dass P(z)—S(x)Q(x) = R(z) bzw. gg””; = S(z)+ 5 R(x) j gilt. Weil im
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Grenzwert |z| — oo alle anderen Summanden in Lemma 8.28 und & o 3 verschwinden,
stimmt dieses Polynom S(x) mit dem aus Lemma 8.28 iiberein.

Danach betsimmt man die Koeffizienten aj;, bj; und ¢;; mit dem Ansatz

R(x) a1+ by
(x) XZ:Z (x — ;) EJ:Z x2j—pjx%jqj)l

Wenn wir beide Seiten mit Q(z) multiplizieren, erhalten wir eine Gleichung zwischen
2 reellen Polynomen. Durch Einsetzen von geeigneten Werten von z (Nullstellen von
Q(x)) und druch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Zahlen a;;, bj; und c;y.

Beispiel 8.29. [ f(z)dx mit f(x ) = 2°4aeta? 1902

r4—1

1. Faktorisierung des Nenners. z* —1 = (z — 1)(x + 1)(z% + 1).
2. Polynomdivision.

20 4ot 2?4220 - 2=+ 1)(2* = 1)+ ¥ + 4 -1
—2z(2* — 1)
=o'+ 2% + 42 -2
@t 1)
=2’ +4z—1

P 4dr—1=ci(z+1)(2*+ 1) +e(x —1)(2® + 1) + (az + b)(z — 1)(x + 1)

FEinsetzen vonx =1 und x = —1 ergibt 4 =4c; und —4 = —4ey alsocy =1 und co = 1.

Koeffizientenvergleich von x® und 2° ergibt 0 = ¢; +co +a und —1 = ¢; — ¢y — b. Dann
_ _ —2x+1

folgt a =—2,b=1 und f(x )—2x+1—|——+x—+1+ e

3. Termweise Integration.

/f(ac)dx =2’ +z+In|z— 1| +Injz + 1] — In(z* + 1) + arctan(x) + C.

8.5 Uneigentliches Integral

In diesem Abschnitt erweitern wir den Begriff des Riemannintegrals auf offene und
unbeschréankte Intervalle.

Definition 8.30. Eine Funktion [ heifst riemannintegrabel auf dem offenen (nicht
notwendigerweise beschrankten) Intervall (a,b) C R, wenn f auf allen kompakten
Teilintervallen riemannintegrabel ist, und wenn fir ein ¢ € (a,b) beide Grenzwerte

limg gy [ f(£)dE und lim,_, fcbf(t)dt existieren.
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ﬁ +C 1 .
Beispiel 8.31. (i) /_dx /_ o firo# Also eistiert
In|z|+C fira=1

1

der Grenzwert hmx_m_ fl tﬁ dt nur fir a > 1. Dann gilt floo z%dx =

a—1 C 1
(ii) /—dx /—d {la | 1)‘:_ C+ ;W af E . Dann ezistiert der Grenzwert
nl|z lr o =

‘H

hquoJr fm x—adx genau dann, wenn o < 1. In diesem Fall gilt fol x%dx =

T
Q

Wegen (1) folgt dann, dass fooo miadm fiir kein « existiert.

INE

(iii) /1+x2dx' /1+xzd"’:amtan( )+ C. Also gt lim [ hzdt =

r——

hmgHC>O IS lth dt. Dann folgt [ 1+11,2 dxr = 7.

Verschiedenen Kriterien helfen zu entscheiden, ob diese Grenzwerte existieren. Hier
cinige Kriterien fiir uneigentliche Integrale lim, ., [ f(¢)dt

Cauchykriterium: lim, ., f f(t)dt existiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0
ein ¢ € (a,b) gibt, so dass fiir alle a < c < d < e < b gilt |fd dm‘ <€

Monotoniekriterium Wenn f > 0, dann existiert lim, ., fa f(t)dt genau dann,
wenn F(z) = [ f(t)dt auf x € (a,b) beschrénkt ist.

Majorantenkriterium Wenn f > 0 und f < g, dann existiert lim, ;_ fax f(t)dt
wenn lim,_;_ f g(t)dt existiert.

Definition 8.32. Eine Funktion f auf einem offenen (unbeschrinkten) Intervall heifst
absolut riemannintegrabel, wenn | f| riemannintegrabel ist.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann ‘ f; f (x)dx‘ < ff |f(x)|dx.
Alle absolut riemannintegrablen Funktionen sind also auch riemannintegrabel.

Satz 8.33. (Integralkriterium fir Reihen) Sei f : [1,00) — RT monoton fallend mit
dem Grenzwert f(x) — 0 fiir x — oo. Dann ist die Folge

— /nf(:c)d:v

eine monoton fallende konvergente Folge positiver Zahlen. Fiir alle m < n € N gilt

—f(m) < f(n) = f(m) < / F(2)dz < 0.



8.5. UNEIGENTLICHES INTEGRAL 103

Die Reihe (3 f(n))nen konvergiert genau dann, wenn ffo f(z)dz < oco. Dann gilt:

/f d$<2f < f(1 /f

Beweis: Fiir m < n € N sei py,,, € P[m,n] die Partition {m, m + 1,...,n}. Dann ist
offenbar s(ppn, f) = D iy J(B) und S(pmn, f) = v f(k). Also gilt

/f d:c<Zf

Wenn wir die rechte Summe subtrahieren erhalten wir

k= m+1

n

n—1 n
—f(m) < f(n) = - m e Y Sk [tz <o
k=m+1 k=m k=m+1 m
Also ist die Folge (> w1 f 1 x)dx)pen eine monoton fallende beschrénkte Folge,
die wegen dem Monotonleprlnmp konverglert. Aus den oberen Ungleichungen folgt
n+1
/f dm</f d:p<2f )< f(1 /f
Dann folgt die Aussage aus dem Majorantenkriterium. q.e.d.

Beispiel 8.34. (i) (3 = )nen ist genau dann konvergent, wenn [~ Ldx existiert. Al-
so fir s > 1. Dann qgilt

1 1 1
< = 1 .
s—1 C(S) Zns s—1

n=1

Der Grenzwert heifst Riemannsche (-Funktion.

(ii) Die Folge >",_, = — In(n) ist eine monoton fallende konvergente Folge positiver
Zahlen. Der Grenzwert v = limy, oo(3°4_; 1) — In(n) wird Eulersche Konstante
genannt. Bis heute ist nicht bekannt, ob er rational oder irrational ist.

(iii) Wegen (i) ist die Funktion ((s) =Y >, n~*® fir s € (1,00) konvergent. Die Folge
von Funktionen
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ist wegen dem vorangehenden Satz auf s € (0,00) eine monoton fallende Folge
von Funktionen. Weil die folgende Formel auch fir s =1 gilt

s 1—s 1—s
1 k=1

[ de  n'* -1 _ exp((1 —s)Inn) —1 _ i (In(n))*(1 — s)*t
k! ’

ist das eine Folge von stetigen Funktionen auf s € RT. Wegen dem vorgangehen-
den Satz, Satz 5.27 und weil die Funktion s — m™° fiir alle m € N auf s € RT
monoton fallend ist, konvergiert sie fir alle € > 0 auf [e,00) gleichmdfig gegen
eine stetige Funktion auf [€,00). Auf s € (1,00) ist wegen (i) der Grenzwert gleich

o0

o) - [ 5=t -

s s—1°
1

Und fiir s =1 st der Grenzwert gleich
"1 g
i (3= %) = (g ) =
k=1 1 k=
. 1
Also folgt lim (C(s) - ) =7.

s—1+ s—1
. 1
(iv) (Z (n+1)ln5(n+1)>n€N
existiert, also fir s > 1.

st genau dann konvergent, wenn f;o ﬁs(x)dw = fli?Q) %dw

(e 9]

(v) Nach Euler ist die I'-Funktion definiert durch I'(z) = /e‘ttx_ldt.

0

Dieses Integral ist an beiden Grenzen uneigentlich. Deshalb zerlegen wir es in
eine Summe von zwei Integralen fooo = fol + floo. Auft € (0,1] ist der Integrand
beschrinkt durch e t*~1 < e=*=1 <=1, Deshalb konvergiert das erste Integral
firz—1> -1 <= 1z >0. Wegen e 't*! = exp(—t + (x — 1)In(t)) und
weil fiir alle € > 0 im Grenzwert limy_o, der Ausdruck—et + (x — 1) In(t) negativ
ist, konvergiert das zweite Intgeral fir alle v € R. Also ist T'(x) fir alle x € RT
definiert. Durch eine partielle Integration erhalten wir

R R

/ e it dt = —e TIER 1 o / ettt

€ €

Im Grenzwert € — 0 und R — oo erhalten wir folgende Funktionalgleichung:
[(x+1) =2(x).
MitT(1) = [ e tdt =1 folgt induktiv T'(n) = (n — 1)!.
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