Kapitel 6

Stetige Funktionen R — R

6.1 Umkehrfunktionen

Satz 6.1. (Zwischenwertsatz) Sei f :[a,b] = R, x> f(x) stetig. Dann enthdilt das
Bild f [[a,b]] das abgeschlossene Intervall [min{ f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}].

Beweis: Fiir f(a) = f(b) ist die Aussage trivial. Sei y eine reelle Zahl im offenen Inter-
vall zwischen f(a) und f(b) und A = f~[(—o0, y]] fiir f(a) < f(b) bzw. A = f~][[y, c0)]
fiir f(a) < f(b). Diese Menge enthélt a, ist beschrédnkt und wegen der Stetigkeit von f
abgeschlossen. Also ist A kompakt und besitzt ein Maximum = = max A mit f(z) <y
fir f(a) < f(b) baw. f(x) >y fur f(a) > f(b). Weil y zwischen f(a) und f(b) liegt, ist
x < bund fir alle z € (x,b] liegt f(2) auf der selben Seite von y wie f(b). Sei (z,),, eine
Folge in (z,b], die gegen x konvergiert. Dann gilt lim,, ... f(z,) = f(z) und f(z) >y
fir f(a) < f(b) baw. f(z) <y fiir f(a) > f(b). Also ist f(x) = y und das Bild von f
enthélt neben f(a) und f(b) alle reellen Zahlen zwischen f(a) und f(b). q.e.d.

Mit diesem Satz 1a8t sich von vielen stetigen reellen Funktionen die Surjektivitat
zeigen oder ihr Bild bestimmen. Die Injektivitdat von solchen stetigen reellen Funktionen
ist dagegen dquivalent zur Monotonie.

Definition 6.2. (Monotonie) FEine stetige Funktion f : X — R, x+— f(x) auf einer
Teilmenge X von R heifst

monoton wachsend, wenn f(z) < f(2') fir alle v,2" € X mit © < 2’ gilt

streng monoton wachsend, wenn f(z) < f(z') fir alle x,2" € X mit x < 2’ gilt.
monoton fallend, wenn f(x) > f(2') fir alle z,2" € X mit x < 2 gilt.

streng monoton fallend, wenn f(x) > f(2') fir alle x,2" € X mit x < 2’ gilt.

Satz 6.3. Eine stetige reelle Funktion f auf einem Intervall ist genau dann injektiv,
wenn [ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.
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64 KAPITEL 6. STETIGE FUNKTIONEN R — R

Beweis: Sei f : I — R auf einem Intervall I stetig und injektiv. Offenbar ist f genau
dann streng monoton (wachsend oder fallend), wenn fiir je drei verschiedenen Punkte
a <z <bin I entweder f(a) < f(x) < f(b) oder f(a) > f(x) > f(b) gilt, wenn also die
offenen Intervalle zwischen f(a) und f(x) und zwischen f(x) und f(b) disjunkt sind.
Wenn es andernfalls ein zy € (a,b) gibt, dessen Funktionswert f(zg) nicht zwischen
f(a) und f(b) liegt, dann folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass jeder Wert, der sowohl
zwischen f(zg) und f(a) als auch zwischen f(z¢) und f(b) liegt, einmal auf (a, z() und
einmal auf (z9,b) angenommen wird, was der Injektivitdt widerspricht.

Umgekehrt ist jede streng monotone Funktion injektiv. q.e.d.

Korollar 6.4. Die Umkehrfunktion einer bijektiven stetigen Funktion von einem In-
tervall auf ein Intervall ist stetig.

Beweis: Offenbar besitzt jeder Punkt x eines Intervalls, das mehr als einen Punkt
enthilt, eine Umgebung in diesem Intervall, die ein abgeschlossenes beschranktes In-
tervall ist. Das Bild solcher kompakter Intervalle ist wegen dem Zwischenwertsatz und
dem vorangehenden Satz eine Umgebung von f(z) im Bild von f. Dann ist f~! wegen
Korollar 5.18 bei y = f(x) stetig. Weil f surjetiv ist, ist damit f~! stetig. q.e.d.

Beispiel 6.5. Fiirk € N ist Rf — Rf, x — a* streng monoton wachsend. Dann ist die
Umkehrabbildung Rf — R{, v — Tk stetig und streng monoton wachsend. Dasselbe gilt
fiir die Abbildung RS — R,z — z7 mit Umkehrabbildung Ry — Rf,z — zv,p,q € N.
Fiir negative g sind diese Abbildungen von RY nach R streng monoton fallend.

Satz 6.6 Sei f eine monoton wachsende (fallende) Funktion von einem Interval I
nach R. Dann ist die Menge aller Unstetigkeitstellen von f hochstens abzdhlbar.

Beweis*: Wir betrachten monoton wachsende Funktionen. Fiir monoton fallende Funk-
tionen verlduft der Beweis analog. Fiir jeden inneren Punkt £ von [ sei f(£_) =
sup{f(z) | « € Tund x < &} und f(£+)} = inf{f(z) | * € [ und & < x}. Wenn
f(&2) = f(&4), dann gibt es fiir jedes € > 0 Punkte z_,z, € [ mit x_ < { < x4 und

floy) —e < f(&1) = f(§-) < flz-) +e
Wegen der Monotonie gilt f(£_) < f(§) < f(£.). Dann gilt fiir alle x € [x_, z,] auch

—e < flr) = f(&-) < f(x) = f(§) < flay) = f(&4) <e

Also ist f bei solchen ¢ stetig. Die Unstetigkeitsstellen im Inneren von I bestehen so-
gar aus den £ mit f(&_) < f(£;). Wegen der Monotonie sind diese offenen Intervall
(f(&2), f(&y)) parrweise disjunkt. Wir wihlen in jedem eine rationale Zahl und erhalten
eine injektive Abbildung von den Unstetigkeitsstellen im Inneren von I auf die ratio-
nalen Zahlen. Damit sind die Unstetigkeitsstellen gleichméchtig zu einer Teilmenge der
rationalen Zahlen also hochstens abzéhlbar. q.e.d.
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6.2 Die reellen Funktionen e*,Inz,a”,log, x.

Satz 6.7. (FEigenschaften von exp)
(i) € =exp(0) = 1.

(ii) e* > > xk—]f fiir jedes n € N und z > 0.
k=0

(iii) Fir z,y € R folgt €* < €Y aus x < y.
(iv) exp: R — RT, 2 e ist bijektiv.

Beweis: (i) und (ii) folgen aus der Definition.

(iii) Aus z < y folgt y —x > 0. Dann gilt wegen (ii) e~ > 1. Wegen Satz 4.19 (i) und
(ii) gilt dann e¥ —e® = (e¥~* — 1)e® > 0. Also folgt e* < e¥.

(iv) Offenbar ist die Funktion wegen (iii) injektiv. Wegen e > 1 und Satz 3.4 gibt es fiir
jedes y € RT zwei n,m € N mit e < y < e™. Wegen dem Zwischenwertsatz gehort
dann y zum Bild von [—n,m] — RY, z — e”. q.e.d.

Definition 6.8. (des natiirlichen Logarithmus). Die Umkehrfunktion von exp : R —
R*, 2+ € heifit natiirlicher Logarithmus: In : Rt — R, z — Inz.

Wegen Korollar 6.4 ist der Logarithmus stetig.
Satz 6.9. (Figenschaften von In)
(i) In(1) =0.
(i) In(e) = 1.
(iii) In(zy) =In(z) + In(y) fir alle z,y € RT.
(iv) a" = ™7 fir aller € Q und a € RT.
(v) In(e™®*) = 21n(a) fir alle a € R,z € R.
(vi) Firz,y € RT folgt In(z) < In(y) aus x < y.
(vii) In: RT = R, 2z — In(z) ist bijektiv.

Beweis: (i) < €’ =1 und (ii) & ¢! = e und (iii) <= M@0 = (@) (),
(iv) Fir r = 2 mit p € Z und ¢ € N gilt (e™@W5)7 = m@p = gP und ™ @7 > 0. Wegen
der Eindeutigkeit der k-ten Wurzel folgt ¢™@4
(v) ist offensichtlich.

(vi) folgt aus (iii) des vorhergehenden Satzes.
(vii) folgt aus (iv) des vorhergehenden Satzes. q.e.d.

P
=ad.
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Definition 6.10. Fiir alle a > 0 und alle x € R sei a® = (@)

Satz 6.11. (FEigenschaften von a®)

(1) @™V =a%a? fir allea € R, z,y € R.

(i) (a®)¥ =a™ fir allea € RT,z,y € R.

(iii) Fira > 1 und x,y € R folgt a® < a¥ aus x < y.

(iv) Fir0<a<1undz,y€R folgt a® > a¥ aus x < y.

(v) FiraeR"\ {1} ista : R —R", 2 a® bijektiv und stetig.

Beweis:(i) a*tv — exln(a)—i—yln(a) _ 69cln(a)ey~1n(a) = a®aY.

(i) (a)? = /(=) _ awanie) _ g,

(iii) Fiir @ > 1 ist In(a) > 0. Also folgt zIn(a) < yIn(a) und a® < a¥ aus = < y.

(iv) Fiir a < 1ist In(a) < 0. Also folgt x1n(a) > yIn(a) und a® > a¥ aus x < y.

(v) Fiir a € Rt \ {1} ist In(a) # 0. Also ist R = R, 2z — In(a)x bijektiv und stetig,
und damit auch auch R — Rt 2 — exp(In(a)x). q.e.d.

Definition 6.12. (des Logarithmus zur Basis a) Fir allea € RT\ {1} seilog, : RT —

R, z~log,(z)= }Eg

die Umkehrfunktion von a’.

Satz 6.13. (Figenschaften des Logarithmus zur Basis a)

(i) Tog, (1) = 0

(i) Togy(a) = 1

(iii) log,(zy) = log,(z) + log,(y)

(iv) Fira>1 und x,y € RT folgt log,(r) < log,(y) aus x < y.
(v) Fir0<a<1undz,y€R" folgt log,(x) > log,(y) aus x < y.
(vi) log, : Rt = R, z s log,(z) ist bijektiv und stetig.

Beweis analog zum Beweis der Eigenschaften von In. q.e.d.



6.3. DIE REELLEN FUNKTIONEN SIN, COS, ARCSIN, ARCCOS 67

6.3 Die reellen Funktionen sin, cos, arcsin, arccos

4

Satz 6.14. (i) Fir alle x € [-5,5]\ {0} gilt 1 — %2 <cosw <1-— %2 + 55
(ii) Fir alle v € [—4,4]\ {0} giltl—%<%<l—%+%<l.

(iii) cos:[0,v6] = R, x> cos(z) ist streng monoton fallend.

(iv) cos hat auf [0,2] genau eine Nullstelle, die wir mit 3 bezeichnen.

(v) sin(3) =1, exp(:f) =1

(vi) cos(nm) = (=1)" sin(nm) = 0 fir alle n € N.

(vii) cos((n+3)m) = sin ((n+ 4) 7) = (—=1)" fir allen € N.

(viii) cos(z + nw) = (—1)"cos(x) sin(x + nw) = (—1)"sin(z)

(ix) cos(z+ (n—3)7) = (=1)"sin(z) sin(z+ (n+3)7) = (—=1)"cos(z).

(x) sin: [-%,2] = [-1,1], =z~ sin(x) ist streng monoton steigend und bijektiv.
(xi) cos: [0,7] — [=1,1], x> cos(x) ist streng monton fallend und bijektiv.

Beweis: (i) Fiir alle z € [-5,5] und £ € N\ {1} gilt 0 < W < 1. Also ist fiir

€ [-5,5]\ {0} die Folge (2k! )keno\{0,1} Streng monoton fallend und positiv. Fiir diese
€ [-5,5] \ {0} folgt dann 1 — % < cos(z) <1-— %2 + % wie im Beweis zu Satz 4.13.

(ii) Fir z € [-4,4] und k € N gilt 0 < m < 1. Also ist fiir x € [—4, 4]\ {0} die
Folge ((2%61)!)%%\{0} streng monoton fallend und positiv. Fiir diese = € [—4,4] \ {0}

folgt wieder 1 — %2 < % <1- %2 + lx—;) < 1 wie im Beweis von Satz 4.13.

(iii) Wegen dem Additionstheorem gilt: cos(z) — cos(y) = cos(F2 — L22) — cos(ZE +
422 = 2sin(HH) sin(45%) > 0 wegen (ii) fiir z,y € [0, V6] und = < y.

(iv) sin und cos sind wegen Beispiel 5.21 stetig auf ganz R. Wegen (i) ist cos(2) <
1-2+ % = —%. Dann folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass es eine Nullstelle in [0, 2]
gibt. Wegen (iii) kann es hochstens eine Nullstelle geben.

(v) Wegen sin®(z) + cos?(z) = 1 folgt aus (iv) sin*(%) = 1 und aus (ii) sin(%) > 0. Also
gilt sin(%) = 1. Dann folgt aus der Eulerschen Formel exp(:3) = .

(vi) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel exp(mir) = (—1)", also cos(nm) =
(—=1)" und sin(nm) = 0.

(vii) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel: exp((n+ $)ur) = (—1)"2 also cos((n+
$)m) =0 und sin((n + 3)7) = (—=1)™

(viii) Aus dem Additionstheorem und (vi) folgt (viii).
(ix) Aus dem Additionstheorem und (vii) folgt (ix).
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_ s i _
(x) Aus (ix) folgt sin(z) = C?S(ZE +3) ?11« v €[50
—sin(—z) = cos(§ —z) fiir z € [0, 5]
Dann folgt (x) aus (iii).
i z
(xi) Aus (viii) folgt cos(z) = cos(x) tlr v €[0.3]
cos(—x) = —cos(m —x) fiir z € [5, 7).
Dann folgt (xi) aus (iii). q.e.d.

Die Umkehrfunktion von cos : [0, 7] — [—1,1], x> cos(z) heifit
Arcuscosinus  arccos : [—1,1] — [0, 7], x> arccos(z).

Sie ist wegen (xi) streng monoton fallend und wegen Korollar 6.4 stetig. Die Umkehr-

funktion von sin: [ — Z,2] — [-1,1],  + sin(z) heift

Arcussinus  arcsin : [—-1,1] — [ — g, g}, x +— arcsin(z).

Sie ist wegen (x) streng monoton steigend und wegen Korollar 6.4 stetig.

Satz 6.15. (Polardasrstellung von z € C) Jede komplexe Zahl hat die Darstellung:
z=r-€% mitr =|z| und ¢ € R.
Fiir z # 0 st ¢ bis auf Addition von 2mn eindeutig und heifst Argument von z.

Beweis: Der Fall z = 0 ist trivial. Sei z = =+ € C\ {0}. Fir y > 0 sei ¢ =

= € |0, dr=+a22+92D ilt v =1r- d rsi > 0.
arccos(\/m) [0, 7] und r x%2 4+ y2. Dann gilt x = r - cos(p) und rsin(p) >

2
y
Aus — T

= 1 folgt y = rsin(p). Wegen der Eulerschen Formel gilt dann

_z?
1.2 +y2

z=1r-e% =rcos(p)+wrsin(p) =z +w.

Fir y < 0 sei p = arccos(\/;TyQ) + 7 und r = /2?2 + y2. Aus Satz 6.14 (viii) folgt
wieder
z =re"¥ =rcos(p) +wrsin(p) = x + 1.

Fiir (r,0), (5,9) € R xR folgt r = |re¥?| = |se®’| = s aus re®¥ = se™” und fiir r = s # 0
auch e¥e " = ¢¥=Y) = 1 was #quivalent ist zu ¢ — 9 = 2mn. q.e.d.

Korollar 6.16. exp : C — C\ {0} ist surjektiv und exp(z) = exp(z') & z — 2’ € 2mZ.

Beweis: Sei z = x + iy € C. Dann gilt e* = e%%. Also folgt das Korollar aus dem
Satz 6.15 und weil exp : R — R™ bijektiv ist. q.e.d.

Korollar 6.17. Firz € C\{0} undn € N gibt es genaun wy, ..., w, € C mit w" = z.
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Beweis: Seien (r, ) die Polarkoordinaten von z. Dann miissen die Polarkoordinaten
(s,9) € RT x R der Losungen von w™ = z die Gleichungen nd = ¢ + 2mm mit m € Z
und s™ = r erfiillen. Also sind die Losungen gegeben durch s = {/r und 9, = £ + 27””
wobei zwei Losungen (s, ¥,,,) und (s, J,,) genau dann iibereinstimmen, wenn ™="- & Z
Also ergeben m =0,...,n — 1 alle Losungen. q e.d.

Satz 6.18. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes komplexe Polynom p(z) = a,z" +
..+ ayg mit a, # 0 und n € N hat mindestens eine Nullstelle auf z € C.

Beweis:Fiir|z\2Rzl+2a_1 t. 2] > 1 gilt
z Ay a Uy a
p(ﬂ) :P( +}_ 1_“.__2_‘_%( Loy on)‘

z z anpz anz
dn—1 o |

Apy— Q an an 1

> |an| = lan] [ + ..+ —2| > |an] | 1— > an|=.

n nZ" ‘Z| 2

Also ist |p(z)] > @|z|” > %|Z| > |a”‘2||Z:“ lag] = |p(0)| fur alle z ¢ B(0, R). Auf
der kompakten Menge B(0, R) nimmt z — |p(z)| wegen Satz 5.26 das Minimum bei
einem z; an. Dieses liegt in B(0, R) und ist dann das Minimum auf ganz z € C.

Wir zeigen jetzt p(zo) = 0. Andernfalls sei p(y + z0) = b,y™ + ... + by das entspre-

chende Polynom in y = z — zy mit b, = a,, # 0 und by = p(zp) # 0. Sei m das kleinste
1
m > 0 mit b, #0. Fir 0 < |y| <r = <1 gilt dann

b b
1+2’ﬁ o2
m n m bm n ym
b 1y™ by | < (bl lY] ( L g |) [m \QH |
Also gil m b [y|™
gilt Ip(20 +y)| < [bo + bmy™| + :

Sei w eine Losung der Gleichung w™b,, = —by. Dann gilt fiir alle t € C mit 0 < [tw| < r

|bo

o + )] < [eollt — 7] + P,

m

t
Insbesondere gilt  [p(zo + tw)| < |bo (1 — 7) < |bg| fiiralle 0 < ¢ < min {1, ﬁ}
Also sind alle zg € C mit p(zp) # 0 keine Minima von z — |p(2)|. q.e.d.

Korollar 6.19. Jedes komplexe Polynom vom Grade n € N zerfdillt in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades.
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Beweis durch vollstdndige Induktion:
(i) fiir n =1 ist die Aussage trivial.

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Sei p ein beliebiges Polynom (n + 1)-ten Grades.
Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra hat p eine Nullstelle bei z; € C. Wenn
wir p als Polynom in z — zy schreiben, erhalten wir p als Produkt von (z — zg) mit
einem Polynom n-ten Grades. Wegen der Induktionsvoraussetzung zerfallt dieses
in ein Produkt von Polynomen ersten Grades, also auch p. q.e.d.

Definition 6.20. (von Tangens und Cotangens)

B T )
2 cos(x) sin(x)
Beachte tan(z + m) = ig;((ii?) = :22;%;)) = tan(x) und cot(z + ) = cot(z).

Satz 6.21. (i) tan: (—g, g) — R st streng monoton steigend, stetig und bijektiv.
(ii) cot: (0,m) = R, x> cot(z) ist streng monoton fallend, stetig und bijektiv.

Beweis: Auf z € (0, §) ist sin streng monoton steigend und cos streng monoton fallend
und beide positiv. Also ist tan streng monoton steigend und positiv. Aus tan(—z) =

—tan(z) folgt dann, dass tan auf (=7, %) streng monoton steigend ist.
Fiir v ¢ 57 gilt cot(x) = tanl(x) und fiir x ¢ 77 wegen Satz 6.14 (ix) tan(§ +z) =

—cot(z). Also ist cot auf (0, 7) streng monoton fallend.
Beide Funktionen tan und cot sind wegen Beispiel 5.19 (iii) stetig. Dann sind die

Folgen (tan(%))neN, (—tan(—5))nen, (cot(5 _%))nEN und (— COt(_%JF%))neN identische

streng monoton fallende positive Nullfolgen. Dann gilt auch

. 7 1 . T 1
limtan | ——+ -] =—-0c0 lim tan|———) =00

. 1 i 1
limcot|{—) =00 lim cot|m——|=—-0
n—oo n n— oo n

Also sind tan : (—5, 5) — R und cot : (0,7) — R wegen Satz 6.1 surjektiv. q.e.d.
2

Die Umkehrfunktion von tan : (—g, ) — R heif3t

T

Arcustangens arctan : R — (—5, 5) , @+ arctan(z).

Die Umkehrfunktion von cot : (0,7) — R heifit

Arcuscotangens arccot : R — (0,7), x +— arccot(z).

Diese beiden Umkehrfunktionen sind wegen Satz 6.21 streng monoton und wegen Ko-
rollar 6.4 stetig.



