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Aufgabe 8: Sei V ein euklidischer orientierter Vektorraum der Dimension 3 und

× : V× V→ V

das Kreuzprodukt. Zeige:

a) Für u, v ∈ V gilt u× v = 0 genau dann, wenn u und v linear abhängig sind. (6 Punkte)

b) Für u, v, w ∈ V gilt die Jacobi-Identität

(u× v)× w + (v × w)× u + (w × u)× v = 0.

(6 Punkte)

Aufgabe 9: Sei IE ein affiner Raum. Sei α : [a, b] → IE ein rektifizierbarer Weg und f ∈ I(IE)
eine Isometrie. Dann gilt L(f ◦α) = L(α) , insbesondere ist der Weg f ◦α ebenfalls rektifizier-
bar. (6 Punkte)

Aufgabe 10: Sei I ⊂ IR ein abgeschlossenes Intervall.

a) Seien V ein 2-dimensionaler orientierter euklidischer Vektorraum, a ∈ V mit ‖a‖ = 1 und
X : I → V eine Abbildung mit ‖X‖ = 1.

Zeige: Ist X stetig, so gibt es eine stetige Funktion ϑ : I → IR, so dass

X = (cos ◦ϑ)a + (sin ◦ϑ)Ja.

(15 Punkte)

[Anleitung:

Definiere S1 := {v ∈ V | ‖v‖ = 1}, dann gilt X(t) ∈ S1 für alle t ∈ IR. Mit der Vierteldrehung
J ist (a, Ja) eine positiv orientierte ONB von V. Ohne Beweis darf verwendet werden, dass die
Abbildung

Ψ : IR → S1, t 7→ (cos(t))a + (sin(t))Ja

ein lokaler Homöomorphismus ist, d.h. für alle t1 ∈ IR existiert eine Umgebung U von t1 so dass

Ψ|U : U → Ψ(U)

ein Homöomorphismus ist. Definiere nun eine Funktion ϑ : J → IR wie folgt:



Für ein festes t0 ∈ I sei ϕt0 ∈ Ψ−1(X(t0)). Sei ϑ : J → IR eine stetige Funktion mit

ϑ(t0) = ϕt0 (1)

∀t ∈ J : Ψ(ϑ(t)) = X(t) (2)

auf einem Intervall J ⊂ I so dass es kein weiteres Intervall J ′ ⊂ I mit J ( J ′ und eine stetige
Funktion ϑ̃ : J ′ → IR gibt, die (1) und (2) erfüllt und ϑ̃|J = ϑ. J ist in diesem Sinne ein
”maximales” Intervall, auf dem eine solche Funktion definiert werden kann.

Zeige J = I in folgenden Schritten:

(i) J 6= ∅.
(ii) J ist abgeschlossen.

(iii) supJ = sup I und analog inf J = inf I.

Benutze dabei jeweils, dass Ψ ein lokaler Homöomorphismus ist.]

b) Ist IE ein 2-dimensionaler euklidischer Raum, p0 ∈ IE, a ∈ IEL mit ‖a‖ = 1 und α : I → IE
ein Cr-Weg (r ≥ 0) mit p0 /∈ α(I), so gibt es Cr-Funktionen r : I → IR+ und ϑ : I → IR mit

α = p0 + r ((cos ◦ϑ) a + (sin ◦ϑ) Ja) .

(6 Punkte)
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