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Aufgabe 4: Sei [E ein 3-dimensionaler affiner Raum und (pg; a1, as,as) ein AKS von IE mit
affiner Karte z : IE — IR?, d.h. jeder Punkt p € IE besitzt die Koordinatendarstellung

3
P=po+ Z%(P)ak.
k=1

Seien qo, q1, q2, g3 gegeben durch
x(qo) = (17274)7 x(Ql) = (07 173)a x(CI2) = (_2a0a4)7 x(Q3) = (5767 _2)

Zeige, dass (qo; ¢1—q0, 92— 90, g3—qo) ein weiteres AKS von IE ist. Wir bezeichnen mit y : IE — R?
die zu letzterem AKS gehorende Karte.

Seien die Punkte p, ¢ € IE gegeben durch
.fL'(p) = (1723 _4)a x(Q) = (0,5,—2).

Berechne die Koordinaten von p und ¢ in der affinen Karte y. (6 Punkte)

Aufgabe 5: a) Sei [E ein affiner Raum. Ist a : I — IEeine Abbildung und sind zi,...,z,
die Koordinatenfunktionen eines AKS (pp;az,...,a,) von IE, so ist a in ty € I differenzierbar
genau dann, wenn xy o « fiir alle k € {1,...,n} in ¢y differenzierbar ist. In diesem Fall gilt fiir

die Ableitung von a:
n

O/(to) = Z(ayk o a)/(to) A .

k=1
(6 Punkte)

b) Sei IE nun 3-dimensional und (pg; a1, az,as) ein AKS von IE. Sei o : R — IE die durch
a(t) = po + cos(t)ar + sin(t)ag + tas

gegebene Abbildung. Zeige, dass « differenzierbar ist und berechne o/ (¢) fiir ¢ € IR. (3 Punkte)

Aufgabe 6 (semidirekte Produkte): Sei (IE, V) ein affiner Raum. Zeige:
a) ist pp € IE fest gewéhlt, so ist
U GA(E) — GL(V) x V, f— (fL, f(po) = po)

eine Bijektion. Daher existiert auf GL(V) x V genau eine Gruppenstruktur, beziiglich welcher
¥ zu einem Gruppenisomorphismus wird. Diese Gruppenstruktur ist von pg unabhéngig. Die so



entstehende Gruppe heiit das semidirekte Produkt von GL(V) mit V. Berechne den ”Wert” des
Produktes (A, v)- (B, w) fiir zwei Elemente (4, v), (B,w) € GL(V) x V.

[Tipp: Fiir zwei Elemente (A,v), (B,w) € GL(V) x V definiere die Gruppenoperation
(Av U)' (Ba w) =V (\Il_l(Aa U) ’ \P_I(Ba w)) )

wobei auf der rechten Seite die Gruppenoperation in GA(IE) gemeint ist, und zeige die nétigen
Eigenschaften.| (9 Punkte)

b) Bekanntlich kann GL(IR™) aufgefasst werden als die Gruppe der reellen invertierbaren n x n-
Matrizen. Wie in Teil a) konstruiert man das semidirekte Produkt GL(R™) x R™.

A b

Zeige: Die Teilmenge G := {( 0 1

GL(IR™!) und die Abbildung

> | Ae GL(IR"), b e R"} ist eine Untergruppe von

GL(R™) x R" — G, (A,b) ( a

_
N———

ist ein Gruppenisomorphismus. (6 Punkte)

Aufgabe 7 (Isometrien des euklidischen Raumes): Sei IE ein euklidischer Raum. Zeige, dass
dann fiir die Gruppe I(IE) der Isometrien von IE gilt:

I(E)={f:IE— E affin | fy ist orthogonale Abbildung in IE, } .

Insbesondere sind Isometrien affine Abbildungen. (Vergleiche das Theorem aus 1.6)

Zeige zunéchst die Inklusion D. (3 Punkte)
Fiir die Inklusion C gehe in folgenden Schritten vor:

(i) Sei V ein euklidischer Vektorraum. Zeige die Polarisationsformel fiir das Skalarprodukt:

Vo,w eV i (v,w) =5 (Jv £ w|* — |[ol* — w]?)

(3 Punkte)
(ii) Fiir eine Isometrie f : IE — IE fixiere py € IE und betrachte die Abbildung
g9:BL —Er, vi— f(po+v) = f(po)-
Zeige (g(v), g(w)) = (v,w) (d.h.: g ist skalarprodukttreu). (9 Punkte)

(iii) ¢ ist eine orthogonale, insbesondere lineare Abbildung. Dazu betrachte man ein KKS
(po; a1, - ..,an), beachte, dass wegen (ii) (po;g(ai),...,g(an)) ebenfalls ein KKS ist, und stelle
g(v) beziiglich der ONB (g(a1),...,g(ay)) dar, wobei v € IE;, variabel ist. (9 Punkte)

iv) f ist affin mit fr =g. (3 Punkte)
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