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Aufgabe 18 (FEvolute):

Sei a : I — IE? eine regulidre C2-Kurve. Hat die Kriitmmung s, keine Nullstellen, so heifit die
Kurve 8 :=a+ (1/5,) - N, die Fvolute von «. Man zeige:

a) B(I) ist die Menge der Mittelpunkte der Kriimmungskreise von «. (3 Punkte)

(o, o)

—_—_— . /
det(a/, o) Jao'. (3 Punkte)

b) f=a+

c) Ist s, differenzierbar, so gilt 3 = —(3,/52) - Ny . (3 Punkte)

d) Ist s, differenzierbar, so ist § genau dann in ¢ € I nicht regulidr, wenn « in t einen
Scheitel hat (d.h. wenn 3 (t) =0 gilt). (3 Punkte)

e) Huygens’sche Konstruktion der Evolute. [ ist die Enveloppe (siehe Aufgabe 14) der Gera-
denschar, die aus den Normalen «(t) + IR - N(¢) von « besteht.
(3 Punkte)

f) Man erinnere sich an die Definition der Parallelkurve as zu o aus Aufgabe 15. Zeige fiir
s € IR: Falls o in t € I nicht regulér ist, so liegt «;(t) auf der Evolute von a. (3 Punkte)

Aufgabe 19

Vier Méuse - A,B,C und D - befinden sich in den Ecken eines quadratischen Zimmers mit
Seitenléinge a und werden dort gleichzeitig losgelassen. Weil jede Maus einen Wiirfel Kése auf den
Riicken gebunden hat, lduft jede Maus ab dem Zeitpunkt des Loslassens mit einer festen, fiir alle
MéAuse gleichen, Geschwindigkeit vy in die jeweilige Richtung der im Uhrzeigersinn benachbarten
Maus (siehe die Abbildung).

a) Bestimme die Kurve, entlang derer die M&use laufen und den Punkt, in dem sich die M&use
schliefllich treffen. (9 Punkte)

b) Berechne die Lénge des Weges, den eine Maus bis zum Treffpunkt zuriicklegt. (3 Punkte)



Aufgabe 20 (Krimmung und Torsion):

Sei IE ein euklidischer Raum der Dimension 3 und (pp; a1, as,az) ein KKS von IE. Berechne
Kriimmung und Torsion der Kurve

a:R—IE, twpy+r3t—1t)a;+3rtlay +r(3t+t3)az mit r € Ry .

(6 Punkte)
Aufgabe 21 (FEine Interpretation der Torsion):
Sei IE ein euklidischer Raum der Dimension 3 und o« : I — IE eine re-
gulére CkKurve mit & > 3 und », > 0. Mit der Kurve o« : I — IE ist

ein weiterer Differentialoperator Vﬁ, die Normalendifferentiation, verbunden, die jedem
C!-Normalenfeld X : I — IR*® das Normalenfeld

VsX = X' —(X',T,)-T, = normale Komponente von X’
zuordnet. Ist VéX =0, so heiit X ein paralleles Normalenfeld von «.

Zeige, dass gilt:

a) X ist genau dann parallel, wenn X' = —uv,, 5, (X, Ny ) - Ty, ist. (3 Punkte)
b) Zu jedem , Anfangswert“ v L o/(tg) (tp € I) existiert genau ein paralleles Normalenfeld X
von a mit X(tp) =v. (3 Punkte)
c) Sind X;, Xy parallele Normalenfelder von «, so ist (X, X2) = const. (3 Punkte)

d) Ist E ein paralleles Einheitsnormalenfeld von «, so ist auch T, x E ein paralleles Ein-
heitsnormalenfeld von «, und zwar ist dieses orthogonal zu E, es existiert eine C'-Funktion
¥ :1 — IR, so dass

Ny = (coso?)- E+ (sinod) - (T, X E)

ist, es gilt
B, = —(sinod) - E + (cosod) - (T, x E)
und
@ _
= T

(6 Punkte)

[Tipp: Man verwende die grundlegenden Sitze iiber gewohnliche Differentialgleichungen, die
Frenetschen Gleichungen und fiir die Existenz von ¢ den Satz aus 1.8, den man auf das
Einheitsvektorfeld ((Na, E), (Na,Ts % E)) : I — IR* anwendet.]
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