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Aufgabe 14 (Enveloppe)

Sei o : I — IE? eine regulire C2-Kurve. Ist X : I — IE; ein C2-Vektorfeld (lings o) mit
|X|| =1 und || X’|| > 0, so existiert zu der Geradenschar g; := «(t) + IR - X (¢) (mit ¢t € T)
genau eine C'-Kurve : 1 — IE mit

Vte]:(ﬁ(t)egt und ﬁ/(t)EIR'X(t))v

und zwar gilt

: (o, X")
Die Kurve (3 heifit Enveloppe (oder Einhiillende oder auch Brennkurve) der Geradenschar
gt. (Der Name ,Brennkurve* hat den folgenden Hintergrund: Falls die g, Lichtstrahlen

reprisentieren, ist 3 eine Linie extrem starker Strahlungsintensitét.) (12 Punkte)

Aufgabe 15 (Parallelkurven)

Sei o : I — IE? eine regulire C2-Kurve, (Tn, N,) ihr begleitendes Frenet-2-Bein und ¢, die
orientierte Kriimmung. Fiir s € IR heifit die Kurve o5 : I — E, t — a(t) + s - No(t) die
Parallelkurve von « im orientierten Abstand s. Wir definieren

F:IxIR—IE, (t,5) — as(t) .
Man zeige:

a) o, = (1 —ss,) -’ . Insbesondere ist a; genau dann in ¢ € I regulir, wenn s, (t)-s # 1 ist.
(3 Punkte)

b) Die partiellen Ableitungen von F' nach ¢ und s sind in einem (%o, sp) € I x IR genau dann
linear unabhéngig (fiir die Experten: das bedeutet gerade, dass F' in (to, s9) maximalen Rang
hat), wenn ag, in to regulér ist. Insbesondere ist dies in allen (tp,0) mit tg € I der Fall.

(3 Punkte)

c) Ist as in ¢ € I reguldr, so ist s, (t)/|1 — s 24(t)| die orientierte Kriimmung von «;.
(3 Punkte)

Aufgabe 16
Es sei a: I — IE? eine regulire C2-Kurve und to € I.

a) (Lage einer Kurve relativ zu ihrer Tangente in ty) Man betrachte die Hohenfunktion

h:IE>>R,p— (p—alto), Na(to))



und die Halbebenen

H :=h'Ry) , Hy:=h 'R u{0}) , H.:=E\H, , H :=E\H,.

(i) Ist »24(to) # 0, so gibt es ein 6 € R4 mit
Hy, falls ,(ty) >0
a1\ o) € { 7 p el > 8

(i) Gibt es ein 6 € Ry mit a(Us(to) NI\ {to}) C Hy (bzw. C H_), so gilt 3, (tg) > 0 (bzw.
<0).
(6 Punkte)

b) (Geometrische Bedeutung des Krimmungskreises) Es sei A € R\ {0} und py = a(to)
+ A No(to). Gilt X - 3¢4(to) > 1 (bzw. X - 54(t0) < 1), so gibt es ein 6 € Ry, so dass
a(Us(to) NI\ {to}) ganz in (bzw. ganz auBerhalb) der offenen Kreisscheibe um py mit Radius
|A| liegt. Was hat das mit dem Kriimmungskreis zu tun? (6 Punkte)

c) Ist a : I — IE? glatt geschlossen (das heifit: T = [a,b], a(a) = a(b), o'(a) = o/(b) und
a(a) = &”(b)) und verlduft « in einer abgeschlossenen Kreisscheibe mit Radius r, so gibt es
ein to € I mit |s,(to)| > 1/7 . (6 Punkte)

Aufgabe 17 (Umlaufzahl) Sei o : I — TE? eine regulire Kurve, deren Bild durch die folgende
Zeichnung gegeben ist. Bestimme die Umlaufzahlen der gegebenen Punkte p1, ..., p4.

3
29(0) )"

(4 Punkte)
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