Kapitel 2

Hamiltonsche Mechanik

2.1 Gradientenfliisse

Definition 2.1. Ser X eine offene Teilmenge des R™ und H : X — R eine diffe-
renzierbare Funktion. Dann definiert der Gradient von H ein Vektorfeld auf X. Ein
entsprechender Fluss heiffit Gradientenfluss.

Wenn die Ableitung von H lokal Lipschitzstetig ist, dann ist wegen dem Satz von
Picard-Lindeloff 1.24 der Gradientenfluss eindeutig.

Lemma 2.2. Sei H : X — R auf einer offenen Menge von R™ einmal stetig differen-
zierbar. Dann ist H auf jeder Integralkurve des Gradientenflusses monoton wachsend.
Wenn der Gradient von H bei x € X nicht verschwindet ist H auf der Integralkurve
des Gradientenflusses durch X sogar streng monoton wachsend.

Beweis: Der Gradient von H ist definiert als
OH(z) OH(x) OH (x)
H = o, —2 ).
VH(z) ( Oxy = Oxy ' Oux,

Wenn also ¢(t) eine Integralkurve des Gradientenflusses durch x € H ist, dann gilt

SHG() = 2 g gy 4 OO

- (g—jjm(t»f b (§Z<q<t>>)2 >0

Gleichheit kann nur gelten, wenn der Gradient von H bei ¢(t) verschwindet.  q.e.d.

Um das Maximum einer Funktion H zu finden, kann man einfach den Gradienten-
fluss mit einem beliebigen Anfangswert moglichst lange flieen lassen. Dabei wird dann
der Wert von H immer grofler. Wenn man Gliick hat landet man in einem Maximum.
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48 KAPITEL 2. HAMILTONSCHE MECHANIK

Beispiel 2.3. Sei H(z) = 22 +...+a2 das Quadrat der euklidischen Linge. Um einen
Vektor minimaler Linge zu finden, benutzen wir den negativen Gradientenfluss.

—VH(z) = —2x.
Dieses Vektorfeld besitzt die Integralkurven
g(t) = ez mit q(0) = x.

Also konvergieren alle Bahnen dieses Gradientenflusses gegen das einzige Minimum
x = 0 von dem Quadrat der euklidischen Léinge H.

Korollar 2.4. Sei H auf einer offenen Teilmenge X von R™ zweimal stetig differenzier-
bar. Dann besitzt der entsprechende lokale Fluss aufler den Fizpunkten keine weiteren
periodischen Orbits. Die Fizpunkte bestehen aus allen kritischen Punkten von H.

Beweis: Offenbar sind alle kritischen Punkte von H auch Fixpunkte des entsprechen-
den Gradientenflusses. Wenn x kein kritischer Punkt von H ist, dann nimmt H auf der
Integralkurve durch = nur noch Werte grofler als H(z) an und kann nicht mehr zu z
zuriickkehren. q.e.d.

Lemma 2.5. Sei F': X — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge X des R™. Wenn X konvex ist oder einfach zusammenhdngend, dann ist F
genau dann ein Gradientenvektorfeld, wenn fir alle 1 <1 < j <n gqilt
OFi(x) _ OF;(x)
al‘j n 8x, )
Beweis: Sei zjy € X ein beliebiger Punkt. Wir definieren fiir jeden Punkt x die Funktion

H:X SR, 20 Hz) = /(x—:co)~F(:c0+t(a:—xo))dt.

0

Dann folgt
OH 1 / OF
o~ Fi(xo + t(zr — xo))dt + /(x — xo)taxi (xo + t(z — xp))dt

0

n

/E $0+t$—l‘0 dt+/z {L‘—xoj gF(x0+t(l‘—{E0))dt

0

/i( Fi(zo + t(z — xo)))dt = Fy(zo + z — x0) = F(x).

=
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Also ist F' das Gradientenvektorfeld von H. Umgekehrt erfiillt das Gradientenvektorfeld
von H
O’H(x) 0°H(x)
8l‘iaZL‘j N 8%690,

q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.6. Sei H eine stetig differenzierbare Funktion auf dem R™, die
nach unten beschrinkt ist. Fir ein xy € R" sei t — q(t) die Integralkurve von dem
negativen Gradientenvektorfeld von H durch den Punkt xo. Zeige folgende Aussagen

(i) Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass ||q(t2) — q(t1)|| < CV/ta —ty fir alle 0 <

t1 <ty im mazimalen Definitionsbereich der Integralkurve q gilt.

Hinweis: benutze den Schrankensatz, die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, und

dass das Integral H(q(t2)) — H(q(t1)) = fttf 4H( Q(S ) g5 peschrinkt ist.

(ii) Folgere aus (i), dass die Integralkurven durch alle x € R™ fir alle t € [0,00)
definiert sind.

(iii) Zeige dass jeder Grenzwert x € R™ von den Folgen (q(t,))nen mit streng monoton
wachsenden unbeschriikten Folgen (t,)nen in [0,00) ein kritischer Punkt von H
ist mit H(x) = inf{H (q(t)) | t € [0,00)}.
Hinweis: Zeige mit Hilfe von Arzela-Ascoli dass eine Teilfolge von der Folge von

Funktionen (¢n)nen mit q,(t) = q(t + t,) auf allen kompakten Teilmengen von
[0,00) gegen eine Integralkurve des negativen Gradientenvektorfeldes konvergiert.

(iv) Sei x € R™ ein Grenzwert einer Folge (q(t,,))nen wie in (1i). Fir ein § > 0 sei
W ={tel0,00)]q(t) € B(z,0)} und [, ||q(t)||dt < co. Dann konvergiert q im
Grenzwert t — oo gegen x.

Hinweis: Betrachte die Folge (t,)nen mit t, = sup{t € [t,,o0) | t] C Wt

[t
Zeige, dass es ein N € N mit ty = 0o gibt, weil sonst die Folge (q(t2))nen gegen
x konvergiert im Widerspruch zu ||z — q(£,)|| = 6.

(v) Seix wiein (i) und ® : R — R eine differenzierbare Funktion mit ® > 0, so dass
fiir ein 6 > 0 folgende sogenannte Gradientenungleichung gilt: (siehe Sen-Zhong
Huang: Gradient Inequalities, AMS 2006)

1

Y (H(y) < |\VH(y)|| fir alle y € B(x,9).

Dann konvergiert ¢ im Grenzwert t — oo gegen x.

Hinweis: Zeige ||¢(t)]] < —%(I)(H( (1)) fir alle t mit q(t) € B(x, ).
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2.2 Hamiltonsche Systeme

Um das Gradientenvektorfeld einer Funktion zu definieren haben wir implizit die eukli-
dische Metrik benutzt. Im Allgemeinen ist die Ableitung einer differenzierbaren Funk-
tion auf einer offenen Teilmenge X eines Banachraumes V' eine lineare Abbildung von
V nach R, also ein Element des Dualraumes von V. Um den Dualraum mit V' zu identi-
fizieren benotigen wir ein Skalarprodukt. Wir kénnen auch andere (antisymmetrische)
Bilinearformen benutzen um aus Funktionen Vektorfelder zu konstruieren.

Auf dem R*" betrachten wir die Bilinearform

w: R xR*™ - R, (v,w)— w(v,w)=1" (_O]l (]D w = Z(viwn-‘ri — UpiW;)-
i+1n

Hierbei betrachten wir v und w als Spaltenvektoren in R?". Dann induziert eine diffe-
renzierbare Funktion H das Vektorfeld X (H) = ( % })VH mit w(v, X(H)) =v - VH.

Definition 2.7. Es sei M C R*" offen und H € C*(M,R). Die Differentialgleichung

OH OH
q: <q’p)7 pZ:_ <q’p> f'il:TZ: 9 y
Opi dq;
oder, in den Koordinaten x = (q1,...,Gn,P1,---,0n) = (¢,p) & = X(H)(x) mit dem

Hamiltonschen Vektorfeld X (H) := JVH und J = ( % 1) heifit Hamiltonsche Diffe-

rentialgleichunyg.

Bemerkung 2.8. H wird Hamiltonfunktion genannt. Wir setzen im Folgenden ein-
fachheitshalber oft voraus, dass H ein Dynamisches System definiert.

Definition 2.9. Eine reelle Funktion auf dem Phasenraum M eines dynamischen Sy-
stems heif$t Integral der Bewegung, wenn sie auf allen Bahnen konstant ist.

Satz 2.10. Die Hamiltonfunktion ist ein Integral der Bewegung.

gewleis:b%H(CD(t,:c)) = H'(40(t,z)) = H'(X(H))(®(t,z)) = (VH - JVH)(®(t, z)).
s gilt aber
(v, Jv) = (J'v,v) = —(Jv,v) = —(v, Jv) =0

fiir v € R?", also auch fiir VH(®(t,z)). q.e.d.

Dieser Satz erlaubt uns, das dynamische System auf die (oft Energieschalen ge-
nannten) Niveaumengen H ' ({F}) zu restringieren. Nach dem Satz iiber die implizite
Funktion sind dies fiir reguldre Werte von F von H Untermannigfaltigkeiten von M.
Dies erméglicht es fiir den Fall n = 1, also M = R?, fiir eine gegebene Funktion H
die Orbits, allerdings ohne Zeitparametrisierung, aufzufinden: Zu x € M betrachten
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wir die Niveaumenge H'({H(z)}). Ist VH(x) = 0, so besteht der Orbit nur aus .
Sonst ist in einer Umgebung von z die Niveaumenge H ' ({H(z)}) eine Kurve im Pha-
senraum R?, was man durch Verwendung des impliziten Funktionensatzes sehen kann.
Um den Orbit zu bekommen, dehnen wir diese Kurve nach beiden Seiten so weit wie
moglich aus. Die Orientierung erhalten wir durch die Richtung, die durch Drehung des
Gradienten im Uhrzeigersinn um /2 entsteht (J entspricht einer solchen Drehung).

Beispiel 2.11. Die Orbits des eindimensionalen harmonischen Oszillators sind kon-
zentrische Kreise um den Ursprung: H(q,p) := p* + ¢*.

Begriffe: Mit Phasenraum M C R?" = R} x RY nennen wir
e n Zahl der Freiheitsgrade

e g € R} Ort und p € R} Impuls

qg= %—I; Geschwindigkeit

H Hamiltonfunktion oder Gesamtenergie

Besitzt der Phasenraum die Form M = R} X N, so heiit N C R} Konfigurati-
onsraum.

2.3 Symplektische Gruppe

Damit die Hamiltonsche Differentialgleichung linear wird, muss H : M — R bis auf
eine Konstante ein homogenes Polynom zweiten Grades sein, also von der Form

H(r) = H(0) + 3 (z, Az)

mit einer 2n x 2n Matrix A. Die Funktionen zu A und A! stimmen iiberein. Deshalb
konnen wir 0.B.d.A. A = A" annehmen. Dann ergibt sich VH (z) = Az und & = JA - z.
Die Differentialgleichungen bleiben invariant, wenn wir zu H eine Konstante dazuad-
dieren. Das entspricht physikalisch der Tatsache, dass nicht absolute Energiewerte, son-
dern nur Energiedifferenzen messbar sind. Wir setzen der Einfachheit halber H(0) = 0.
Setzen wir U = JA € M(2n,R), so stellen wir fest, dass

UJ+JU = JA T+ PA=AJ'J+J?A=—-AJ* + J?A=0

gilt. Das fiihrt uns zu folgender Definition:
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Definition 2.12. Eine 2n X 2n Matriz U und der entsprechenden Endomorphismus
des R?™ heiflen infinitesimal symplektisch, wenn folgendes gilt:

U'J+ JU =0.

Da die Bedingung an U linear ist, bilden die infinitesimal symplektischen Endomor-
phismen einen Unterraum sp(n) C L(R?").

Satz 2.13. Fir U € sp(n) gilt Spur(U) = 0.
Beweis: Spur(U) = Spur(U') = — Spur(JUJ ') = — Spur(U). q.e.d.
Korollar 2.14. Lineare Hamiltonsche Systeme sind volumenerhaltend.

Beweis: ®(t,z) = exp(Ut)z, und det(exp(Ut)) = exp(Spur(U)t) = 1. q.e.d.
Der Fluss eines linearen hamiltonschen Systems hat nicht nur die Eigenschaft vo-
lumenerhaltend zu sein. Es gilt auch

(exp(Ut))"J exp(Ut) = i(Utt)”JeXp(Ut) = Ji(—Ut)" exp(Ut) =J fir teR.

Diese Gleichung besagt, dass ein linearer Hamiltonscher Fluss die schiefsymmetrische
Bilinearform
w R xR*™ - R, (v,w)— w(v,w)=(v,Jw)

invariant lasst, d.h. w(®(t,v), (t,w)) = w(v,w), dhnlich wie eine orthogonale Trans-
formation das kanonische Skalarprodukt des R™ invariant ldsst. Den mechanischen Be-
wegungen entspricht damit eine besondere Art der Geometrie, die wir im néchsten
Abschnitt eingehender untersuchen.

2.3.1 Symplektische Geometrie

Die den mechanischen Bewegungen zugrundeliegende symplektische Geometrie besitzt
gewisse Ahnlichkeiten mit der Riemannschen Geometrie. Diese werden wir im Folgen-
den herausarbeiten.

Definition 2.15. Sei V ein R-Vektorraum der Dimensionn < oo undw : VxV — R
eine Bilinearform.

(i) Die Transponierte w' von w ist durch w'(ej.es) := w(ea, e1) gegeben.

(i) w heift symmetrisch, wenn w' = w, schiefsymmetrisch, wenn W' = —w.
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(iii) Durch w wird die lineare Abbildung V. — V', v w(v,-) mit

w(v,): V=R, wr w(v,w) in den Dualraum V' von V induziert.
(iv) w heifit nicht degeneriert, wenn w(v,-) = 0 nur fir v =0 gilt.

(v) Beziiglich einer Basis (by,...,b,) von V ist die darstellende n x n Matriz J von
w durch (J)i == w(b;, b)), i, k=1,...,n gegeben.

(vi) Der Rang von w ist der (basisunabhingige) Rang der darstellenden Matriz.
(vii) Ist w eine Bilinearform auf W und A € L(V,W), dann heifit die Bilinearform
A'w:VxV >R, Awlw):=w(Av, Aw)
der pull-back von w beziiglich A.
Satz 2.16. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

(i) Ist w symmetrisch mit Rang r, dann ist die darstellende Matriz von w beziglich

einer geeigneten Basis eine Diagonalmatriz, deren diagonale Fintrdge entweder
+1 sind oder 0.

(ii) Ist w schiefsymmetrisch mit Rang r, so ist r = 2m,m € Ny und die darstellende
Matrix von w besitzt beziiglich einer geeigneten Basis die Form

0 10
J=|-10 0
0 00

mit m X m-Finheitsmatrizen 1.
Beweis: Diese Aussagen werden oft in der Vorlesung Lineare Algebra bewiesen.
(i) Es gilt die Polarisationsidentitét
1

w(v,w) = Z<W(U +w,v+w) —wv—w,v—w)).
Ist also w # 0, dann existiert ein Vektor 0; mit ¢; = w(01,0;) # 0. Setze
v1 = 01/4/| c1 |. Wir betrachten den von v; aufgespannten eindimensionalen

Unterraum V; C V und Vs :={v € V | w(v,v1) = 0}. Es gilt V; NV, = {0} und
Vi+ Vo=V, denn fiir v € V gilt

v —w(vy,v))w(v,v)v; € Va.

Wir betrachten die Einschriankung von w auf V; und fahren induktiv fort.
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(ii) Fiir w # 0 existieren 01, 0py1 € V mit ¢; := w(01, Opmy1) # 0. Setze v 1= 01/¢q
und vy,41 = Uy Es ist

w(vy,v1) = W(Umi1, Vme1) =0 und  w(vy, Vypg1) = —wW(Vpa1,v1) = 1
Sei V1 := Span(vy,vy,11) C V und
Vo ={veVww,w)=0 firale weV}.
Es gilt Vo NVp = {0} und Vo + V) =V, denn fiir v € V gilt
v+ w(v, 1) Vm11 — W(U, Upa1)v1 € Vo
Wir behandeln induktiv die Einschrinkung von w auf V5 etc.

Definition 2.17. o Fine symplektische Form auf einem R-Vektorraum V ist eine
nicht degenerierte schiefsymmetrische Bilinearform w : V xV — R.

o (V,w) heifst dann symplektischer Vektorraum.

o Sind (V,w) und (F,w) symplektisch, so heifst eine lineare Abbildung A:V — W
symplektisch, wenn A*w = w.

Bemerkung 2.18. (i) Die symplektischen Abbildungen A € L(V') sind diejenigen, die
die symplektische Form w erhalten, d.h. A*w = w. Wegen dem wvorangehenden

Satz finden wir eine Basis von V', in der die darstellende Matriz von w gleich
J=(9%12) ist. Es sei A die darstellende Matriz von A. Dann gilt

A'JA = J.

(ii) Zwar sind symplektische Abbildungen volumenerhaltend, aber i.A. volumenerhal-
tende Abbildungen nicht symplektisch. Betrachten wir beispielsweise einen vierdi-

mensionalen Vektorraum V. mit Bais vy, ...,vs und symplektischer Bilinearform
w mit Matriz J = ( % 3). Dannist A: V — V, (v1,v2,v3,04) +— (—v1, —Ug, V3, 04)
volumenerhaltend, aber w(Avy), Avs)) = —w(vy,v3). Laft aber ein Endomorphis-

mus A des R? Die orientierte Fliche invariant, so ist A auch symplektisch. Denn
fiir 2 x 2 Matrizen A gilt det(A)A™! = JPAYT, also A'JA = J genau dann, wenn
der durch A gegebene Endomorphismus eine flichenerhaltende Abbildung ist.

Satz 2.19. Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum, dann bildet die Menge der sym-
plektischen Endomorphismen A : V. — V unter der Komposition eine Gruppe, die
symplektische Gruppe Sp(V,w) genannt wird.
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Bemerkung 2.20. Fir einen Euklidischen Raum (V,w) mit positiv definiter symme-
trischer Bilinearform w erhalten wir in dahnlicher Weise die orthogonale Gruppe.

Beweis: Wir wihlen eine Basis von V' beziiglich der w die darstellende Matrix J =
( % ) hat. Eine lineare Abbildung ist genau dann symplektisch, wenn die entsprechen-
de Matrix A die Gleichung A*JA = J erfiillt. Dann ist J~1A'J = —JA!J die inverse
von A, also A invertierbar. Aus der Definition folgt, dass A~! symplektisch ist. Wenn
A, B zwei darstellende Matrizen von symplektischen Abbildungen sind, dann folgt

(AB)'JAB = B'A'JAB = B'JB = J.

Also ist auch die Komposition zweier symplektischer Abbildungen symplektisch. Die
identische Abbildung ist offenbar symplektisch. q.e.d.
Wegen Satz 2.16 ist Sp(V,w) isomorph zur Gruppe

Sp(n) = {A € LR™) | (Av)'JAw = v' (A" JA)w = v' JuVv,w € R™ <= A'JA = J}.

wobei w beziiglich der kanonischen Basis des R?" die darstellende Matrix .J besitzt
(ganz analog braucht man nach Satz 2.16 nur die orthogonale Gruppe O(n) beziiglich
des euklidischen Skalarproduktes zu betrachten.

Beispiel 2.21. Der Fluss ®(t,x) = exp(tU)x mit U = JA eines linearen Hamilton-
schen Systems mit Hamiltonfunktion H(xz) = i(x, Az) mit A" = A ist Element der
symplektischen Gruppe Sp(n).

Der Betrag der Determinante eines symplektischen Endomorphismus ist gleich 1,
denn es gilt ja
det(A'JA) = (detA)*det(J) = det(J).

Ubungsaufgabe 2.22. Zeige in folgenden Schritten det(A) = 1 fiir alle A € Sp(n).

(i) Seiw die symplektische Form zu der Matriz J = ( % 1) auf dem R*™. Dann definiert

w™ (RQ")Q" - R, (v1,...,09,) — W™ (v1,...,09)
= Z (=) w(vs1y, Vo) - - - - - @ (Va@n—1)s Vo(an))
o€ on

eine total antisymmetrische 2n-lineare Abbildung. Zeige, dass jede symplektische
Abbildung A diese Abbildung invariant laft, d.h. dass fir alle vy, ..., vy, € R??
auch w™(Avy, ..., Ave,) = W™ (v1, ..., v9y) gilt.
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(ii) Zeige, dass jede total antisymmetrische 2n-lineare Abbildung auf R®*™ proportional
zu der folgenden Abbildung ist: (benutze die Figenschaften von det)

(U1, ..., g,) = det(vy, ..., Vo).
Hier ist (vq,...,vq,) die Matriz, deren Spalten die Vektoren vy, ..., ve, sind.

(iii) Folgere aus (ii), dass sich jede total antisymmetrische 2n-lineare Abbildung F auf
dem R?™ unter einer linearen Abbildung A folgendermaflen transformiert:

F(Avy, ..., Avy,) = det(A)F(vy, ..., v9,) fiir alle vy, ..., vy, € R™.

(iv) Zeige dass det(A) = 1 fiir alle A € Sp(n) gilt.

Es folgt unmittelbar, dass das Produkt der C-Nullstellen des charakteristischen
Polynoms eines symplektischen Endomorphismus 1 ist.

Satz 2.23. Sei A € Sp(n) und A € C Eigenwert von A. Dann sind auch \,A\™" und
A1 Eigenwerte.

Beweis: Dass mit A auch A\ Eigenwert ist, folgt daraus, dass die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms det(A1— A) reell sind. Wir beweisen, dass 1/ Eigenwert
ist, indem wir das charakteristische Polynom von A betrachten. Dann gilt fiir A € C\{0}

det(A1 — A) = det(J(A1— A)J 1) da detJ=1#0
=det(M — JAJ ) =det(M — (AH™Y)  da JAJ ' =(AHT!
=det(M — A7) =
(

= det(A™1) - det(AA — 1)
= (=A)""det(A\ 11— A)

(M -1) da det(A)=1

det

det(A~1(AA — 1))
det

A det(A1 — A).

Da A invertierbar ist, sind alle komplexen Eigenwerte A von A ungleich 0 und die
Aussage folgt. q.e.d.
Auch die algebraischen Multiplizitdten der genannten Eigenwerte sind gleich.

Satz 2.24. Sei A € Sp(n) und A\ € C Eigenwert von A mit Vielfachheit k (d.h. eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms der Ordnung k). Dann sind auch A\, \™! und
A~! Eigenwerte mit Vielfachheit k. Die Multiplizititen etwaiger Eigenwerte +1 und —1
sind gerade.

Beweis: Fiir P(\) = det(A1— A) gilt P(\) = A*" P(A~!). Einen Eigenwert \y € C\ {0}

der Vielfachheit k£ kénnen wir abspalten:

P(A) = (A= 20)"QN),
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so dass fiir A € C\ {0} folgendes gilt:
NPT = (A= 20)" QM) = (=A) (AT = A7) Q).

Da Q()) ein Polynom vom Grad 2n — k in X ist, ist (ASA*=27) . Q()) ein Polynom in
AL Also ist Ay ' Nullstelle der Multiplizitiit [ > &k von P(A™1). Vertauschen der Rollen
von \g und A\, ' zeigt [ = k.

Es gilt genau dann Ay = 1/Ag, wenn Ag € {£1}. Da insgesamt 2n Eigenwerte
existieren und die Anzahl der Eigenwerte # +1 gerade ist, muss die Multiplizitiat der 1
zusammen mit der der —1 gerade sein. Wegen det A = 1 folgt dann auch einzeln gerade
Multiplizitét. q.e.d.

Beispiel 2.25. Die Eigenwerte von A € Sp(1) sind entweder alle gleich 1, oder gleich
—1, oder beide reell oder beide vom Betrag Eins und jeweils inverse zueinander.

Nicht alle symplektischen Matrizen sind diagonalisierbar.
Beispiel 2.26. Die Matrizx A = (} 1) gehort zu Sp(1) ist aber nicht diagonalisierbar.

Es gilt Sp(n) C £(R?") und damit wird die symplektische Gruppe zu einem metri-
schen Raum. Alle Eintriige von A*JA — J definieren auf A € £(R?") ein quadratisches
Polynom. Weil alle diese Matrizen aber schiefsymmetrisch sind, sind hochstens %;71)
Eintrige davon unabhéngig, z.B. die n(2n—1) oberen Dreieckseintrage. Wir behaupten
jetzt, dass n(2n —1) von diesen Polynome an allen Stellen A € Sp(n) linear unabhéngi-
ge Ableitungen besitzen. Sei Ay € Sp(n) und A = Ag(1+ tU) mit U € L(R?*"). Dann
erhalten wir A'JA — J = t(U'J + JU) + t*(U'JU). Weil Ay invertierbar ist, ist der
Kern der Ableitungen aller dieser Polynome bei A = Aq isomorph zu U € sp(n). Of-
fenbar ist eine Matrix U € L£(R?*") genau dann in sp(n), wenn JU symmetrisch ist.
Deshalb hat sp(n) die Dimension (2n)?— &;_1) = n(2n+1). Deshalb ist die Teilmenge
Sp(n) C L(R?") tatsichlich die Nullstellenmenge von n(2n — 1) quadratischen Poly-
nomen, deren Ableitungen auf Sp(n) alle linear unabhéngig sind. Wegen dem Satz der
Impliziten Funktion, ist dann Sp(n) eine n(2n+1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von dem Vektorraum L(R*").

Wir konnen Wege in Sp(n), d.h. stetige Abbildungen c : [0,1] — Sp(n) einfiihren.
Wie verhalten sich dann die Eigenwerte von ¢(t) bei Verdnderung des Parameters t?
Offensichtlich konnen Eigenwerte auf der reellen Achse bzw. dem Einheitskreis diese
nicht verlassen, solange sie isoliert bleiben, Aus dieser Eigenschaft folgt eine Form von
Stabilitdt Hamiltonscher Systeme unter kleinen Storungen.
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2.3.2 Symplektische Algebra

Definition 2.27. Eine lineare Abbildung U € L(V') heif§t infinitesimal symplektisch
beziiglich einer symplektischen Bilinearform w auf V', wenn

w(Uv,w)+w(v,Uw) =0 firale v,weV.

Die Menge dieser Abbildungen bezeichnen wir mit sp(V,w). Wegen der Linearitét
von w und U ist sp(V,w) ein Unterraum von L(V).

Definition 2.28. FEine Liealgebra ist ein Vektorraum V' mat einer bilinearen antisym-
metrischen Abbildung

[ ]: VXV =V, (vw)— [v,w],
die die Jacobiidentitdt erfillt:
[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [c,[a,b]] =0 fir alle a,b,c € V.

Lemma 2.29. Mit dem Kommutator [A, B] = AB—BA von A, B € L(V) ist sp(V,w)
eine Unter-Liealgebra von L(V).

Beweis: (L(V), [, ]) ist eine Liealgebra, da der Kommutator bilinear und antisymme-
trisch ist, und die Jacobi-Identitét

[A,[B.Cl) + B, [C, A + [C, [A, B]| =
A(BC — CB) — (BC — CB)A+ B(CA — AC) — (CA — AC)B+
+ C(AB — BA) — (AB — BA)C = 0

fir A, B,C € L(V) erfiillt. Da fiir A, B € sp(V,w) und fiir v,w € V
w([A, BJv,w) + w(v, [A, Bjw) = w(ABv,w) — w(BAv, w) + w(v, ABw) — w(v, BAw)
= w(Bv, Aw) + w(Av, Bw) — w(Av, Bw) + w(Bv, Aw) = 0,

ist auch [A, B] € sp(V,w). q.e.d.
Analog zu der obigen Aussage iiber die Gruppe Sp(V,w) erhilt man:

Satz 2.30. Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum und U € sp(V,w).

(i) Ist A € C Eigenwert von U mit Multiplizitit k, so sind auch —\, X\, =\ Eigenwerte
der Multiplizitdt k.

(ii) Ist Null Eigenwert, so besitzt er gerade Multiplizitit.
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Beispiel 2.31. Die Eigenwerte von U € sp(1) sind entweder beide reell oder imagindr.
Eng verwandt mit dem Begriff der Liealgebra ist der der Liegruppe.

Beispiel 2.32. Das wichtigste Beispiel einer Liegruppe ist G = GL(n,R), die Gruppe
der invertierbaren Matrizen in L(R™). Hier ist G als die offene Teilmenge derjenigen
Matrizen A im n*-dimensionalen Vektorraum L(R") definiert, fiir die det(A) # 0. Da-
durch wird G zu einer sogenannten Untermannigfaltigkeit, und Matrizenmultiplikation
und Inversion sind in den Matrizeneintrigen glatt. Betrachten wir die Abbildung

L(R") — GL(n,R), U+ exp(U),
dann liegt das Bild der Exponentialfunktion tatsdchlich in G, denn
det(exp(U)) = exp(Spur(U)) > 0.

Da g € G mit det(g) < 0 existieren, ist exp nicht surjektiv ist. Fir A € G mit
|A —1|| <1 ist exp invertierbar, denn die Potenzreihe von In konvergiert:
(1A

In(A) =In(1+(A-1)) = — e

) <1+ (4= 1) = =3
Die Ableitung von exp ist bei g = 1 bijektiv. Deshalb ist wegen dem Satz der inversen
Funktion die Einschrinkung von exp auf eine Umgebung von 0 € L(V') ein Homdomor-
phismus auf eine Umgebung von 1 € GL(V). Die Liealgebra L(R™) bildet mit dem
Kommutator eine Liealgebra. Der Kommutator misst den Mangel an Kommutativitit
in der Gruppenmultiplikation, denn fir Uy, Us € L(R™) ist

exp(eUy) exp(eUs) exp(—eUy) exp(—eUs) = 1+ €2[Uy, Us] + O(€?).
Man nennt daher gl(n,R) = L(R™) die Liealgebra von GL(n,R).
Analog kénnen wir die Exponentialabbildung
sp(Vw) = Sp(Viw), U exp(U)

von der symplektischen Liealgebra in die symplektischen Liegruppen betrachten. Fiir
U € sp(V,w) ist exp(U) € Sp(V,w), denn aus von w(Uv,w) = w(v,—Uv) folgt
w(exp(U)v, w) = w(v, exp(—U)w) und damit auch

w(exp(U)v, exp(U)w) = w(v, exp(—U) exp(U)w) = w(v, w).

Wir sehen, dass die Eigenwerte A mit Re(A) > 0 von U zu Eigenwerten exp(A) mit
Betrag > 1 von exp(U) werden. Erinnern wir uns nun an die Tatsache, dass fir die qua-
dratische Hamiltonfunktion H(z) = 3(z, Az) die Differentialgleichung @ = X (H)(z) =
JAz die Losung ®;(x) = exp(U)x mit U = JAt € sp(n) besitzt, dann wird klar, dass
der Fixpunkt 0 hochstens dann Liapunovstabil sein kann, wenn alle Eigenwerte von
J A rein imaginér sind.
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2.4 Variationsrechnung

Fiir das Folgende sind einige Kenntnisse aus der Variationsrechnung erforderlich. Die
Variationsrechnung befafit sich mit der Suche nach Funktionen, die kritische Punkte
eines Funktionals sind, d.h. einer reellen Funktion auf einem undendlichdimensiona-
len Funktionenraum. In unseren Fall nennen wir diesen Raum Kurvenraum. Solche
Funktionen nennt man Funktionale. Das Standardbeispiel eines Funktionals ist die
Kurvenlidnge in der euklidischen Ebene. Eine parametrisierte Kurve v = {t,z : x =
x(t),to <t <t} ist dabei eine Abbildung t — x(t) von einem Intervall nach R™:

t1
B (7) :/\/1+x'2dt fir ~v: [to,t1] = R", t— z(t).
to

Im allgemeinen versteht man unter einem Funktional eine Abbildung eines Raumes von
Kurven nach R oder C. Im Fall eines differenzierbaren Funktionals ® ist das Differential
®’(v) von ® an der Stelle v eindeutig bestimmt als ein Element des Dualraumes des
entsprechenden Funktionenraumes:

i 120+ h) = @(y) — ¥(7)(h)]

— 0.
lIR]—0 1A

Das Differential des Funktionals nennt man auch Variation des Funktionals und A die
Variation der Kurve.

Beispiel 2.33. FEs sei v = {t,z : v = z(t),ty < t < t;} eine Kurve in der t,z-

Ebene, © = Cé—f und L = L(a,b, c) eine differenzierbare Funktion dreier Variablen. Wir

definieren ein Funktional ® durch

Im Spezialfall L = /1 + b? ergibt sich die Bogenlinge ~.

Satz 2.34. Wenn (a,b,c) — L(a,b,c) zweimal stetig differenzierbar ist, dann ist das

Funktional .
1

b: - P(y) = /L(x,x',t)dt

to
differenzierbar, und seine Ableitung wird durch folgende Formel gegeben:
t1

&' (v)(h) = / <8—L - ia—L) nat + 2L

t1

Ox  dt Oz ox

t
to 0
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Beweis: Es gilt
t1

B(y + h) — B(y) = / (Lx + o+ ht) — Lz .0) dt

to

to
mit &'(y)(h) = til (g—ih + g—gh) dt. Eine partielle Integration ergibt
8L d oL L
—hdt = / ( ) hdt + 0 h

0% dt 0z oz

to to

q.e.d.

to

Definition 2.35. Unter einem kritischen Punkt eines differenzierbaren Funktionals
O () versteht man die Kurve v, fir die ®'(y)(h) = 0 fir beliebiges h ist; genauso, wie
ein kritischer Punkt einer Funktion eine Nullstelle des Differentials ist.

Satz 2.36. Damzt die Kurve vy=At,x:x=u1z(t),ty <t <t} ein kritischer Punkt des

Funktionals ® (v ft (x.x,t)dt im Raum der Kurven wird, die durch die Punkte
x(ty) = xo und x(tl) =1 verlaufen, ist es notwendig und hinreichend, dass
d oL 0L _0
dt 0r  Ox

langs der Kurve x(t) gilt.

Lemma 2.37. Wenn eine stetige Funktion f(t) auft € [to,t1] fiir jede glatte Funktion
h(t) mit h(ty) = h(t1) = 0 die Beziehung ftil f(@)h(t)dt =0 erfillt, dann ist f = 0.

Beweis des Lemmas. Es sei f(t*) > 0,ty < t* < t;. Infolge der Stetigkeit ist f(t) > ¢
in einer gewissen Umgebung des Punktes t*:

to<th—e<t<t+e<t.

Ferner sei h(t) = 0 auBlerhalb der Umgebung, A(t) > 0 innerhalb der Umgebung und
h(t) = 1 auf der halben Umgebung (d.h., t* — § <t < t* 4 5). Dann ist offensichtlich

t t*+e 45

/f(t)h(t)dtz / f()h(t)dt > / FOR)dt > ec > 0.

— €
to t*—e t*fﬁ
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Der so erhaltene Widerspruch zeigt, dass f(t*) = 0 fiir alle ¢y < t* < t; ist. q.e.d.
Beweis des Satzes. Aus dem vorangehenden Satz ergibt sich

t1
, oL  d oL oL

to
0

Der zweite Summand ist gleich 0 wegen h(ty) = h(t;) = 0. Wenn +y ein kritischer Punkt
ist, gilt ®(y)(h) = 0 fiir alle h mit h(ty) = h(t;) = 0. Deshalb ist fiir solche stetigen h

/f t)dt =0 mit f(t):a—L—ia—L'.

Nach dem Lemma ist f = 0. Umgekehrt folgt aus f = 0 offenbar ®'(y) =0. q.e.d.

Beispiel 2.38. Man tiberpriife, dass ein kritischer Punkt der Bogenlcmge eine Gerade
ist. Es gilt namlich L = /1 + @2, und damit aL =0 und aL \/—m Dann folgt aus

i (L) =0 auch L =c und T=c¢ bxw. x=cit+ co.
dt \ /1 + i2 V1 32
Definition 2.39. Die Gleichung
doL oL
dt 0z  Ox '

heifit Euler-Lagrangesche Gleichung des Funktionals

t1

@:/L@@wﬁ

to

Sei x ein Vektor im n-dimensionalen Raum, v = {t,z : * = z(t),tp < t < t1}
eine Kurve im (n + 1)-dimensionalen Raum R x R” und L : R” x R” x R — R eine
Funktion von 2n + 1 Argumenten. Analog zum Vorhergehenden 148t sich der folgende
Satz beweisen:

Satz 2.40. Damit die Kurve ~ kritischer Punkt des Funktionals ®(~y ft (x, &, t)dt
im Raum der Kurven v im R x R™ von der Form t — (t,z(t)) zst welche die bezden
gegebenen Punkte (to, o), (t1,x1) verbinden, ist es notwendig und hinreichend, dass die
FEuler-Lagrangesche Gleichung

dtor  ox
lings der Kurve ~y erfillt wird. q.e.d.
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Das ist ein System von n Gleichungen zweiter Ordnung, und die Lésung hingt von
2n willkiirlichen Konstanten ab. Sie gestatten die 2n Bedingungen z(ty) = zo und
x(t1) = 1 zu erfiillen.

Wichtige Bemerkung 2.41. Die Figenschaft einer Kurve ~y, kritischer Punkt eines
Funktionals zu sein, hingt nicht von der Wahl des Koordinatensystems ab.

Zum Beispiel wir ein und dasselbe Funktional - die Bogenlénge einer Kurve - in
kartesischen Koordinaten und in Polarkoordinaten durch verschiedene Formeln

t1 t
Dy, = / Vi +g2dt und D, = / VP A 22t
to to

gegeben. Aus der Beziehung (z,y) = (r cos ¢, rsin ¢) folgt ndmlich
(Z,9) = (7 cosp — r¢sin g, rsing + r¢ cos )
P+ = (P2 + 29 (cos? ¢ +sin? ) = (72 + rip?).
Die kritischen Punkte sind die gleichen - es sind Geraden in der Ebene. Die Gleichun-
gen der Geraden in kartesischen Koordinaten und in Polarkoordinaten ergeben sich

durch verschiedene Funktionen (z(t),y(t)) und (r(¢), p(t)). Beide erfiillen die Euler-
Lagrangesche Gleichung

nur ist im ersten Fall

'Tkar - (.T, y) und Lkar - V x2 + 927
Tpot = (1,0),  Lyo = /T2 + 1202

Somit kénnen wir leicht die Differentialgleichung der Gesamtheit aller Geraden in be-
liebigen Koordinaten aufschreiben.

und im zweiten

2.5 Lagrangesche Gleichungen

Hier wird das Variationsprinzip hergeleitet, dessen kritischen Punkte die Losung der
Newtonschen Gleichungen fiir die Bewegung eines Systems von Teilchen mit den Ko-
ordinaten ¢; im Kraftfeld eines Potentials U ist. Wir vergleichen die Newtonsche Be-
wegungsgleichung

B oUu
0g;

d
ar?
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mit der Euler-Lagrangeschen Gleichung

— ===

Satz 2.42. Die Lisungen der Bewegungsgleichung des mechanischen Systems von Teil-
chen im Kraftfeld eines Potentials U sind kritische Punkte des Funktionals ®(vy) =
ftil Ldt, wobei L =T — U die Differenz von kinetischer und potentieller Energie ist.

Beweis: Mit U = U(q) und T' = Zmig haben wir

oL 0T oL ou
- = - =m;q und =—-——=F,. q.ed.
¢ 0q; 9q; dq;
Folgerung 2.43. Es eien qi, . .., qs, beliebige Koordinaten im Konfigurationsraum ei-

nes Systems von n Massenpunkten. Dann wird die Anderung von q in der Zeit durch
die Fuler-Lagrangeschen Gleichungen beschrieben:

d oL 0L
N — ) P — —_ .
1 Dd q—OmztlL—Z U

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz ist die Bewegung ein kritischer Punkt des
Funktionals [ Ldt. Also sind in einem beliebigen Koordinatensystem die in diesem
System aufgeschriebenen Euler-Lagrangeschen Gleichungen erfiillt. q.e.d.

Definition 2.44. In der Mechanik sind die folgenden Bezeichnungen gebrduchlich:
e [(q,4,t) =T — U ist die Lagrange-Funktion
e ¢; sind die generalisierten Koordinaten

e (; die generalisierten Geschwindigkeiten

oL
dq;
oL
dq;

= p; die kanonisch konjugierten (generalisierten) Impulse

die verallgemeinerten Krifte

o [ L(q,q,t)dt ist die Wirkung

doL oL
dtdq¢;  0g;

= 0 sind die Lagrangeschen Gleichungen.



2.5. LAGRANGESCHE GLEICHUNGEN 65

Der obige Satz wird das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung genannt, weil
die Bewegung ¢(t) in einigen Féllen nicht nur extremal ist, sondern auch den kleinsten
Wert des Funktionals der Wirkung [ Ldt liefert.

Beispiel 2.45. Fliir einen freien Massenpunkt im R3 ist

2
mq m., . . .

Hier sind die generalisierten Geschwindigkeiten die Komponenten des Geschwindig-
keitsvektors und die kanonisch konjugierten Impulse p; = mq; die Komponenten des Im-
pulsvektors, und die Lagrangeschen Gleichungen stimmen mit den Newtonschen % =
tiberein. Die kritischen Punkte sind Geraden. Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgt,
dass die Geraden nicht nur die Kiirzesten sind (d.h. die kritischen Punkte der Bo-
genlinge [ \/4? + ¢35 + ¢3dt), sondern auch die kritischen Punkte der Wirkung

t1
/ (7 + d3 + g3)dt.
to
Ubungsaufgabe 2.46. Man beweise, dass dieser kritische Punkt ein Minimum ist.

Beispiel 2.47. Wir betrachten die Bewegung im Zentralfeld in der Ebene in Polarko-
ordinaten q1 = r,qs = ¢. Aus der Beziehung (x,y) = (r cos ¢, rsin ) erhalten wir

(Z,9) = 7 cosp — r¢sin g, 7sing + 1 cos )

und damit fiir die kinetische Energie
m

2

m

2

m

2

T = —(i* + %) = = (P + r*¢?)(cos® ¢ + sin® ) = — (7% + 1°¢?)

und die Lagrange-Funktion
L(q,q) = T(q,4) —U(q) mit U =U(q).
Die kanonisch konjugierten Impulse sind p; = g—qLi, d.h.
pr=mi und py = mrig.
Wir kénnen ps als z-Komponente M, des Drehimpulses interpretieren:

M =m(x,y,0) A (2,9,0) = (0,0, 2y — y&)
= (0,0, mr cos (7 sin ¢ + r¢ cos ) — mrsin (7 cos p — r¢sin p)) = (0,0, mrip).
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Die Lagrangesche Gleichung p; = g—; nimmt folgende Form an:
. . . 2 aU . . 2 e 8[/ 8U
pPL=mr =mrgo° — — P2 =2mrr +mr'p=—=———=0.
or g2 D

Deshalb lautet die zweite Lagrangesche Gleichung ps = 0 also ps konstant. Das ist der
Drehimpulserhaltungssatz. Im allgemeinen Fall, d.h. wenn das Feld nicht zentral, also
U =U(r,o) ist, folgt po = —g—g. Wegen

ou oU
U= —~dp=—F.dr—F
d 5 dr + R dy pdx ydy

= —(F,cos ¢+ F,sinp)dr + r(F, sinp — F, cos p)dy

gilt dann auch

oU
(,y,0)A(Fy, F,,0) = (0,0, 2 F,—yF,) = (0,0, —r(F,sin p—F, cos p) = (0,0, _8—> )
2

Diese Gleichung lafst sich also in

d d
EM:Em:L’/\:b:m:b/\jﬁme/\éé:x/\F:N

umformen. Die zeitliche Anderung des Drehimpulses beziiglich der z-Achse ist gleich
dem Drehmoment der Kraft F' beziiglich der z-Achse.

Das betrachtete Beispiel legt eine Verallgemeinerung des Drehimpulserhaltungs-
satzes nahe.

Definition 2.48. Die Koordinate q;, heifit zyklisch, wenn die Lagrange-Funktion von
thr nicht abhdngt: g—; = 0.

Satz 2.49. Der zu einer zyklischen Koordinate q; gehdrende kanonisch konjugierte
Impuls p; = g_qLi bleibt erhalten.

Beweis: Auf Grund der Lagrangeschen Gleichung gilt prl 0. q.e.d.
4d;

2.6 Legendre-Transformation

Als néchstes wollten wir die Lagrangesche Mechanik in die Hamiltonsche Mechanik
transformieren. Durch diese Transformation werden alle Funktionen nicht mehr als



2.6. LEGENDRE-TRANSFORMATION 67

Funktionen von ¢ und ¢ sondern als Funktionen von ¢ und den konjugierten Impul-
sen p = g—é aufgefasst. Diese zweiten Variablen sind aber nur implizit gegeben. Die
Transformation, die das leistet heifit Legendre-Transformation.

Die Legendre Transformation ist ein mathematisches Verfahren, welches auf einem
Ubergang von Funktionen eines linearen Raumes zu Funktionen in einem dualen Raum
beruht. Die Legendre-Transformation ist verwandt mit der projektiven Dualitédt und
den Tangentialkoordinaten der algebraischen Geometrie oder mit der Konstruktion des
dualen Banachraumes in der Analysis. Sie kommt in der Physik (z.B. bei der Definition

thermodynamischer Gréfien) oft vor.

Definition 2.50. Es sei y = f(x) eine konvexe stetige Funktion auf einem reellen
Intervall. Fiir alle p € R sei F(p,x) = pxr — f(x). Fir alle p € R, fir die die Funktion
x — F(p,x) in Abhdngigkeit von x auf dem Definitionsbereich von f ein Mazimum
annimmt, sei x(p) die Koordinate eines solchen Maximums und g definiert durch

9(p) = F(p,x(p)) = px(p) — f(z(p)).
Wenn f streng konvex ist, dann ist z(p), wenn es existiert auch eindeutig.

Ubungsaufgabe 2.51. Man zeige, dafi des Definitionsbereich von g ein Punkt, eine
beschrdnktes Intervall oder ein einseitig unbeschrinktes Intervall oder ganz R sein kann,
wenn die Funktion [ auf der ganzen x-Achse definiert ist. Man zeige ferner: Ist die
Funktion f in einem abgeschlossenen Intervall definiert, so ist sie auf der ganzen p-
Achse definiert.

Beispiel 2.52. (i) Es sei f(z) = 2%. Dann ist
F(p,x)=pr—a® und a(p)=5 und g(p) = 1"

(i) Es sei f(z) = me2 Dann ist

2

mx m pN\Z  p?
F 3 == _——— = —— ( J— _> .
(pz) = pa 2 2 v + m

Also gilt g(p) = %.

(iii) Es sei f(z) =% mit 1 < o. Dann hat fir alle p € R die Funktion v — F(p,z) =

a—1

px — f(x) eine monoton fallende Ableitung x — p — x und ber x = pﬁ ein

eindeutiges Mazimum. Also folgt
ot pit _a=1 o pf 11

R R —= a— —= a—1 — — t — —:]_
g:R—=R, p—gp) =p - —p 5 M &+ﬁ
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(iv) FEs sei f(x) ein konvexes Polygon. Dann ist auch g ein konvezes Polygon, wobei
den Ecken von f(x) die Kanten von g(p) entsprechen und den Kanten von f(x)
die Ecken von g(p). Beispielsweise geht ein Winkel in eine Strecke tiber.

Wir nehmen an, dafl die Funktion f differenzierbar ist. Dann muss f’ monoton
wachsend sein. Es ist leicht zu priifen, daf§ die Legendre-Transformation eine konvexe
Funktion in eine konvexe iiberfithrt. Somit konnen wir sie zweimal anwenden.

Lemma 2.53. Sie f eine differenzierbare konvexe Funktion auf einem offenen Intervall
I. Dann verlduft der Graph von f oberhalb aller Tangenten an den Graphen von f.

Beweis: Weil f konvex ist, ist f* monoton wachsend. Dann folgt fiir alle zq, z € I:

xT

f(@) = f(xo) = (z — o) f'(w0) = /(f’(t) — f'(xo))dt {

zo

>0 fir x> x
>0 fir x < ux.

Offenbar ist @ — f(zo) + (v — z0) f'(z0) die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(20, f(z0)). Deshalb verduft die Tangente an alle Punkte unterhalb des Graphen.q.e.d.

Satz 2.54. Die Legendre-Transformation st fiir differenzierbare konvere Funktionen
mwvolutiv, d.h. ihr Quadrat ist gleich der identischen Transformation: Wenn f bei der
Legendre-Transformation in g tibergeht, liefert die Legendre-Transformation von g wie-

der f.

Beweis: Um die Legendre-Transformierte der Funktion g von der Variablen p zu be-
stimmen, miissen wir definitionsgeméf eine neue unabhéngige Variable betrachten (die
wir mit = bezeichnen), die Funktion

G(z,p) = zp — g(p)
aufstellen und den Punkt p(z) finden, in welchem G ein Maximum hat:
G(z,p) < G(z,p(x)) firalle p.

Dann wird durch die Legendre-Transformation von g(p) eine Funktion von z gegeben,
die gleich G(x, p(x)) ist. Wir beweisen, dafl G(z,p(z)) = f(x) ist. Dazu bemerken wir,
daB fiir festes p im Definitionsbereich von g die Abbildung = — G(z,p) = zp — g(p)
eine einfache geometrische Bedeutung hat: Es ist die Tangente an den Graphen von f
in dem Punkt (x(p), f(z(p)), welche die Steigung p hat. Tatséchlich ist bei festem p
die Funktion G(z,p) eine lineare Funktion von x, wobei aa—f = p ist, und bei z = x(p)
haben wir G(z,p) = xp — g(p) = ap — axp + f(z(p)) = f(x(p)) geméB der Definition
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von g(p). Weil f differenzierbar ist und z(p) ein kritischer Punkt von = — pz — f(x)
muss auch f'(z(p)) = p gelten.

Wir halten nun den Punkt x = x4 fest und verdndern p. Dann sind die Werte
G(z,p) die Funktionswerte der Schnittpunkte der Tangenten an den Graphen von f
mit der Geraden x = x(. Aus dem vorangehenden Lemma folgt, dass all diese Tangenten
unterhalb des Graphen von f verlaufen und dass deshalb das Maximum G(z,p) bei
festem x(pg) gleich f(zx) ist und fiir p = p(xo) = f'(zo) angenommen wird. q.e.d.

Folgerung 2.55. Es sei eine Schar von Geraden y = px — g(p) gegeben. Dann hat die
Finhiillende dieser Schar die Gleichungy = f(z), wobei f die Legendre-Transformation
der Funktion g ist.

Definition 2.56. Zwei Funktionen f und g, die Legendre-Transformierte voneinander
sind, nennt man nach Young zueinander dual.

Nach Definition der Legendre-Transformation gilt fiir alle p auch F(x,p) = pxr —
f(x) < g(p) fiir beliebige x. Dann gilt diese Ungleichung fiir beliebige x und p. Hieraus
folgt die Youngsche Ungleichung

pr < f(x) + g(p).

2.6.1 Der Fall mehrerer Variabler

Es sei jetzt © — f(z) eine konvexe Funktion auf einer konvexen Teilmenge 2 C R";
d.h. der fiir je zwei Punkte x,y € €0 liegt der Graph von f unter der Verbindungsstrecke
zwischen den beiden Punkten:

flx+tly—2z) < flz)+t(fy) — f(z) firalle ¢e€]0,1].

Wenn f zweimal differenzierbar ist, sind die zweiten Richtungsableitungen in alle Rich-

tungen nicht negativ. Deshalb ist die Hessische, also die Matrix der zweiten partiellen

Ableitungen von f, eine nicht negative Matrix, d.h. fiir alle dz € R" gilt
————dz;dx; > 0.

- Oxlax] v xj -

J=1

7

Dann wird die Legendre Transformation p — ¢g(p) der Funktion f definiert als

9(p) = F(p,x(p)) = maz{F(p,x) |z € Q} mit F(p,z)=p-z— f(z).

Der Definitionsbereich besteht aus allen p, fiir die das Maximum in der obigen Defi-

nition existiert. Wenn f differenzierbar ist, dann gilt p = g—i. Alle vorangegangenen

Betrachtungen, einschlieflich der Youngschen Ungleichung, lassen sich ohne Anderun-
gen auf diesen Fall iibertragen.
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Ubungsaufgabe 2.57. (i) Weil fiir jede konvexe Funktion f auf einer konvezen Teil-
menge {2 C R™ die Finschrinkung auf die Schnittmenge von €2 mit einer beliebi-
gen Geraden im R™ eine konvexe Funktion ist, verlduft fir jede differenzierbare
konvexe Funktion auf einer offenen konvexen Teilmenge 2 C R™ die Tangential-
ebene an jeden Punkt unterhalb des Graphen von f.

(ii) Zeige, dass fiir eine differenzierbare konvexe Funktion f auf einer offenen konvezen
Teilmenge Q2 C R™ fiir xo € Q2 die Menge {z € Q| f'(x) = f'(x0)} konvez ist.

(iii) Es sei f : V. — R eine konvezxe differenzierbare Funktion auf einem endlichdi-
mensionalen Vektorraum V', so dass die Abbildung f' -V — V' = L(V,R) in den
Dualraum von V' surjektiv ist. Man zeige, dass fir alle p das folgende Mazimum
existiert und eine Funktion g : V' — R definiert:

g(p) = F(p,z(p)) = max{F(p,x) | x € Q} mit F(p,z)=(p,x)— f(x).

(iv) Essei f:R"™ — R eine quadratische Form x — f(x) =Y fijxjz; fir allew € R™.
Man zeige, dass ihre Legendre-Transformierte ebenfalls eine quadratische Form
g:R" = R mit p— g(p) = gijpip; ist, wobei die Werte beider Formen in den
entsprechenden Punkten tbereinstimmen. D.h. es gilt

flz(p)) =g(p) firalle peR™ und g(p(z)) = f(z) firale zeR"

2.7 Hamiltonsche Gleichungen

Durch die Legendre Transformation geht das System der Lagrangschen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung in ein besonderes symmetrisches System von 2n Gleichungen
erster Ordnung iiber, in das System der Hamiltonschen Gleichungen (oder der kanoni-
schen Gleichungen).

Wir betrachten das System der Lagrangeschen Gleichungen

— mit p=

pzé’q g

zu einer gegebenen Lagrange-Funktion L : R” x R” x R — R, welche wir beziiglich des

zweiten Arguments ¢ als konvex annehmen.

Satz 2.58. Die Lagrangschen Gleichungen sind zu folgendem System von 2n Gleichun-
gen erster Ordnung dquivalent, die Hamiltonsche Gleichungen genannt werde:
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Hierbei ist H(q,p,t) = max{pq — L(q,q,t) | ¢ € R"} fiir festes ¢ und t die Legendre-
Transformierte der Lagrange Funktion, als Funktion von q.

Beweis: Auf Grund der Definition ist fiir festes ¢ und ¢ die Legendre-Transformierte
von L(q, q,t) beziiglich ¢ eine Funktion H(p) = pg — L(q), in der ¢ durch p mittels der
Formel p = g—é ausgedriickt ist und die noch von den Parametern ¢,t abhéngt. Diese
Funktion H nennt man Hamilton-Funktion. Thr totales Differential

OH 0H OH

di = 2+ P g+
I R

ist gleich dem totalen Differential von pq — L fiir p = %—5:

OL oL

Beide Ausdriicke fiir dH miissen iibereinstimmen. Deshalb gilt

. OH d 0OH oL d OH oL
=— und —=—— und — =-——.

= ap dg  oq ot ot

Unter Verwendung der Lagrangschen Gleichungen p = ?9_5 erhalten wir die Hamilton-
schen Gleichungen. Wenn also ¢(t) den Lagrangschen Gleichungen geniigt, so erfiillt

(p(t),q(t)) die Hamiltonschen Gleichungen. Umgekehrt folgt aus p = g—é und den Ha-
miltonschen Gleichungen auch die Lagrangeschen Gleichungen. Somit sind das La-
grangsche und das Hamiltonsche System &dquivalent. q.e.d.

Bemerkung 2.59. Der so bewiesene Satz bezieht sich auf alle Variationsprobleme und
nicht nur auf die Lagrangeschen Gleichungen der Mechanik.

Beispiel 2.60. Im Beispiel der Newtonschen Gleichungen hat die Lagrange-Funktion
die Form L =T — U, wobei die kinetische Energie T eine quadratische Form in ¢ ist

1 .. .
T = 2 Z aijGiq;  mit  ai;(q,t),
und die potentielle Energie nur von q abhingt U = U(q).

Satz 2.61. Unter diesen Voraussetzungen ist die Hamilton-Funktion H die Gesamt-
energie H =T + U.

Der Beweis basiert auf dem folgenden Lemma iiber die Legendre-Transformierte
einer quadratischen Form:
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Lemma 2.62. Die Werte einer quadratischen Form f(x) und ihrer Legendre- Trans-
formierten g(p) stimmen in den entsprechenden Punkten tberein: f(x) = g(p).
2

Beispiel 2.63. Fir die Form f(z) = meQ ist p = mx und g(p) = ;—m = mé”Q = f(x).

Beweis des Lemmas: Nach dem Eulerschen Satz iiber homogene Funktionen zweiten
Grades ist

f'(@)(z) = 2f (x).
Folglich ist g(p(z)) = p -z — f(x) = ['(z)(x) = f(x) = 2f(z) = f(z) = f(z). q.ed.

Beweis des Satzes: Fiir festes ¢ und ¢ gilt wegen dem Lemma

H = pri—L{d) = 27(§)~(T(§)~U) = T(§)+U. qed
Beispiel 2.64. Fiir die eindimensionale Bewegung gilt
. ou
mg = 9

In diesem Fall ist T = 2¢*, U=U(q), p=¢, H = % +U(q), und die Hamiltonschen
Gleichungen erhalten die Form

oH
dq

Dieses Beispiel ermoglicht es, sich schnell zu erinnern, in welcher der beiden Hamil-
tonschen Gleichungen sich das Minuszeichen befindet.

Aus dem Satz iiber die Aquivalenz der Bewegungsgleichungen mit dem Hamilton-
schen System ergibt sich eine Reihe wichtiger Folgerungen. Zum Beispiel nimmt der
Energieerhaltungssatz eine einfache Gestalt an:

mq=p p=

Korollar 2.65. Offensichtlich gilt % = %—If. Insbesondere ist fiir ein System dessen
Hamiltonfunktion nicht explizit von der Zeit abhdngt (aa—[t{ = 0) die Hamiltonfunktion
eine Erhaltungsgrifie: H(p(t),q(t)) = const.

Beweis: Betrachten wir die Anderung von H entlang der Trajektorie H(p(t),q(t),t),
dann ist infolge der Hamiltonschen Gleichungen

dH OH OH 0H OH 0OH O0OH d

dt — 9p (_861)+(8q)(8p)+5‘t_3t eee
Beim Betrachten von Zentralfeldern stellen wir fest, dass sich das Problem durch die
Einfithrung von Polarkoordinaten auf ein eindimensionales zuriickfiithren 148t. Es zeigt
sich nun, dass jede Symmetrie eines Problems es zuldfit, ein Koordinatensystem ¢ so
auszuwahlen, dass die Hamilton-Funktion von gewissen Koordinaten nicht abhingt.
Damit ist es also moglich, gewisse erste Integrale zu finden, die ein solches Problem in
ein Problem mit einer geringeren Anzahl von Koordinaten iiberfiihren.
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Definition 2.66. Wenn die Hamilton-Funktion H(p1,p2, ..., Dn; G, - - -, Gn; t) nicht von
der Koordinate q; abhdngt, also g—f = 0 giult, nennt man sie zyklisch

Dieser Name stammt von dem Spezialfall der Winkelkoordinate ¢ im Zentralfeld.
Offenbar ist die Koordinate ¢; dann und nur dann zyklisch, wenn sie in der Lagrange-
Funktion nicht auftritt g—qLi = 0. Aus der Hamiltonschen Form der Bewegungsgleichung
ergibt sich

Korollar 2.67. Es sei q; eine zyklische Koordinate. Dann ist p; ein Integral der Be-
wegung. Die Anderung der tbrigen Koordinaten mit der Zeit ist dabei dieselbe wie
in etnem System mit n — 1 unabhdngigen Koordinaten qo,...,q, mit der Hamilton-
Funktion

H(C7p27 <o Pnyq2, .- 7Qn7t>7

die noch vom Parameter ¢ = py abhdngt.

Beweis: Setzen wir p’ = (pa,...,pn) und ¢ = (o, - .., ¢n), dann bekommt das Hamil-
tonsche System die Form

d , 0OH d O0H d , 0OH d
dtq o dtq1 - Op;i a9
Die letzte Gleichung zeigt, dass p; = const ist. Deshalb geht die Grofle p; im Glei-

chungssystem fiir p’ und ¢’ nur als Parameter in die Hamiltonfunktion ein. Nach dem
das System von 2n — 2 Gleichungen gel6st ist, nimmt die Gleichung fiir ¢; die Gestalt

d _ OH(p,p'(t),qd(t) 1)
dtql 8p1

an und 148t sich leicht integrieren. q.e.d.

Korollar 2.68. Jedes System mit zwei Freiheitsgraden (n = 2), das eine zyklische
Koordinate hat, ist integrierbar.

Beweis: In diesem Fall ist namlich das System fiir p’, ¢’ eindimensional und kann
unverziiglich mit Hilfe des Integrals H(p', ¢') = ¢ integriert werden. q.e.d.

2.8 Ein Satz von Liouville

Wir werden sehen, dass der Fluss des eines Hamiltonschen Vektorfeldes infolge der
Hamiltonschen Gleichungen das Volumen im Phasenraum unveréndert 148t. Hieraus
folgt z.B., dass das Hamiltonsche System nicht asymptotisch stabil sein kann. Wir
betrachten der Einfachheit halber den Fall, dass die Hamilton- Funktion die Zeit nicht
explizit enthdlt H = H(q, p).
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Definition 2.69. Der 2n-dimensionale Raum mit den Koordinaten pq,...,p, und
qi, -, qn wird Phasenraum genannt.

_ou

Beispiel 2.70. Im Falln =1 ist dies die Phasenebene mit dem Systems T = —%=.

Ebenso wie in diesem einfachsten Beispiel ergeben die rechten Seiten der Hamil-
tonschen Gleichungen ein Vektorfeld: In jedem Punkt (g, p) des Phasenraumes gibt es
einen 2n-dimensionalen Vektor (—%—Ij, %—I;). Wir setzen voraus, dass sich jede Losung
der Hamiltonschen Gleichungen auf die gesamte Zeitachse fortsetzen léf3t. Dafiir ist es

wegen Lemma 1.40 hinreichend, dass die Niveaumengen der Funktion H kompakt sind.

Definition 2.71. Der Phasenfluf$ ist die einparametrige Gruppe der Transformationen
des Phasenraumes

®(t,-) = (p(0),4(0)) = (p(t),q(t)),

wobei p(t), q(t) die Losungen des Systems der Hamiltonschen Gleichungen sind.
Ubungsaufgabe 2.72. Man beweise, dass {®(t,-) |t € R} eine Gruppe ist.

Satz 2.73 (Liouville). Der Phasenfluf$ von einer zweimal differenzierbaren Hamilton-
funktion H lifst das Volumen unverdndert: Fiir jeden beliebigen Bereich D ist das
Volumen von ®(t, D) unabhdngig von t gleich dem Volumen von D.

Wir werden eine etwas allgemeinere Behauptung beweisen die ebenfalls von Liou-
ville stammt. Gegeben sei ein System gewohnlicher Differentialgleichungen auf einer
offenen Teilmenge 2 C R™:

t=F(zr) mit F:Q—>R"

dessen Losungen auf der gesamten Zeitachse fortgesetzt werden konnen. Es sei ®(¢,-)
der entsprechende Fluss:
0b(t, x)
ot

Ferner sei D(0) eine Teilmenge von €2 und v(0) sein Volumen. Wir definieren

= F(D(t,1)).

v(t) = Volumen(D(t)) fiir D(t) = ®(¢, D(0)).

Satz 2.74. Wenn die Divergenz V - F des Vektorfeldes I verschwindet, dann ldfit
O(t,-) das Volumen unverdndert: v(t) = v(0).

Wir beweisen zunéchst folgedes Lemma:
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Lemma 2.75. Es gilt die Beziehung

= / V - Fdx™.
=0
(0)

Beweis: Fiir beliebiges ¢t und nach Definition der Jacobischen Determinante gilt

lii}
v(t) = / ‘detia g;a:)
D(0)

Fiir t = 0 ist ®(0,2) = = und 2292 — F(2). Daraus folgt

dv
dt

dz".

ot
o o
O%(t, x) 1 d 0%(t, x) — F'(z).
ot |, dt oz |,_,
Wegen V - F(z) = Spur F'(z) folgt die Aussage aus dem Lemma 1.63. q.e.d.

Beweis des Satzes von Liouville: Wegen der Eigenschaft (ii) in Definition 1.33 folgt
aus dem Lemma auch

Weil die Divergenz identisch verschwindet, isl also v(t) konstant. q.e.d.
Speziell fiir das Hamiltonsche System gilt fiir zweimal differenzierbare H

0 OH 0 (0H
v ()t () =0

Damit ist der Satz von Liouville ebenfalls bewiesen. q.e.d.
Der Liouvillesche Satz erlaubt es, bei der Untersuchung mechanischer Systeme Me-
thoden der sogenannten Ergodentheorie anzuwenden. In der Ergodentheorie benutzt
man die Mafitheorie um dynamische Systeme zu untersuchen. Natiirlicherweise spie-
len dabei solche dynamischen eine herausragende Rolle, bei denen ein invariantes Maf}
existiert. Wegen dem Satz von Liouville erhalten alle Hamiltonschen Vektorfelder das
Volumenmaf. Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir noch einen grundlegen-
den Satz iiber solche Systeme, die ein Maf} invariant lassen. Dabei betrachten wir den
einfachten und allgemeinsten Fall einer Abbildung, die ein Maf} invariant 1483t.

Poincaréscher Wiederkehrsatz 2.76. Es sei A eine volumenerhaltende, stetige Ab-
bildung, die ein offenes Gebiet @ C R™ endlichen Volumens auf sich selbst abbildet:
AlQ] C Q. Dann besitzt jede offene Teilmenge O C Q) eine messbare Teilmenge S mit
Volumen Null, so dass alle Elemente x € O\ S unendlich oft nach O zurickkehren,
d.h. die Folge (A™(2))nen enthdlt unendlich viele Elemente in O.
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Beweis: Wir bezeichnen mit der Abbildung A~! die Abbildung von den messbaren
Teilmengen von 2 auf sich selber, die jeder messbaren Menge das Urbild unter A
zuordnet. Entsprechend bezeichen wir fiir alle n € Ny mit A™" die n-fache Iteration
von A~!, also die Abbildung, die jede messbare Teilmenge X C Q auf das Urbild von
X unter der n-fachen Tteration von A abbildet. Insbesondere sei A°[X] = X fiir alle
messbaren Teilmengen X C 2. Die offene Menge O hat natiitlich ein positives Volumen

vol(0) = /d":p > 0.

o

Dann sei U die Menge aller Punkte z € O, fiir die die Folgen (A"(x))nen unendlich
viele Elemente in O besitzen:

ool 0 a0
N=1n=N

Weil A volumenerhaltend ist, und € auf sich selber abbildet, gilt vol(£2) = vol(A[€]).
Deshalb hat das Komplement Q\ A[Q2] von dem Bild von © unter A in €2 kein Volumen

vol(Q2\ A[Q2]) = vol(Q2) — vol(A[Q]) = 0.

Fiir jede messbare Teilmenge X C Q wird A7*[X] durch A auf das relative Komplement
von Q\ A[Q2] in X abgebildet. Deshalb gilt fiir jede messbare Teilmenge X C 2 auch
vol(A7[X]) = vol(X). Daraus folgt fiir alle N € N

vol(0) = vol(A7Y[0]) = vol(A™N[0]) und vol (U A‘"[O]) = vol ( U A‘"[O]) .

n=0

Die Folge (U~ xy A7"[O0]) nen, enthélt immer kleinere Mengen, die alle das gleiche Vo-
lumen haben. Dann gilt fiir alle N € Nj:

0 = vol (U Ao A‘"[O]) > vol <0m Ao A‘"[O]) > 0.
n=N n=N+1 n=N n=N+1
Das Komplement von U in O ist gleich
S=0\U=J (Om UJ a0 U A"[O]).
N=0 n=N n=N+1

Weil alle diese Mengen kein Volumen haben, hat auch S kein Volumen. q.e.d.
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Wir haben in dem Beweis sogar fiir alle messbaren Mengen O C ) gezeigt, dass die
Menge aller Punkte z € O, fiir die die Folge (A"(x))nen unendlich viele Element in O
besitzt, das gleiche Volumen wir O hat.

Dieser Satz wird zum Beispiel auf den Phasenflul eines mechanischen Systems an-
gewandt, in dem U im Unendliche anwichst, so dass folgende Mengen kompakt sind:

Q={(¢,p) | T(q,p) +U(q) < E}.

WEeil der Phasenfluss diese Mengen invariant 148t, kann man dann den Poincaréschen
Wiederkehrsatz anwenden. Wie sich das Teilchen bewegt, ist zwar unbekannt. Jedoch
sagt das Poincarésche Theorem eine unendlichfache Riickkehr in jede Umgebung der
Ausgangslage voraus. Dies ist eine der wenigen allgemeinen Schluifolgerungen iiber den
Charakter der Bewegung. Die Einzelheiten der Bewegung sind schon in dem folgenden
Fall nicht mehr bekannt:
T = E mit z € R?.

Eine etwas paradoxe Schlufolgerung aus dem Liouvilleschen Satz und dem Poin-
caréschen Wiederkehrsatz ist folgende Aussage: Wenn man die Trennwand 6ffnet, die
eine Kammer mit Gas von der mit dem Vakuum trennt, so konzentrieren sich die Gas-
molekiile nach einer gewissen Zeit wieder in der ersten Kammer. Die Losung des Rétsels
besteht darin,dass eine ”gewisse Zeit” grofler ist als die Zeit der Existenz des Sonnen-
systems. Siehe beispielsweise P. Halmos, Lectures on Ergodic Theory, AMS 2006.

Beispiel 2.77. Es sei §2 ein Kreis und A die Drehung um den Winkel 2. Die Abbil-
dung t — exp(2mit) ist ein Gruppenhomomorphismus von R nach S*. Der Kern besteht
aus Z. Deshalb ist S* isomorph zu R/Z. Das Lebesquemaf induziert auf R/Z ein trans-
lationsinvariantes Maf. Deshalb ist dieses MafS unter der Multiplikation mit exp(2mic)
invariant. Wenn o = 7 rational ist, dann ist A" die identische Transformation. Wenn
a nicht rational ist, so folgt aus dem Poincarésche Wiederkehrsatz, dass fir alle 6 > 0
ein v € (—6,0) ewistiert, so dass v+ 5= € (—04,0) mod Z fiir unendliche viele n € N
gilt. Weil fir irrationale  aber gilt naw # 0 mod Z, gibt es fir alle § > 0 also undend-
lich viele n € N mit naw € (—20,0)U(0,20) mod Z. Dann liegen in jedem Intervall der

Léinge 46 von R/Z undendlich viele Elemente von der Folge (na)en. Deshalb folgt

Korollar 2.78. Ist 5= keine rationale Zahl, so ist fir = € C mit |z| = 1 die Menge
der komplexen Zahlen {exp(ika)z | k € N} eine in S' = {z € C | |z| = 1} dichte
Teilmenge. q.e.d.
Beispiel 2.79. Es sei Q) = R?/Z? ein zweidimensionaler Torus und ¢ = (p1, 02) seien
Winkelkoordinaten auf ihm. Das konstante Vektorfeld oo € R? ist divergenzfrei und
induziert auf  einen volumenerhaltenden Fluss:

®(t,"): R*/Z* = R*/Z*, o+ ®(t,9) = p+ta mod Z°.
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Um die Bahnen dieses dynamischen Systems zu untersuchen, betrachten wir fir alle
01 € R/Z die Bahn durch den Punkt (¢1,0) € R?*/Z%. Wenn ag # 0, dann geht die
Bahn fir t = 2= mit n € Z wieder durch einen Punkt von der Form (p1 + %, n) =

(1 o 0) mod Z?. Also kinnen wir durch die Translationt — t+2 ein zeztdzskretes
System 11+t auf o1 € R/Z definieren. Dann folgt aus Korollar 2. 78

Satz 2.80. Ist das Verhdltnis <+ irrational, so ist fir alle ¢ € R?/7? die Umwicklung
{®(t,p) | t € R} des Torus iberall dicht auf dem Torus.

Ubungsaufgabe 2.81. Man zeige, dass im Fall eines irrationalen w die Lissajoussche
Figur {(cost,coswt) | t € R} im Quadrat (x,y) € [—1,1] x [—1, 1] dberall dicht ist.

Ubungsaufgabe 2.82. Es sei Q ein n-dimensionaler Torus T" = R™/Z". Es sei
a € R™ und ®(t,-) die volumenerhaltende Transformation

O(t,-) :R*/Z" - R"/Z", ¢ ¢+ at.
Man untersuche, unter welchen Bedingungen an o« und o die folgenden Mengen dicht
in R"/Z™ liegen:
(i) {®(t,¢) [t €R}.
(ii) {P(t,p) |t € Z}.

Die Transformationen aus den vorangehenden Beispielen sind eng mit der Mechanik
verkniipft. Da aber das Poincarésche Theorem abstrakt ist, ist es nicht an mechanische
Anwendungen gebunden.

Ubungsaufgabe 2.83. Wir betrachten jeweils die erste Ziffer der Zahlen 2" :
(n=0,1,2,...): 1,2,4,81,3,6,1,2,5,1,2/4,...

(i) Finde ein maflerhaltendes zeitdiskretes dynamisches System, so dass die obige Folge
durch einen Orbit dieses Systems beschrieben werden kann.

(ii) Zeige, dass jede Ziffer in {1,...,9} in der obigen Folge undendlich oft vorkommdt.

(iii) Zeige, dass es nur ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf dem zeitdiskreten dynamischen
Systeme in (i) gibt, das unter ®(1,-) invariant ist.
Hinweise: benutze, dass das Lebesquemaf auf R eindeutig dadurch charakterisiert

ist, dass es translationsinvariant ist und die Menge [0,1] das Volumen FEins hat.

(iv) Berechne die Wahrscheinlichkeiten, mit der 7 und 8 in der obigen Folge auftau-
chen.
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2.9 Kommutator von Vektorfeldern

Jedem differenzierbaren Vektorfeld A : 2 — R™ auf einer offenen Teilmenge Q2 C R"
kénnen wir zwei Objekte zuordnen:

(i) Den lokalen Fluf§ ®4 auf der offenen Teilmenge W4 C R x €2, der die maximalen
Integralkurven folgender gewthnlichen Differentialgleichung beschreibt:

9D 4(t, )

It = A(q)A(t,ZL’))

(ii) Den Differentialoperator erster Ordnung L4, der Richtungsableitungen in Rich-
tung des Vektorfeldes A:

0f (x)
al‘l

0f (z)

(Laf)(z) = Alz) - Vf(z) = Ai() or.

+...+ A, ()

Ubungsaufgabe 2.84. Man zeige, daff der Operator L4 linear ist:
La(Af+pg) = ALaf +pLag  fir alle A\, pu € R und differenzierbare f,g

und beweise die Leibnizsche Formel

La(fg) = (Laf)g+ f(Lag) fir differenzierbare f,g.

Ubungsaufgabe 2.85. (i) Man gebe Bedingungen an, unter denen das Vektorfeld A
eindeutig einen lokalen Fluss ® 4 definiert.

(ii) Umgekehrt gebe man Bedingungen an, unter denen ein lokaler Fluss ® eindeutig
ein Vektorfeld A bestimmd.

(iii) Man zeige induktiv in n, dass es fir einen Differentialoperator L auf den glatten
Funktionen einer offenen Teilmenge 2 C R™, der linear ist und die Leibnizregel
erfullt, ein glattes Vektorfeld A gibt, so dass Lf = Laf fir alle Polynome f gilt.

(iv) Man zeige, dass (iii) im Fall n = 1 sogar fir alle glatten Funktionen f gilt.
Benutze dabei, dass fiir jede glatte Funktion f die Funktion %@0) auch glatt ist.
(v) Zeige induktiv in n, dass (iii) fir Q C R™ und alle glatten Funktionen f gilt.
Auf einer offenen Menge 2 C R"™ seien zwei Vektorfelder A und B gegeben. Wir
sagen, dass die entsprechenden lokalen Fliisse kommutieren, wenn

Du(s,Pp(t,z)) = Pp(t,Pa(s, x))
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fir alle s, ¢, x gilt, so dass einerseits (t,z) € Wp und (s, ®p(t,x)) € Wa gilt und an-
dererseits (s,x) € Wy und (¢, P4(s,z)) € Wg. Diese Menge ist immer eine Umgebung
von (s,t,xz) € {0} x {0} x Q.

Ubungsaufgabe 2.86. Man zeige, dass die lokalen Flisse ® 4 und ®g von zwei diffe-
renzierbaren Vektorfeldern A und B auf einer offenen Teilmenge 2 C R™ genau dann
kommutieren, wenn ®4(s, Pp(t,x)) = Pp(t, Pa(s,x)) fir alle (s,t,x) in einer Umge-
bung von {0} x {0} x Q CR x R x Q gilt.

Man gebe ein Beispiel von nicht kommutierenden Fliissen an.

Um den Grad der Nichtkommutativitéit der beiden Fliile ® 4 und ® 5 zu messen, be-
trachten wir die beiden Punkte ®4(s, p(t,x)) und ®p(t, Pa(s,x)). Zur Abschitzung
des Abstands zwischen diesen Punkten vergleichen wir die Werte fiir eine glatte Funk-
tion f auf ). Die Differenz

A(‘Svtv ZL’) = f(q)A<37 (I)B<t7 SL’)) - f(q)3<t7 ®A<87x))

ist offenbar eine differenzierbare Funktion, welche fiir s = 0 und fiir £ = 0 gleich 0 ist.
Deshalb verschwinden bei (s,t) = (0,0) alle partiellen Ableitungen nur nach s oder
nur nach ¢. Die erste nicht verschwindende Ableitung bei (s,t) = (0,0) ist also die
gemischte zweite partielle Ableitung nach s und ¢. Diesen Term berechnen wir jetzt.

Lemma 2.87. Die gemischte partielle Ableitung von A\ nach s,t an der Stelle (s,t) =
(0,0) ist der Kommutator der Differentiation in den Richtungen von A und B:
92
Otos

f(@als, @p(t, x)) = f(@p(t, Pa(s, 7)) = (LpLaf — LaLpf)(z).

s=t=0

Beweis: Gemifl der Definition L4 gilt

0

55| [(®als, 5(t 7)) = (Laf)(Ps(t 2))).

s=0

Wenn wir die Funktion L4 f mit g bezeichnen, ergibt sich nach Definition von Lp

p 9(®(t,r)) = (Lpg)(x),

t=0

und damit

92
Otos

(LpLaf)(@).

s=t=0
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Wegen dem Schwarzschen Lemma kommutieren die partiellen Ableitungen, und wir
konnen die gemischte Ableitung des anderen Terms in umgekehrter Reihenfolge aus-
rechnen. Dann folgt die Behauptung. q.e.d.

Wir betrachten jetzt den Kommutator von LgL 4 — L4 Lg. Auf den ersten Blick ist
das ein Differentialoperator zweiter Ordnung.

Lemma 2.88. Der Operator LgL s — LaLg ist ein linearer Differentialoperator erster
Ordnung, der linear ist und die Leibnizregel erfiillt.

Beweis: Es seien A = (Ay,...,A,) und B = (By,...,B,) die Komponenten der
Vektorfelder A bzw. B auf der offenen Menge {2 C R™. Dann gilt

L0, D M0
LBL"‘f:;Bia_xi;Aj@_@f _Z TR S ”a 837]

i,7=1 2,j=1

Wenn wir hiervon L4 Lgf subtrahieren, verschwinden die Terme mit den zweiten Ab-
leitungen von f, und iibrig bleibt

0A; 0B;\ Of
LgLy— LsL — A= .
(LiLa— LaL)f = z( ot~ il ) oL
Also gilt [Lp, L] = Lo mit C(z) = A'(z)B(x) — B'(x)A(z). Dann folgt auch, dass der
Kommutator linear ist und die Leibnizregel erfiillt. q.e.d.
Man rechnet auch leicht allgemein nach, dass der Kommutator zweier Differential-
operatoren L und L', die beide die Leibnizregel erfiillen, wieder die Leibnizregel erfiillt:

(LL' — L'L)(fg) = L((L' f)g + f(L'g)) = L'((Lf)g + f(Lg))
= (LL' f)g+ (L' f)(Lg) + (Lf)(L'g) + f(LL'g)
—(L'Lf)g — (Lf)(L'g) — (L'f)(Lg) — f(L'Lg)
= (LL' — L'Lf)g+ f(LL — L'Ly).

Definition 2.89. Da jeder lineare Differentialoperator erster Ordnung durch ein Vek-
torfeld gegeben ist, entspricht der Operator LgL o — LaLp ebenfalls einem Vektorfeld

C:Q—R" zw Cx)=A(2)B(x)— B'(x)A(x) wund Lc=LgLs— LaLp.

Diese Vektorfeld heifit der Kommutator der beiden Vektorfelder B und A und wird mat
C = [B, A] bezeichnet.
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Ubungsaufgabe 2.90. Es sei A das lineare Vektorfeld, das jedem Punkt x € R® auf
das Vektorprodukt von x mit dem Vektor a € R3 abbildet und B das lineare Vektorfeld,
dass jeden Punkt v € R® auf das Vektorprodukt von x mit dem Vektor b € R? abbildet.
Die entsprechenden Fliisse ergeben Rotationen um die Achsen a und b. Berechne den
Kommutator [A, B] dieser beiden Vektorfelder.

Satz 2.91. Der Kommutator verwandelt den linearen Raum wvon Vektorfeldern auf
einer offenen Teilmenge 2 C R™ in eine Lie Algebra.

Beweis: Linearitit und Schiefsymmetrie des Kommutators sind evident. Wir beweisen
nun die Jacobische Identitédt. Geméafl der Definition der Poissonklammer gilt

LiaB,c) = LoLia,g — LiapLc
= LcLlgly— LoLaLlg+ LaLlgLle — LgLaLc.

Insgesamt sind in der Summe L g),c) + LjB,c),4) + Ljc,a),8 zwOlf Terme vorhanden;
jeder erscheint zweimal mit engegengesetztem Vorzeichen. q.e.d.

Satz 2.92. Seien A und B differenzierbare Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge
Q) C R"™. Die beiden lokalen Fliisse ® 4 und ®p kommutieren dann und nur dann, wenn
der Kommutator [A, B] der beiden Vektorfelder verschwindet.

Beweis: Wenn die beiden lokalen Fliisse ®4 und ®p kommutieren, dann folgt aus
Lemma 2.87, dass auch die beiden Vektorfelder kommutieren, also [A, B] = 0.
Umgekehrt nehmen wir jetzt an, dass der Kommutator [A, B] der beiden Vektor-
felder A und B verschwindet. Wir wollen zeigen, dass die beiden lokalen Fliisse dann
auch kommutieren. Offenbar ist fiir (s,2) € W4 und hinreichend kleine ¢ die Abbil-
dung (t,x) — ®u(—s, Pp(t,Pa(s,x))) ein lokaler differenzierbarer Fluss. Weil jeder
differenzierbare Fluss zu einem Vektorfeld gehort, gehort auch dieser Fluss zu einem
Vektorfeld, dass wir mit B bezeichnen wollen. Dieses Vektorfeld berechnet sich durch:

By(z) = % Dp(—s,Pp(t,Pa(s, 1)) = Dy (—s,Pa(s,2))B(Pa(s,x)).
t=0

Hier bezeichnet der Strich die Ableitung nach der Raumkoordinate in €. Wir wol-
len jetzt fir x € Q die Abbildung s — B,(x) nach s differenzieren. Dafiir bemerken
wir, dass B; eine Verkettung von drei Abbildungen ist. Die letzte ®,(—s, ®4(s,x))
ist eine lineare Abbildung von R™ auf sich selber, die von s abhingt. Um sie nach s
zu differenzieren, ist es einfacher die Umkehrabbildung nach s zu differenzieren. Aus
D 4(—s,Da(s,z)) = z folgt, dass die Ableitungen dieser beiden Abbildungen zueinan-
der invers sind, also ®',(—s, ®4(s,z)) die Umkehrabbildung von ®',(s, z) ist. Weil die
partiellen Ableitungen nach s und z vertauschen, gilt

OV (s,x)  POu(s,z)  PPu(s,z)  OA(x)Da(s, )
ds  90s0r  Oxds Ox

= A'(Pa(s,1))®(s,2).
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Dann folgt fiir die inverse lineare Abbildung

%@'A(—s,@(s,x)) = - (=5, D(s,1)) A (Pa(s, 7))y (5,2)P' 4 (—s, P(s, 7))
= - (—s5,D(s,2)) A (P4(s, 7).
Deshalb berechnet sich die Ableitung von s — B,(z) durch

4
ds

(
(

By(x) = @y (=5, als, ) B (Pals, 2))A(Pa(s, z))
— Py(=s, Pals, ) A (Pa(s, 7)) B(Pa(s, 7))
= (I);x(_sa (I)A(Sv :L‘))[A, B]((I)A(Sa l‘))

Wenn also der Kommutator verschwindet, dann ist s — B,(x) fiir alle x € Q konstant.
Fiir s = 0 gilt aber By = B. Deshalb ist dann dieses Vektorfeld B; fiir alle s gleich B.
Dann stimmen aber auch die beiden Fliisse tiberein. Also folgt, dass fiir hinreichend
kleine s die folgenden beiden Fliisse iibereinstimmen:

Dy(—s,-) o Pp(t,-) o DPy(s, ) = Pp(t,-).

Dann folgt sofort ®p(t,-) o P4(s, ) = Pa(s,:) o Pp(t,-). q.e.d.

Dieser Satz zeigt, dass die Vektorfelder als die Lie-Algebra der Gruppe der lokalen
Diffeomorphismen einer offenen Teilmenge €2 C R™ angesehen werden kann. Dabei
definiert der Kommutator von Vektorfeldern die Verkniipfung der Lie-Algebra, also
die Lieklammen. Umgekehrt 148t sich die Lieklammer einer Lie-Algebra mit Hilfe des
Kommutators von Vektorfeldern definieren.

Es sei G die Gruppe der linearen invertierbaren Abbildungen von R™ auf sich selber.
Ahnliche Aussagen gelten auch fiir Untergruppen dieser Gruppe. Fiir ¢ € G ist die
Rechtstranslation R, die Abbildung

R,:G— G, Rzh=hg.

Die Ableitung von R, im Punkt ¢ bildet die n x n Matrizen auf sich selber ab. So-
mit entspricht jeder n x n-Matrix A auch ein Vektorfeld auf G: Es besteht aus den
Rechtstranslationen (R,)'A und wird rechtsinvariantes Vektorfeld genannt. Offensicht-
lich ist ein rechtsinvariantes Vektorfeld auf einer Gruppe eindeutig durch seinen Wert
im Einselement bestimmt.

Ubungsaufgabe 2.93. (i) Man zeige, dass die rechtsinvarianten Vektorfelder auf G
durch die Abbildungen g — Ag gegeben sind, wobei A eine n X n-Matrix ist.

(ii) Man zeige, dass der Kommutator zweier rechtsinvarianter Vektorfelder wieder ein
rechtsinvariantes Vektorfeld ist, und genau dem Kommutator der entsprechenden
n X n-Matrizen entspricht.
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2.10 Poissonklammer

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass die Hamiltonschen Vektorfelder auf einer
offenen Teilmenge Q0 C R?" eine Unteralgebra der Lieschen Algebra aller Vektorfelder
bilden. Die Hamiltonfunktionen bilden sogar selber eine Liesche Algebra: Die Operation
in dieser Algebra wird Poissonklammer von Funktionen genannt. Die ersten Integrale
des Hamiltonschen Phasenflusses bilden eine Unteralgebra der Lieschen Algebra der
Hamilton-Funktionen.

Es sei Q eine offene Teilmenge von dem Phasenraum (q,p) € R*. Jede auf Q
zweimal stetig differenzierbare Funktion H : 2 — R entspricht ein lokaler Fluss
Qp(t, ) = Px(m) auf Q, nédmlich der Phasenflul des Hamiltonschen Vektorfeldes X (H).

Definition 2.94. Die Poissonklammer {g, f} zweier differenzierbarer Funktionen f
und g auf einer offenen Menge Q des Phasenraumes (q,p) € R*" is definiert als die
Ableitung von f in Richtung des Hamiltonschen Vektorfeldes X (g):

0.710) = | H@xi(t)

Somit ist die Poissonklammer zweier Funktionen auf Q) ebenfalls eine Funktion auf €.

Bemerkung 2.95. In der klassischen Dynamik definiert man diblicherweise die Pois-
sonklammer mit einem umgekehrten Vorzeichen. Dann ist aber die Abbildung f —
X (f) von den Funktionen in die Hamiltonschen Vektorfelder mit der in der Differen-
tialgeometrie tiblichen Definition kein Lie Algebra Homomorphismus. Deshalb definiert
Arnold beispielsweise die Lieklammer von Vektorfeldern mit dem umgekehrten Vorzei-
chen, als es in der Differentialgeometrie tiblich ist. Weil sich die Konventionen der
klassischen Mechanik mit denen der Differentialgeometrie wiedersprechen, miissen wir
eine Wahl treffen. Wir haben uns fir die Konventionen der Differentialgeometrie ent-
schieden, und definieren deshalb die Poissonklammer mit dem umgekehrten Vorzeichen,
als es in der klassischen Mechanik tiblich ist.

Korollar 2.96. Die Funktion f ist dann und nur dann ein Integral des Phasenflusses
der Hamilton-Funktion H, wenn ihre Poissonklammer mit H identisch verschwindet:

{H,f}=0. q.e.d.

Wir kénnen die Poissonklammer auch in einer etwas anderen Art definieren, wenn
wir den Isomorphismus J zwischen dem Gradienten von H und den Vektorfeldern auf
einer offenen Teilmenge 2 des Phasenraumes (g, p) € R*" verwenden. Das Hamiltonsche

Vektorfeld X (H) ist durch X(H) = JVH definiert. Hieraus ergibt sich
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Korollar 2.97. Die Poissonklammer der Funktion g und f ist gleich dem Wert der
Richtungsableitung in Richtung von dem Hamiltonschen Vektorfeld X (g):

{9./} =X(9)-V/. qe.d.
Setzen wir X (g) = JVg in die Formel ein, so ergibt sich

Korollar 2.98. Die Poissonklammer der Funktionen g und f st gleich dem antisym-
metrischen Produkt der Gradienten der beiden Funktionen g und f:

{9,f}=(JVg)-Vf=-Vg-JVf=Vf-JVyg. q.e.d.
Jetzt gilt offensichtlich

Korollar 2.99. Die Poissonklammer der Funktionen f und g ist eine schiefsymmetri-
sche Bilinearform der Funktionen f und g:

{9t =g, 1}, AN +pg,h}=M[fht+p{g,h} mit A\ peR. q.e.d.

Die vorangegangenen Betrachtungen sind zwar evident. Sie fithren zu nichttrivialen
Schluffolgerungen, darunter zu folgender Verallgemeinerung des Noetherschen Satzes.

Satz 2.100. Wenn eine Hamilton-Funktion H auf einer offenen Teilmenge ) des
Phasenraumes (q,p) € R* gegeben ist, und auf den Integralkurven eines Hamiltonschen
Vektorfeldes X (g) einer Funktion g auf Q konstant ist, so ist g ein Integral des Systems
mat der Hamilton-Funktion H.

Beweis: Unter dieser Bedingung ist H ein Integral des Flusses ®x(,), daraus folgt
{9,H} =0und {H,g} =0, und F ist ein Integral des Flusses. q.e.d.
Die Poissonklammer zweier differenzierbarer Funktionen berechnet sich also durch

1,9} (g, p) = Vg(q p)- IV f(a,p) = Vyg(a,p) - Vof(a,p) — Veg(a,p)Vpf(q,p)

Z <ag q:p) 0f(q,p)  9g(q,p) 0f (g, p))
N Op; dq; Dy Op;

Insbesondere sind die Poissonklammern der Basisfunktionen ¢1,...,q, und py,...,p,
gegeben durch

0 firi+#j

{6,0;} ={pi,p;} =0fiir i, j = 1,...,nund — {g,p;} = {pj, ¢} = L
1 fiiri=j.
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Korollar 2.101. Die Poissonklammer erillt fir differenzierbare Funktionen f, g, h auf
einer offenen Teilmenge Q C R?" folgende Leibnizregel:

{h, fa} ={h, frg+ f{h, g}.

Beweis: Das folgt daraus, dass die Poissonklammer {h, fg} gleich der Richtungsablei-
tung von fg in Richtung des Vektorfeldes X (h) ist, und die Richtungsableitung jedes
Vektorfeldes die Leibnizregel erfiillt. q.e.d.

Satz 2.102. Die Poissonklammer erfillt fir zweimal differenzierbare Funktionen f, g, h
auf einer offenen Teilmenge Q2 C R?™ folgende Jacobiidentitiit:

{hAg, f1}+{f{hg}} +{g,{f.h}} =0.

Korollar 2.103. (Satz von Poisson). Die Poissonklammer zweier Integrale f und g
der Bewegung f, g eines Systems mat der Hamilton-Funktion H ist ebenfalls ein Integral
der Bewegunyg.

Beweis: Aus der Jacobischen Identitét folgt

Somit kénnen wir aus der Kenntnis zweier erster Integrale ein drittes, viertes usw.
bekommen. Allerdings sind nicht alle so ermittelten Integrale grundsétzlich neu, da
es nicht mehr als 2n unabhiingige Funktionen auf R?" gibt. Manchmal bekommen wir
Funktionen von alten Integralen oder Konstanten, die gleich 0 sein konnen. Mitunter
ergeben sich jedoch neue Integrale.

Ubungsaufgabe 2.104. Auf dem Phasenraum R*" ist der Drehimpuls M definiert als
das Vektorprodukt von ¢ mit p. Man berechne die Poissonklammern der Komponenten
von p und M.

Daraus folgt der

Satz 2.105. Wenn zwei Komponenten My und Ms, des Drehimpulses eines mechani-
schen Systems Erhaltungsgrifien sind, ist es die dritte ebenfalls. q.e.d.

Beweis der Jacobischen Identitidt: Wir betrachten die Summe

{h, g, 1} =19, {f, h}} +{f {h g9} },

die eine Linearkombination von zweiten partiellen Ableitungen der zugehorigen Funk-
tionen f, g und h ist, deren Koeffizienten Produkte der erste Ableitungen der beiden
anderen Funktionen sind. Die zweiten Ableitungen von f tauchen nur in den Termen

{h7 {gaf}} + {ga {f7 h}} = {h’ {ga f}} - {97 {h7 f}}
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auf und sind gleich

(LxwLx(g) = Lx Lxw) f = [X(h), X(9)] - Vf.

Wir haben gesehen, dass diese Richtungsableitung von f in Richtung des Kommutators
[X(h), X(g)] nur erste Ableitungen von f enthilt. Also verschwinden die Koeffizienten
vor den zweiten Ableitungen von f und dann wegen der Symmetrie auch vor den
zweiten Ableitungen von g und h. Dann muss dieser Ausdruck verschwinden. q.e.d.

Korollar 2.106. Es seien X (g) und X (h) Hamiltonsche Vektorfelder zu den Hamilton
Funktionen g und h. Dann ist die Richtungsableitung von f in Richtung des Kommu-
tators [X (h), X (g)] gegeben durch

{h7 {gaf}} - {97 {h7 f}} = {{hag}vf}

also die Richtungsableitung von f in Richtung von X ({h, g}). Deshalb ist der Kommu-
tator (X (h), X (g)] zweier Hamiltonscher Vektorfelder wieder ein Hamiltonsches Vek-
torfeld X ({h,g}) von der Poissonklammer der beiden Funktionen h und g. q.e.d.

Definition 2.107. FEin linearer Unterraum einer Lieschen Algebra wird Unteralgebra
genannt, wenn der Kommutator zweier beliebiger Elemente des Unterraumes in ihm
liegt. Die Unteralgebra einer Lieschen Algebra ist ebenfalls eine Liesche Algebra.

Korollar 2.108. Die Hamiltonschen Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge Q2 C R?®
bilden eine Unteralgebra der Lieschen Algebra aller Vektorfelder. q.e.d.

Der Poissonsche Satz {iber die ersten Integrale a8t sich damit umformulieren zu

Korollar 2.109. Die Integrale des Hamiltonschen Phasenflusses bilden eine Unteral-
gebra der Lieschen Algebra aller Funktionen. q.e.d.

Die Liesche Algebra der Hamilton Funktionen kann auf natiirliche Weise auf die
Liesche Algebra der Hamiltonschen Vektorfelder abgebildet werden. Dazu ordnen wir
jeder Funktion H das Hamiltonsche Vektorfeld H der Hamilton-Funktion H zu.

Korollar 2.110. Die Abbildung der Lieschen Algebra von Funktionen auf einer offenen
Teilmenge Q0 C R®™ quf die Liesche Algebra der Hamiltonschen Vektorfelder ist ein
Homomorphismus von Lieschen Algebren. Sein Kern besteht aus den lokal konstanten
Funktionen. Wenn Q zusammenhdngend ist, dann ist der Kern eindimensional und
besteht aus den konstanten Funktionen.

Beweis: Die Abbildung ist linear, und Jacobiidentitdt zeigt, dafl die Abbildung die
Poissonklammer von Funktionen in den Kommutator von Vektorfeldern iiberfiihrt. Der
Kern besteht aus Funktionen f, fiir die JV f identisch verschwindet. Da J invertierbar
ist, sind das genau die lokal konstanten Funktionen. q.e.d.
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Korollar 2.111. Damit die Phasenfliisse der Hamilton-Funktionen f und g kommu-
tieren, ist es notwendig und hinreichend, dafl die Poissonklammer der Funktionen f
und g (lokal) konstant ist. q.e.d.

Definition 2.112. FEine differenzierbare Abbildung ® von einer offenen Teilmenge ) C
R?" quf eine offene Teilmenge ¥ C R*™ heifit kanonisch, wenn

{fo®,god}={fg}od
fiir alle differenzierbaren Funktionen f und g auf ) gilt.

Satz 2.113. Eine differenzierbare Abbildung ® von einer offenen Teilmenge Q C R?"
auf eine offene Teilmenge ' C R?" ist genau dann kanonisch, wenn ihre Ableitung auf
ganz Q symplektisch ist, also die Jacobimatriz zu Sp(n) gehort:

(@' () J® (x) = J fiir alle z € Q.
Beweis: Seien f und g differenzierbare Funktionen auf €)'. Dann gilt fiir alle z € €Q:

{fo®,god}(z) = -V(fo®)(x) JV(go®)(x)
:—(( ()" (V )(<I>( ))) J(@'(x ))( )@(fﬁ))
—(V)(@() (¥ () J(¥'())") ( z)).

Die Abbildung ® ist also kanonisch, wenn &'(z).J (CID’ (x))t = J fiir alle z € Q gilt. Wegen
J~! = —J = J! sind fiir eine symplektische Matrix A auch die Matrizen A~!, JAJ !
und A' = JA-1J~! symplektisch. Deshalb ist obige Bedingung #quivalent dazu, dass
die Ableitung von ® symplektisch ist. Wenn die Abbildung ® kanonisch ist, dann muss
obige Bedingung fiir alle differenzierbaren Funktionen f und g gelten. Daraus folgt
auch, dass die Ableitung ®’'(x) fiir alle = € Q symplektisch ist. q.e.d.

Satz 2.114. Ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer einfach zusammenhdngen-
den offenen Teilmenge Q C R?" ist genau dann ein Hamiltonsches Vektorfeld, wenn
der entsprechende lokale Fluss aus kanonischen Abbildung besteht.

Beweis: Sei @5 der lokale Fluss eines Vektorfeldes F' auf Q C R?". Fiir ¢t = 0 ist der
lokale Fluss die identische Abbildung, und damit offensichtlich kanonisch. Die Ableitung

der Jacobimatrix aq'giit’x) nach ¢ berechnet sich durch

L = = — = F'(Qp(t,x))P%(t, x).

Dt Dzt e (@t 7))@ f, 7)
Ein Vektorfeld ist genau dann ein Hamiltonsches Vektorfeld, wenn es von der Form
JV f(z) fiir eine differenzierbare Funktion f ist. Also ist fiir ein Hamiltonsches Vek-

torfeld X (f) die Ableitung der Jacobimatrix des lokalen Flusses ®x ) nach ¢ von der
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Form J mal der Hessischen von f, also das Produkt von J mit einer symmetrischen
Matrix, also einer Matrix in sp(n). Daraus folgt

0 (%F(t,x))t O 1) _ (@44, )t (F/(B(1,2)'T + TF(®(t, 2))) ' (t,2) = 0.

ot ox J ox

Also besteht der lokale Fluss aus kanonischen Abbildungen. Wenn umgekehrt der lokale
Fluss aus kanonischen Abbildungen besteht, dann ist F’(x) fiir alle = € Q) ein Element
von sp(n). Daraus folgt, dass —JF'(z) fiir alle z € 2 symmetrisch ist. Aus Lemma 2.5
folgt dann, dass —JF" die Hesse’sche einer Funktion auf €2 ist, und F ein Hamiltonsches
Vektorfeld ist. q.e.d.

Wir bekommen noch eine weitere Verallgemeinerung des Noetherschen Satzes: Ist
ein Flu} bekannt, der mit dem betrachteten kommutiert, so 148t sich ein Integral der
Bewegung errechnen.

Definition 2.115. Es sei Q C R?" eine offene Teilmenge. Dann heiffen alle Vek-
torfelder, die lokal Hamiltonsche Vektorfelder sind, lokale Hamiltonsche Vektorfelder.
FEin Phasenfluf8, der durch ein lokal Hamiltonsches Vektorfeld gegeben ist, wird lokal
Hamiltonscher Flufl genannt.

Korollar 2.116. Ein Vektorfeld auf einer offene Teilmenge Q C R?" ist genau dann ein

lokales Hamiltonsches Vektorfeld, wenn sein Fluss aus kanonischen Transformationen
besteht.

Beweis: Jeder Punkt z € ) besitzt in € eine konvexe und damit einfach zusam-
menhédngende Umgebung. Auf solchen Mengen haben wir die Aussage gezeigt. q.e.d.
Nicht alle lokalen Hamiltonschen Vektorfelder sind auch Hamiltonsche Vektorfelder:

Beispiel 2.117. Es sei T? = R?/Z?* der zweidimensionale Torus, dessen Punkt durch
das Koordinatenpaar (q,p) mod Z gegeben sind. Nun betrachten wir die Familie von
Verschiebungen ®(t, (q,p)) = (p + t,q). Das ist ein differenzierbare Fluss, der dann
von einem Vektorfeld induziert ist. Fiir alle t sind diese Abbildungen offenbar kano-
nische Abbildungen. Also ist ® Fluss eines lokalen Hamiltonschen Vektorfeldes. Aus
p = —%—Z’,q = %—I; wiirde %—I; = O,%—ZI = —1, dh. H = —q+ C folgen. Aber q ist nur
eine lokale Koordinate auf T?, und die Abbildung H : T?> — R mit %—g =0 und %—ZI =1

existiert nicht. Somit ist ®(t,-) kein Hamiltonscher Phasenfluf.

Ubungsaufgabe 2.118. Man zeige, daf8 auf einer offenen Teilmenge Q C R?" die
lokal Hamiltonschen Vektorfelder eine Unteralgebra der Lieschen Algebra aller Vektor-
felder bilden. Daber ist der Kommutator zweier lokal Hamiltonscher Vektorfelder F und
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G sogar ein Hamiltonsches Vektorfeld, dessen Hamilton Funktion eindeutig durch die
Felder Vektorfelder F und G mattels der Formel

H(z)=F(x)- JG(x)

gegeben ist. Somit bilden die Hamiltonschen Vektorfelder ein Ideal in der Lieschen
Algebra der lokal Hamiltonschen Vektorfelder.

2.11 Integrable Systeme

Um ein System von 2n gewohnlichen Differentialgleichungen zu integrieren, miissen 2n
erste Integrale bekannt sein. Wenn ein System von Hamiltonschen Differentialgleichun-
gen gegeben ist, stellt sich heraus, dafl es in vielen Féllen geniigt, nur n erste Integrale
zu kennen, denn jedes von ihnen erlaubt, die Ordnung des System nicht nur um 1, son-
dern gleich um 2 herabzusetzen. Wir erinnern uns, dafl die Funktion f und nur dann
ein Integral der Bewegung eines Systems mit der Hamilton-Funktion H ist, wenn die
Poissonklammer {f, H} identisch verschwindet.

Definition 2.119. Zwei Funktionen f und g auf einer offenen Teilmenge Q C R*®
sind miteinander in Involution, wenn ihre Poissonklammer identisch verschwindet.

Wenn mehrere Funktionen f = (fi,..., f,) auf einer offenen Teilmenge 2 C R*"
alle paarweise miteinander in Involution sind, dann bleiben die entsprechenden Pha-
senfliisse durch einen Punkt xy € 2 alle innerhalb der entsprechenden Niveaumengen

{r e Q] filz) = fi(zo), ..., fn() = fin(w0)} = f_l[{f(xo)} mit g € ().

Wenn fiir eine der Funktionen fi, ..., f,, diese Niveaumengen mit den entsprechenden
Niveaumengen der restlichen Funktionen iibereinstimmen, dann ist der Funktionswert
dieser Funktion an allen Punkten durch die Funktionswerte der restlichen Funktionen
eindeutig bestimmt. Wenn alle diese Funktionen stetig differenzierbar sind, dann gibt
es Punkte zy € €2, an denen der Rang der Ableitung der Abbildung

f:Q=R" v f(r) = (fi(),. .., fm(z))

maximal ist. An diesen Punkten xq gibt es dann eine Auswahl dieser Funktionen, deren
Gradienten alle an diesem Punkt z( linear unabhéngig sind, und fiir die die Gradienten
aller dieser Funktionen in xy von den Gradienten der ausgewéhlten Funktionen linear
abhéngen. Wegen der Stetigkeit der Gradienten, und weil die Dimension des Unterrau-
mes von R*", der von den Gradienten V fi(z),...,V f,(z) auf gespannt wird in dem
Punkt z = xy maximal ist, muss dann das gleiche in einer Umgebung von xz, gelten.
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Aus dem Satz der impliziten Funktion folgt, dass die Niveaumengen der ausgewéhl-
ten Funktionen durch die Punkte in einer Umgebung von z( einen Tangentialraum
besitzen, der das orthogonale Komplement ihrer linear unabhéngigen Gradienten ist.
Weil alle anderen Gradienten aber lokal von diesen Gradienten linear abhéngigen, ver-
schwinden die Gradienten aller Funktionen auf den Niveaumengen der ausgwéhlten
Funktionen. Deshalb stimmen in einer Umgebung von zy die Niveaumangen der aus-
gewahlten Funktionen mit den Niveaumangen aller Funktionen iiberein. In diesem Fall
sind in einer Umgebung von z( die Funktionswerte aller Funktionen eindeutig durch
die Funktionswerte der ausgewéhlten Funktionen bestimmt. Wir sagen dann, dass alle
Funktionen algebraisch nur von den ausgewéhlten Funktionen abhéngen. Solche alge-
braisch abhéngige Funktionen beinhalten dann keine zusétzliche Information. Deshalb
wollen wir sie weglassen. Wir kénnen dann zumindest auf der Umgebung von solchen
Punkten g, an denen der Rang der Ableitung von der funktion f = (f1,..., fi,) maxi-
mal ist, annehmen, dass all Gradienten V fi, ...,V f,, linear unabhéngig sind. Offenbar
kann es maximal n solcher Funktionen geben, die zusétzlich alle paarweise miteinder
in Involution sind.

Wenn die Bahn eines Hamiltonschen Vektorfeldes durch einen Punkt x nach lange-
ren Zeit in die Umgebung des Punktes z( zuriickkehrt, dann muss die Hamiltonfunktion
an allen diesen Punkten die gleichen Werte annehmen. Nun kann man sich vorstellen,
das die Bahn eines Hamiltonschen Vektorfeldes sogar in einer héherdimensionalen Men-
ge einer Umgebung von z( dicht liegt, und deshalb die Hamiltonfunktion wegen ihrer
Stetigkeit sogar auf dieser htoherdimensionalen Menge konstant sein muss. Allerdings
kann das nur global passieren, dadurch dass die Bahn unendlich oft in Umgebungen
von z, zuriickkehrt. Deshalb beeinflussen auch die globalen Eigenschaften der Pha-
senfliisse von Hamiltonschen Vektorfeldern, das lokale Verhalten der entsprechenden
Hamiltonfunktionen. Um diesen Zusammenhang in den Blick zu bekommen, sollten
wir annehmen, dass die Phasenfliisse der betrachteten Hamiltonschen Vektorfelder zu-
mindest fiir alle Punkte aus der Niveaumenge global existieren. Solche Hamiltonschen
Systeme, die maximal viele algebraisch unabhéingige Integraler der Bewegung haben,
die alle paareweise miteinander in Involution sind, heiflen integrabel:

Definition 2.120. Ein Hamiltonsches System einer Hamiltonfunktion H auf einer
offenen Teilmenge Q2 C R®™ heifit vollstindig integrabel, wenn es neben der Hamilton-
funktion H noch n — 1 andere Funktionen gibt, die

(1) alle paarweise miteinander in Involution sind,
(ii) deren Gradienten linear unabhingig sind,

(iii) und deren Hamiltonschen Vektorfelder vollstindig sind.
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Definition 2.121. FEine Untergruppe I' C R™ heifst diskret, wenn es eine offene Um-
gebung von 0 € R™ gibt, deren Schnittmenge mit I' nur die Null enthdlt.

Liouville hat nun beweisen, dass man diese Systeme tatsichlich integrieren kann.
Hier ist eine exakte Formulierung dieses Satzes.

Satz 2.122. (Liouville) Sei 2 C R*™ eine offenen Teilmenge, xo ein Punkt in 0, und
f={(f1,..., fn) zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf <2,

(i) die alle paarweise miteinander in Involution sind,
(ii) deren Gradienten auf der Niveaumenge N = f~[{ f(xo)}] linear unabhingig sind,

(iii) und deren Hamiltonsche Vektorfelder X (f1),..., X (fn) durch alle Punkte x € N
der Niveaumenge Integralkurven auf ganz R besitzen.

Dann sind die Zusammenhangskomponenten von N homdéomorph zu dem Quotienten
R"™ /T, wobei I' eine diskrete Untergruppe vom R™ ist. Die Phasenfliisse der Hamilton-
schen Vektorfelder X (f1),..., X (f.) wirken dabei wie die Translationen des R™.

Beweis: Wegen dem Satz der impliziten Funktion gibt es fiir alle x € N eine offene Um-
gebung U und einen Homdomorphismus ¥ von U auf eine offene Teilmenge V' C R?",
so dass UNN durch U auf VN(R"x {0}) = VN{z € R?n | 2,1 =0, ..., xq, = 0} ist.
Dabei sind ¥ und die Umkehrabbildung U~ sogar zweimal stetig differenzierbar. Ins-
besondere besitzt jeder Punkt von N dann eine Umgebung, die homdomorph zu einer
offenen Teilmenge des R™ ist. Weil die Gradienten V fi,..., Vf, auf der Niveaumen-
ge lineare unabhéngig sind, und weil J invertierbar ist, sind auch die Hamiltonschen
Vektorfelder X (f1), ..., X(f.) auf N linar unabhéngig. Also besitzt die n-dimensionale
Niveaumenge N n linear unabhéngige Vektorfelder X (f1),..., X (f,), die alle paare-
weise miteinander kommutieren. Weil fi,..., f, alle paarweise miteinander in Involu-
tion sind, verschwinden die Richtungsableitungen dieser Funktionen in Richtung einer
der Vektorfelder X (f1),...,X(f,) auf ganz N. Insbesondere werden diese Vektorfelder
durch ¥’ auf Vektoren in R" x {0} C R"™ x R™ abgebildet.
Wir definieren jetzt folgende Abbildung von R™ x N nach N:

®:R"x N — N, (t,x) — (I)(t,l‘) = (I)X(fl)(tlaq)X(fn)(t% .. .,(I)X(fn)(tn,l‘) .. )

Hierbei bezeichnet ®x(y,), ..., Px(y,) die Fliisse der Vektorfelder X (f1),..., X (f,). We-
gen der Bedingung (iii) sind sie auf ganz N fiir alle (¢4, ...,t,) € R™ definiert. Weil die
Funktionen f,..., f, alle paareweise miteinander in Involution, sind sie auf dem Bild
von t — ®(t, z) lokal konstant. Deshalb liegt das Bild von ® in N. Weil die Funktionen
fi,. .., fn zweimal stetig differenzierbar sind, sind die Vektorfelder X(fi),..., X (f)n)
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einmal stetig differenzierbar, und die Abbildung F' zweimal stetig differenzierbar. We-
gen der Bedingung (i) kommutieren alle diese Fliisse miteinander. Deshalb kénnen wir
die Reihenfolge der Abbildungen ®xs,y(t1,),..., Px(s,)(tn, ) in der Definition von F
beliebig vertauschen. Aus der Flusseigenschaft (ii) der lokalen Fliisse folgt

Ot +t',x)) =, (', x)) =0, 0(t,x)) firalle ¢t €R".

Wir zeigen jetzt, dass fiir alle x € N das Bild von t — ®(¢,z) in N abgeschlossen und
offen ist. Dazu benutzen wir die Abbildungen W, die wir oben eingefiithrt haben. Die
Abbildungen ¥~! o ® besitzen lokal invertierbare Ableitungen. Wegen dem Satz der
inversen Funktion sind sie dann lokal bijektiv, also insbesondere lokal auch surjektiv.
Deshalb ist das Bild von ¢ — ®(¢, x) eine Umgebung aller seiner Elemente, und damit
offen. Wenn eine Folge im Bild von ¢ — ®(¢,z) gegen ein Element y € N konvergiert,
dann besitzt y auch eine Umgebung U mit einem entsprechenden Homoomorphismus
V. Dann gibt es eine Umgebung von y in N, die im Bild von t — ®(¢,y) enthalten
ist. Dann gibt es in dieser Umgebung auch unendlich viele Element im Bild von ¢ —
O (t,x). Aus der Gleichung ®(t',y) = ®(t, z) folgt dann ¢(t — ', x) = &(—t/, P(t,z) =
O(—t', ®(t',y) = y. Also liegt auch y im Bild von t — ®(¢,x). Deshalb ist das Bild
von t — ®(t,z) auch abgeschlossen. Das Bild unter einer stetigen Abbildung einer
zusammenhéngenden Menge ist wieder zusammenhéngend. Deshalb ist fiir alle x € N
das Bild von t — ®(t,x) zusammenhéngend und in der Zusammenhangskomponente
von N enthalten, die x enthélt. Weil das Bild aber offen und abgeschlossen ist, stimmt
es dann mit der Zusammenhangskomponente iiberein, die x enthélt.

Sei jetzt Ny eine Zusammenhangskomponente von N, also das Bild der Abbildung
t — (¢, x) fiir alle z € Ny. Als letztes zeigen wir noch, dass die beiden Mengen

{t eR" | ®(t,x) = x fiirein x € Ng}  {t € R" | (¢, x) = z fiir alle x € Ny}

iibereinstimmen und diskrete Untergruppen von R” sind. Weil fiir alle z € N, die
Abbildung t — ®(t,x) eine surjektive Abbildung von ¢t € R™ auf Ny ist, gibt es fiir
zwei x,y € Ny ein t € R mit ®(t,2) = y bzw. ®(—t,y) = x. Dann folgt aus der
Kommutativitdt von dem Fluss ®, dass die beiden Mengen

{t e R" | ®(t,x) = x} {t e R" | ®(t,y) =y}

ibereinstimmen. Beide Mengen sind wegen der Kommuativitéit von ¢ — ®(t, -) Unter-

gruppen von R". Weil die Abbildungen ¢ — ¥~ o ®(¢,z) lokale Homdomorphismen

sind, gibt es eine Umgebung der {0} € R", die nur das Element 0 in dieser Menge

enthélt. Also ist diese Menge eine diskrete Untergruppe vom R”. q.e.d.
Wir wollen jetzt solche diskreten Untergruppen vom R" untersuchen.
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Lemma 2.123. Fir eine Untergruppe I' C R" ist folgendes dquivalent:

(1) Es gibt eine offenen Umgebung der Null im R™, die schnittfremd zu T'\ {0} ist.
(ii) Jede beschrinkte Menge im R™ enthdlt hochstens endlich viele Elemente von I'.
(iii) Entweder ist T'= {0} oder es gibt ein Element kiirzester Linge in T'\ {0}.

(iv) Die Schnittmenge von I' mit jedem linearen Unterraum vom R™ ist eine diskrete
Untergruppe dieses linearen Unterraumes.

(v) Fiiry € I'\{0} ist TNR~ eine diskrete Untergruppe von Ry. Wenn I' ¢ Ry, dann
gibt es ein Element in T\ Ry mit minimalem Abstand zu R~y.

(vi) Es gibt endlich viele linear unabhdingige Elemente vy, ...V, in T, die I' erzeugen.

Beweis: Wenn (i) gilt, dann gibt es ein € > 0, so dass B(0,e) N I" = {0} gilt. Weil
die Differenz zweier Elemente von I' wieder in I' liegt, ist dann die Lénge der Differenz
zweier Elemente in I'" entweder gleich Null oder gofler als €. Dann enthélt jeder Ball
B(x, §) hochstens ein Element in I'. Wenn A eine beschrénkte Menge ist, dann ist der
Abschluss von A eine kompakte Menge und besitzt eine endliche Uberdeckung von
Béllen vom Radius 5. Als enthilt A héchstens endlich viele Elemente.

Wenn I' # {0} dann gibt es eine beschrinkte Menge, die ein Element von I' \ {0}
enthélt. Also folgt (iii) aus (ii).

Aus (iii) folgt, dass es ein € > 0 gibt, so dass B(0,e) N T' = {0} gilt. Daraus folgt
(i). Also sind (i)-(iii) dquivalent.

WEeil die Schnittmenge einer offenen Umgebung der Null in R™ mit jedem linearen
Unterraum vom R"™ eine offene Umgebung der Null in dem linearen Unterraum ist,
folgt (iv) aus (i). Die Umkehrung folgt, weil R ein linearer Unterraum vom R”™ ist.

Es gelte (i)-(iv), und ~ sei ein Element von I"\ {0}. Dann gibt es fiir alle x € Ry
ein n € Z, so dass z —ny € B(0, ||v||) gilt. Fiir jedes Element von I'N (R™\ R7), dessen
Abstand zu R+ kleiner als ¢ ist, gibt es in B(0,0 + ||7]|) eine Element von I' mit dem
gleichen Abstand zu Rvy. Wegen (ii) gibt es dann ein Element in I'\ R+y) mit minimalem
Abstand zu Ry. Wenn umgekehrt (v) gilt und v € T\ {0}, dann gibt es ein £ > 0 so
dass alle Elemente von (I'\ {0}) "Ry und I' \ R~y lénger als ¢ sind. Also gilt (i).

Wir beweisen jetzt unter den Bedingungen (i)-(v) induktiv in m die Aussage (vi).
Das erste 7, definieren wir als das kiirzeste Element von I'\ {0}, soweit es existiert.
Dann ist I' N Ry, = Z;, weil es sonst in Ry, ein kiirzeres Element geben wiirde. Sei
P R" - R" mit x — Pi(z) =z — &i;{mﬁ)% die orthogonale Projektion auf das
orthogonale Komplement von R+v;. Dann ist der Kern von P; gleich Rvy;. Wegen (v) ist
das Bild von I" unter P, eine diskrete Untergruppe vom R". Offenbar gilt I' ~ Z~, &
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P, (I"). Wir fahren jetzt induktiv fort und erhalten dadurch induktiv linear unabhéngige
Elemente 7, ..., v, € I, die I' erzeugen. Wenn umgekehrt (vi) gilt, dann gibt es lineare
Abbildungen [y, ..., [, auf R™, so dass v = li(y)y + . .. + Ln(7y)ym fir alle v € T gilt.
Weil 1y, ..., 1, auf beschriankten Mengen beschrankt sind, folgt (ii). q.e.d.

Die Anzahl der Erzeugenden von I' in (vi) ist die Dimension des von I' erzeugten
Unterraumes und deshalb unabhéngig von der Wahl der Erzeugenden. Sie wird Rang
der diskreten Untergruppe genannt. Wegen (vi) sind fiir diskrete Untergruppen I' C R™
vom Rang n die Quotienten R"/T" isomorph zu R"/Z", also n-dimensionale Tori. Wir
konnen R"™ in eine direkte Summe des Unterraumes, der von I' erzeugt wir und dessen
orthogonalem Komplement zerlegen. Der Quotient R"/I" ist isomorph zu der direkten
Summe von dem orthogonalen Komplement und dem Quotienten des von I' erzeugten
Unterraumes durch I'. Wenn der Rang von I" nicht n ist, ist also R"/T" nicht kompakt.

Korollar 2.124. Unter den Bedingungen von dem Satz von Liouville ist eine Zusam-
menhangskomponente der Niveaumenge N genau dann kompakt, wenn sie isomorph zu
einem Torus ist. q.e.d.

Zum Abschluss diese Abschnittes wollen wir zeigen, dass alle Hamiltonschen Syste-
me lokal vollstdndig integrabel sind:

Satz 2.125. Sei Q C R* cine offene Teilmenge und H eine zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion auf Q). Dann besitzt jeder Punkt x € 2, an dem YV H nicht ver-

schwindet, auf einer Umgebung U C Q von x zweimal stetig differenzierbare Funktionen
fi=H, fo..., fn, die auf U die Bedingungen (i)-(ii) aus der Definition 2.121 erfiillen.

Bevor wir diesen Satz beweisen konnen brauchen wir ein wenig Vorbereitung. Zwei
dynamische Systeme ® : R X 2 — Q und @ : R X 2 — (2 sind offenbar &quivalent,
wenn es einen Homoomorphismus ¥ : 2 — ) gibt, so dass Folgendes gilt:

O(t, ) =Wod(t,-)oW¥ ! fiiralle tcR.

Aus der Gruppeneigenschaft folgt, dass das dquivalent dazu ist, dass das fiir kleine ¢
gilt. Entsprechend induzieren zwei Vektorfelder ' und F' auf den offenen Teilmengen
Q und 2 dquivalent lokale Fliisse, wenn fiir alle z € €2 und hinreichend kleine ¢

Cp(t,x) = U(Pp(t, U (2)))

gilt. Diese Gleichung ist offenbar dquivalent dazu, dass ¥ die Integralkurven von F' auf
die Integralkurven von F' abbildet. Wenn wir das nach ¢ differenzieren folgt
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Diese Formel beschreibt wie sich Vektorfelder unter differenzierbaren Homoéomorphis-
men transformieren. Unter den Koordinatenvektorfeldern einer offenen Teilmenge €2 C
R™ verstehen wir die konstanten Vektorfelder auf die Einheitsvektoren des R™.

Lemma 2.126. Sei () C R" eine offene Teilmenge und Xy, ..., X,, kommutierende
stetig differenzierbare Vektorfelder auf 2. Alle Punkte v € €, in denen Xy,..., X,
linear unabhdngig sind, besitzen eine Umgebung U C €2 mit einem zweimal stetig diffe-
renzierbaren Homdéomorphismus ® von einer offenen Teilmenge O C R" auf U, das die
ersten m Koordinatenvektorfelder von O in die Vektorfelder Xy, ..., X,, transformiert.

Beweis: Sei xg € () ein Punkt, an dem die Vektorfelder X1, ..., X,, linear unabhéngig
sind. Dann gibt es in (¢, 2+ x¢) € R" x Q eine Umgebung von (0, 0), auf der die Fliisse

(t,x) — Dx, (t1, Px, (ta, ..., Px,, (tm, z + x0) -+ +)

definiert sind. Wir wéhlen einen lineare Unterraum V' der Dimension n — m vom R",
dessen Schnittmenge mit der linearen Hiille von X (xo), ..., X;n(xo) gleich {0} ist. Die
Einschréankung der obigen Abbildung auf die Schnittmenge der Umgebung von (0,0)
mit (t,v) € R" x V definiert eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung nach €2,
deren Ableitung im Punkt (¢,v) = (0,0) invertierbar ist. Wegen dem Satz der inversen
Funktion gibt es dann einen zweimal stetig differenzierbaren Homéomorphismus ® von
einer Umgebung O von (0,0) € R™ x V auf eine Umgebung U von z, mit zweimal stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung. Weil die lokalen Flisse ®x, (t1,:),..., Px,, (tm, )
kommutieren, werden die Integralkurven der Vektorfelder X3, ..., X,, durch ®~! auf die
Integralkurven der ersten m Koordinatenvektorfelder von R™ x V' abgebildet. Weil die
Vektorfelder X1,...,X,, durch ®~! auf stetig differenzierbare Vektorfelder abgebildet
werden, die eindeutig durch ihre Integralkurven bestimmt sind, transformiert ® die
ersten m Koordinatenvektorfelder von O C R™ x V' ~ R" in diese Vektorfelder.q.e.d.

Lemma 2.127. Seien fi,..., fin zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf einer
offenen Teilmenge Q C R?™, die alle paarweise miteinander in Involution sind. Dann
besitzen alle Punkte x € Q, an denen V fi(z),...,Vfn(x) lineare unabhingig sind,
eine Umgebung U und einen zweimal stetig differenzierbaren Homdomorphismus VU auf
eine offene Teilmenge O C R*™, so dass X(f1),..., X (fm) durch U auf die ersten m
Koordinatenvektorfelder abgebildet werden, und fi|ly = Von_mit1, - -, fm|v = Wan gilt.

Beweis: Die Abbildung f = (f1,...,fm) : € — R™ hat in einem Punkt zy, € ,
in dem V fi(zo),...,Vfn(xo) linear unabhéngig sind, eine Ableitung vom Rang m.
Offenbar ist die Aussage dquivalent zu der analogen Aussage fiir die Funktion f— f (o).
Deshalb kénnen wir f(xzo) = 0 annehmen. Sei K der Kern von f'(zg) als linearer
Unterraum von R?". Sei jetzt W ein m dimensionaler Unterraum von R?", den f(z)
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isomorph nach R™ abbildet. Dann gibt es eine offene Teilmenge 2 von K x W, die durch
([, w) = xo + k +w diffeomorph auf 2 abgebildet wird. Im Folgenden identifizieren wir
Q mit Q. Die zweimal stetig differenzierbare Abbildung

U:Q—WxR", (kw)— (w, flzo+k+w)

hat im Punkt (0,0) € Q) eine invertierbare Ableitung. Wegen dem Satz der inversen
Funktion bildet ¥ eine Umgebung U C Q bijektiv mit zweimal stetig differenzierbarer
Umkehrabbildung U~ auf eine offene Umgebung O von (0,0) ab.

WEeil die Funktionen fi, ..., f,, paarweise miteinander in Involution sind, kommu-
tieren die Hamiltonschen Vektorfelder X (f1),..., X(f,), und ihre Integralkurven ver-
bleiben in den entsprechenden Niveaumengen von f. Wenn wir wie oben beschrieben 2
mit € identifizieren, dann werden durch ¥ diese Vektorfelder in stetig differenzierbare
kommutierende Vektorfelder X7, ..., X,, auf O transformiert. Die Werte dieser Vek-
torfelder bei (0,0) liegen also in K und spannen einen m dimensionalen Unterraum X
von K auf. Sei V' ein 2n — 2m-dimensionaler Unterraum von K, dessen Schnittmenge
mit X gleich {0} ist. Dann kénnen wir O mit einer offenen Teilmenge von X x V x R™
identifizieren. Wir wenden das vorangehende Lemma auf die stetig differenzierbaren
Vektorfelder X1, ..., X,, von O an, und wihlen in dem Beweis dort die Menge V als
V x R™. Dann erhalten wir eine HomGomorphismus ® von einer offenen Umgebung O
von (0,0) € X xV xR™ auf eine offene Umgebung von (0,0) € O. Sei jetzt U das Urbild
dieser offenen Umgebung von (0, 0) in O unter U, aufgefasst als Teilmenge von €2, und
U = & ! o ¥. Dann ist ¥ eine bijektive zweimal stetig differenzierbare Abbildung von
U auf O, mit zweimal stetig differenzierbarer Umkehrabbildung. Die Hamiltonschen
Vektorfelder X (f1),..., X(fm) werden durch ¥ in die ersten m Koordinatenvektor-
felder transformiert. Weil die Funktionen fi,..., f,, lings der Integralkurven dieser
Vektorfelder konstant sind, lafit ®~! die letzten m Koordinaten invariant und es gilt
[l =Yoni1, -, fmlv = Yoy q.e.d.
Beweis von Satz 2.125: Wenn in der Situation des vorangehenden Lemmas m kleiner
als n ist, dann sind die Funktionen ¥, ..., ¥y, _,, konstant auf den Integralkurven der
Hamiltonschen Vektorfelder X (f) ..., X(f). Deshalb sind diese Funktionen mit allen
Funktionen f1, ..., f,, in Involution. Deshalb gibt es dann lokal ein zusétzliches Integral
der Bewegung. Auflerdem sind die Ableitungen von diesen Funktionen auch lineare
unabhéngig von den Ableitungen von fi,..., f,,. Wir wenden also das vorangehende
Lemma mehrfach an und erhalten auf einer immer kleineren Umgebung eines Punktes
zo € Q mit VH(x) # 0 eine immer grofere Anzahl an Integralen der Bewegung.q.e.d.

Im Fall von n glatten Funktionen fi,..., f, auf einer offenen Menge Q C R?", die
alle paarweise miteinander in Involution sind, besitzt wegen dem vorangehenden Lem-
ma jeder Punkt xg € 2, an dem die Gradienten V fi, ...,V f, linear unabhéngig sind,
einen Diffeomorphismus einer offenen Umgebung U von x, auf eine offene Teilmenge
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O C R?", die die Hamiltonschen Vektorfelder in die ersten n Koordinatenvektorfelder
transformiert und deren letzte n Koordinaten mit den Funktionen iibereinstimmen.
Diese Abbildungen miissen nicht kanonisch sein.

Ubungsaufgabe 2.128. Sei f : R* — R” eine zweimal stetig differenzierbare Abbil-
dung und ¥ : R*™ — R* die Abbildung mit (q,p) — Y(q,p) = (¢ + f(p),p).

(1) Zeige, dass ¥ die Hamiltonschen Vektorfelder der letzten n Komponenten p von
(q,p) € R*™ auf die ersten n Koordinatenvektorfelder von R*™ abbildet.

(ii) Charakterisiere die Funktionen f, fir die ¥ kanonisch ist.

Ubungsaufgabe 2.129. Auf R?" seien folgende Funktionen fi,. .., f. gegeben

fi i R™ =R, (q,p) — fila,p) = ¢ +1i.
(1) Zeige, dass alle diese Funktionen paareweise miteinander in Involution sind.

(ii) Bestimme die Menge aller Punkte an denen die Gradienten dieser Funktionen line-
ar unabhdngig sind. Zeige, dass diese Menge eine Vereinigung von Niveaumengen
1st, und charakterisiere die entsprechenden Funktionswerte.

(iii) Gebe eine maglichst grofie Teilmenge von 2 an, auf der die Hamiltonfunktion
H = f + ...+ f, vollstindig integrabel ist.

(iv) Zeige, dass alle Niveaumengen Tori sind.

(v) Zeige dass die Hamiltonschen Vektorfelder X (f1), ..., X (f,) vollstindig sind.

2.12 Winkelwirkungsvariable

In diesem Abschnitt wollen wir fiir ein vollstdndig integrables System eine kanonische
Abbildung konstruieren, die die Hamiltonschen Vektorfelder in die ersten n Koordi-
natenvektorfelder iiberfithrt und deren letzte n Eintrdge die Algebra der Integrale der
Bewegung erzeugt. Dabei nehmen wir an, dass die Niveaumengen kompakt sind.

Lemma 2.130. Seien f = (fi,..., fn) zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf
einer offenen Teilmenge Q C R?", deren Gradienten auf einer kompakten Zusammen-
hangskomponente Ny einer Niweaumenge f~[{f(xo)}] linear unabhingig sind. Dann
gibt es einen zweimal stetig differenzierbaren Homdéomorphismus U mit zweimal ste-
tig differenzierbarer Umkehrabbildung U= von einer offene Teilmenge U C 2, die die
kompakte Zusammenhangskomponente Ny enthdlt, nach R™/Z™ x O. Hier ist O eine
offene Teilmenge von R™. Die letzten n Komponenten von 1 stimmen mit der Ein-
schrankungen f|y dberein.



2.12. WINKELWIRKUNGSVARIABLE 99

Beweis: Wir schrinken f auf eine offene Umgebung von Ny ein, deren Schnittmenge
mit der Niveaumenge f~'[{f(xo)}] gleich Ny ist. Jeder Punkt x € N, besitzt eine
Umgebung, wie wir sie im Lemma 2.127 konstruiert haben. Weil die Niveaumenge
kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Dann gibt es eine offene Umgebung
O von f(zy) € R™, so dass fiir alle y € O die Niveaumengen f~1[{y}] in dieser endlichen
Teiliiberdeckung enthalten sind. Alle diese Niveaumengen sind dann kompakt, und die
Hamiltonschen Vektorfelder sind auf ihnen vollsténdig. Wegen dem Satz von Liouville,
sind alle diese Niveaumengen isomorph zu R"/T'(y). Die diskreten Untergruppen I'(y)
haben dann fiir alle y € O den Rang n. Offenbar hingen die Erzeugenden von I'(y)
zweimal stetig differenzierbar von y € O ab. Deshalb gibt es einen Isomorphismus von
den Niveaumengen auf R™/Z", der zweimal stetig differenzierbar von y € O abhéngt.
Dann folgt die Aussage aus dem Lemma 2.127 q.e.d.

Man kann die letzten n Komponenten dieser Abbildung ¥ so verdndern, dass es
eine kanonische Transformation wird. Um das zu zeigen benutzt man den Formalismus
des Erzeugenden Funktionals einer kanonischen Abbildung.

Lemma 2.131. Sei (q,p) — (Q, P) eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung mit
stetig differenzierbarer Umkehrabbildung von einer offenen einfach zusammenhdngen-

den Teilmenge Q C R?" auf eine offene einfach zusammenhingende Teilmenge Q' C
R2". Das Vektorfeld

F=(p,0)+) QVFE
i=1

ist genau dann ein Gradientenvektorfeld ist, wenn (q,p) — (Q, P) kanonisch ist.

Beweis: Wegen Lemma 2.5 ist ein Vektorfeld F' genau dann ein Gradientenvektorfeld,
wenn die Ableitung F’ eine symmetrische Matrix ist. Fiir das Vektorfeld F' = (p, 0) gilt
offenbar F' — (F')" = J.

Fiir das Vektorfeld F' = Y " | Q; VP, fallen in F' — (F”)" die zweiten Ableitungen
von P wegen dem Schwarzen Lemma weg. Dann gilt F' — (F')! = —(®')!.J®" (Ubungs-
aufgabe), wobei ¢’ die Jacobimatrix von (q,p) — (Q, P) ist.

Dann folgt, dass das Vektorfeld F' = (p,0) + >, Q;VP; genau dann ein Gradi-
entenvektorfeld ist, wenn die Jacobimatrix ® der Abbildung (q,p) — (Q, P) auf Q in
Sp(n) liegt. Dann folgt die Aussage aus dem Satz 2.113. q.e.d.

Wir schreiben fiir das Gradientenvektorfeld F' = (p,0) + >, Q;VP; der Funktion
S auch dS = p-dqg+Q-dP, und nennen solche Gradientenvektorfelder auch Einsformen.
Deshalb definiert p - dg + @ - dP auf einer einfach zusammenhéngenden Teilmenge eine
Funktion S. Wir nehmen jetzt an, dass diese Funktion nur von den Variablen ¢ und P
abhéngt. Dann folgt aus dS(q, P) =p-dg+ Q - dP

s 5

D 8_(] und Q:8—P
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Wir konstruieren in der Situation von Lemma 2.130 eine kanonische Transformation
(q,p) — (Q, P), deren erste n Komponenten ) mit den ersten n Komponenten von ¥
iibereinstimmen, und deren letzte n Komponenten nur von f abhingen. Wir nehmen
dafiir an, dass in einem Punkt zy € Ny die Ableitung von f nach p invertierbar ist.
Das koénnen wir durch eine geeignete Wahl von Koordinaten immer erreichen. Das
entsprechende erzeugende Funktional S(g, P) soll nur von ¢ und P abhéngen. Weil
P dann die Integrale der Bewegung darstellt, sind fiir festes P auch die Funktionen
(f1,-.., fn) und damit auch die Niveaumengen fixiert. Die Funktion S stimmt auf den
Niveaumengen mit dem Wegintegral | pdg tiberein. Wir wollen die Funktion S zunéchst
auf den Niveaumengen konstruieren.

Ubungsaufgabe 2.132. Zeige in der Situation von Lemma 2.130, dass es fiir alle
y € O eine zweimal stetig differenzierbare Funktion S auf R™ g¢ibt, so dass
0S(t)
ot;

= X(f)(®(t,y)) - (p,0)(P(t,y)) fir allet € R™ und S(0) =0 gilt.

Dabei ist @ die Wirkung von R"™ auf der Niveaumenge f~[{f(y}], die wir im Satz von
Liouville konstruiert haben.

Satz 2.133. In der Situation von Lemma 2.130 wihlen wir Erzeugende 1 (y), . .., Yn(y)
der diskreten Untergruppe von der Niveaumenge durchy. Wir definieren die Funktionen

Pi(y)=Sn) v Puly) =S(m(y))

Wenn die Ableitung der Abbildung P in f(xo) invertierbar ist, und die Ableitung g—i
im Punkt xo invertierbar ist, dann ist die Abbildung (1gn/zn x P)o U eine kanonische
Abbildung von einer offenen Umgebung von Ny auf das kartesische Produkt von R"™ /7"
mit einer offenen Umgebung von f(xy € O.

Beweis: Weil g—i im Punkt z invertierbar ist, ist eine Umgebung von z, eindeutig
durch p(q, f) und g parametriesierbar. Weil die Ableitung von P im Punkt f(x() inver-
tierbar ist, ist eine Umgebung von xy auch durch p(gq, P) und ¢ parametrisierbar. Dort
definieren wir die Funktion S durch S(q, P) = fq(i p(q, P)dg. Fiir festes P stimmt dieses

S mit dem aus der obigen Ubungsaufgabe iiberein, und ist mehrdeutig. Die Differenz
zwischen den Zweigen sind ganzzahlige Linearkombinationen von den Eintragen von P.
Deshalb sind die Ableitungen der Differenzen nach P lokal konstant. Die verschiede-
nen Zweige von () unterscheiden sich dann nur um ganze Zahlen. Insbesondere sind die
Differenzen von den Werten von @) an den Erzeugenden 7(y),...,v,(y) und 0 gleich
den kanonischen Einheitsvektoren von R". q.e.d.

Die Komponenten der Variablen () werden Winkelvariable genannt und die Kom-
ponenten der Variable P Wirkungsvariable.



