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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Einfiihrung

Definition 1.1. Fin dynamisches System ist eine Halbgruppe G zusammen mit einer

stetigen Abbildung
. GxM-—-M

mit einem topologischen (metrischen) Raum M die folgendes erfillt:
(i) @(0,z) =z fir allex € M
(ii) @(s,@(t,x)) = ®(s+t,x) fir allex € M,s,t € G

Dabei ist G im zeitkontinuierlichen Fall entweder G =R oder G = R und im im
zeitdiskreten Fall G = Z oder G = Ny. M heifit Phasenraum.

Der Parameter aus G ist dabei typischerweise die Zeit. Im zeitdiskreten Fall be-
trachten wir nur den Verlauf zu einer Folge von Zeitpunkten, die voneinander durch
gleichlange Zeitabsténde getrennt sind. Die beiden Bedingungen (i) und (ii) bedeuten,
dass die Abbildung

G — stetige Abbildungen von M auf sich selber
t— @, ): M— M, x— &, x).

ein (Halb-)Gruppenhomomorphismus ist. Weil die Halbgruppe Ny und die Gruppe Z
frei von 1 erzeugt werden, haben wir folgende einfach Charakterisierung von zeitdis-
kreten dynamischen Systemen.

Ubungsaufgabe 1.2. Ein dynamisches System ® mit G = Z oder G = Ny erfillt
O(n,x) = A™(x) fir allen € Ngo mit A - M — M, x +— A(x) = &(1,z). Wenn

5



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

G =7, dann ist A ein Homéomorphismus und es gilt ®(n,xz) = A™(x) fir alle n € 7Z.
Umgekehrt definiert jede stetige Abbildung A : M — M ein dynamisches System mit
G = Ny und jeder Homéomorphismus A : M — M ein dynamisches System mit G = Z.

Ubungsaufgabe 1.3. Sei ® ein zeitkontinuierliches dynamisches System auf einem
reellen Vektorraum M dessen Abbildung ® partiell nach t differenzierbar ist. Dann ist
fiir alle x € M die Bahn t — ®(t,z) eine Lisung der gewdohnlichen Differentialglei-
chung

3 | B
5 2(t0) = F(®(t,2)) mit F(r) = 5.8(0,x).

Wir werden spéter sehen, dass diese zeitkontinuierlichen dynamischen Systeme ein-
deutig durch eine gewthnliche Differentialgleichung bestimmt sind und umgekehrt fast
jede gewohnliche Differentialgleichung ein zeitkontinuierliches System definiert. Des-
halb steht die Theorie der zeitkontinuierlichen dynamischen Systeme in sehr enger
Verbindung zur Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen.

Um einen gegebenen zeitlichen Verlauf zu einem dynamischen System zu machen,
miissen wir zu allererst den Phasenraum richtig wéhlen. Von der richtigen Wahl des
Phasenraumes héngt es ndmlich oft ab, ob ein zeitlicher Verlauf iiberhaupt als dy-
namisches System beschrieben werden kann. Ein Beispiel, das die Entwicklung der
Theorie der dynamischen Systeme ganz wesentlich angestolen hat, sind die Newton-
schen Gleichungen. In einem Kraftfeld /' wird die Beschleunigung eines Punktteilchens
beschrieben durch die Gleichung

%mﬁc =mi=F
Hier ist in die Masse der Punkteteilchen und ¢ — z(t) die Funktion der Koordinaten
in Abhéngigkeit von der Zeit. Die zeitliche Ableitung bezeichnen wir immer durch
einen Punkt. Wenn nun F' von x und & und ¢ abhéngt, erhalten wir die gewohnliche
Differentialgleichung
mi = F(x, ).

Es zeigt sich nun, dass die entsprechenden zeitlichen Verldufe der Koordinaten nur dann
durch ein dynamisches System beschrieben werden kann, wenn wir den Phasenraum so
wiéhlen, dass er neben den Koordinaten x auch die Geschwindigkeit des Punktteilchens
enthilt. Wenn die Kraft auch noch von der Zeit ¢ abhéngt, miissen wir sogar auch noch
die Zeit zu den Freiheitsgraden des Phasenraums hinzufiigen.

Ein anderes Beispiel fiir die Wichtigkeit der richtigen Wahl des Phasenraums sind
Fibonaccis Kaninchen, oder allgemeinere Rekursionsformeln.

Fibonaccis Kaninchen 1.4. Leonardo von Pisa hat schon 1202 ein Populationsmodell
mat diskreter Zeit n = 0,1, 2, ... untersucht. Ein neugeborenes Hasenpaar wird in einen
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umzdunten Garten gesetzt. Jedes Hasenpaar erzeugt wihrend seines Lebens jeden Mo-
nat ein weiteres Paar. Ein neugeborenes Paar wird nach einem Monat fruchtbar und
bekommt somit nach zweir Monaten seine ersten Nachkommen. Es soll angenommen
werden, dass die Hasen nie sterben. Bezeichnen wir mit k,, die Anzahl Kaninchenpaare
nach n Monaten, dann ist kg = k; = 1 (das erste Paar) und ke = 2, da das erste
Paar seine ersten Nachkommen nach zwei Monaten bekommt. Auch im dritten Monat
bekommt nur das erste Paar neue Nachkommen, es ist also ks = 3. Im vierten Monat
leben noch alle Kaninchen aus dem dritten Monat und die Paare, die nach zwei Mona-
ten schon das waren, bekommen Nachwuchs. Es ist also ky = ks + ko. Allgemein erhalt
man die Rekursionsformel

kpni1 =k, + ko1 fiir alle neN.

Dabei steht der 1.Term k, fiir die Anzahl der Kaninchen, die schon da sind, wdhrend
der 2.Term k,_y die Anzahl der im (n + 1)-ten Monat neu geborenen Kaninchenpaare
angibt. Um aus dieser Rekursionsformel ein zeitdiskretes dynamisches System zu ma-
chen, muss man den Phasenraum als die Menge aller Paare (ky,,k,_1), das heiffit man
muf$ zu der Anzahl der Kaninchenpaare im jeweiligen Jahr die Anzahl im vorherigen
Jahr hinzufiigen. Das entsprechende dynamische System lisst sich dann einfach losen.

Man kann dieses dynamische System mithilfe eines generierenden Funktionals 16sen.
Sei also
=k
K(t)=>Y —t"

n!
n=0

Dann ist die Ableitung von K(t) das generierende Funktional von

K(t) = i %nt“_l = i k’ﬂlt".

Also folgt aus der Rekursionsgleichung

K(t) = K(t) + K(t) mit den Anfangswerten K (0) =1 = K(0).

Somit haben wir diese Rekursionsformal also in eine Differentialgleichung {ibersetzt und
die Startswerte in ein sogenanntes Anfangswertproblem dieser Differentialgleichung.
WEeil in dieser Differentialgleichung Ableitungen bis zur zweiten Ordnung auftauchen,
werden wir bei der Integration zweimal integrieren miissen und entsprechend zwei In-
tegrationskonstanten auftauchen. Deshalb miissen wir zwei Anfangswerte vorgeben.
Ganz dhnlich wie bei den Newtonschen Gleichungen miissen wir zu der Folge k,, mit
generierendem Funktional K (t) die Folge k,,; mit generierendem Funktional K (¢) hin-
zufiigen, um ein dynamisches System zu erhalten. Im néchsten Abschnitt werden wir
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lernen, solche Differentialgleichungen zu 16sen. Wenn man das entsprechende Anfangs-
wertproblem gelost hat, und die Losung im Punkt ¢ = 0 auch glatt ist, dann ergibt ihre
Taylorreihe eine Losung von Fibonaccis Kaninchen. Es stellt sich sogar heraus, dass
diese Losung sogar auf ganz t € C eine konvergente Potenzreihe definiert.

Diese Erweiterungen des Phasenraums im Fall der Newtonschen Gleichungen und
im Fall von Fibonaccis Kaninchen sind also miteinander verwandt. Ganz allgemein
miissen wir den Phasenraum grofl genug wéhlen um tatséchlich ein dynamisches System
zu erhalten.

Man kann Fibonaccis Kanichen oder allgemeiner Rekursionsgleichungen auch noch
durch ein anderes generierendes Funktional 16sen. Wir wollen diese andere Methode
hier auch vorstellen, weil mit ihr auch viele andere Rekursionsgleichungen gelést werden
kénnen. Sei diesmal

K(z) = i knz".
n=0

Dann konnen wir die Rekursionsformel direkt in folgende Gleichung umschreiben

K(z)—ky—kiz > -
ek =D = 3 (b )" = K(2) ot 2K ).

Wenn wir diese Gleichung nach K (z) auflosen erhalten wir

. ]{30 + (k‘l — k‘o)Z

1—2—22

K(z)

Mit den Anfangswerten ky = 1 = k; ergibt das

1

K _—
(Z)+1—z—z2

Das ist offenbar eine gebrochen rationale Funktion, die auf dem Komplement der Null-
stellen des Nenners analytisch ist und als konvergente Potenzreihe geschrieben werden
kann. Durch Partialbruchzerlegung kénnen wir diese Potenzreihe auch einfach ausre-
chen und damit die Fibonaccis Folge 16sen. Seien also z; = ‘/52_1 und zy = @ die
beiden Lésungen von 22 + 2z — 1 = 0. Dann gibt es zwei eindeutige reelle Zahlen o und
(£ mit

1 o
_ a8

1l—2—22 z—2z z—2y

Durch Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir

alzg—2z1) =—1 [(z1 —2z) =—1
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Mithilfe der geometrischen Reihe ist die Potenzreihe K (z) gegeben durch

0= e (2) e (5)

=0 n=0

Definition 1.5. x € M heifit Fizpunkt oder Ruhelage eines dynamischen Systems
O:GxM— M, wenn ®(g,x) =z VgeQq.

Beispiel 1.6. Fir H: R — R,z — 2x 1st x = 0 ist der einzige Fixpunkt der iterierten
Abbildunyg.

Definition 1.7. (i) Firx € M heifit die Menge {®(g,z) | g € G} Orbit oder Trajek-
torie (durch x), die Abbildung ®(-,x) : G — M, g+ ®(g,z) heifit Bahnkurve
(durch x).

(ii) FEin Orbit durch x heifst periodisch mit Periode g € G, wenn g > 0 und ®(g,z) = x.
Fine Periode heifit Minimalperiode, wenn ®(g,x) # x fir 0 < g < g.

Proposition 1.8. Wenn G eine Gruppe ist, dann definiert die Zugehorigkeit zu einem
Orbit eine Aquivalenzrelation auf dem Phasenraum.

Beweis: Wir definieren also fiir 1,29 € M

X1 ~ T, falls 9 € O(G, z4).
Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, denn
(i) Wegen &g = Id ist immer z ~ x.

(i) Gilt zy = ®(t, 1), dann folgt x; = O(—t, x2) aus P(tq,-) o P(te, ) = P(t; + o, )
und ®0-) = 1,;. Die Relation ist damit symmetrisch (1 ~ 22 = x5 ~ ).

(iii) Gilt xg = ®(t1, 1) und x5 = D(t9, o), dann folgt z:3 = P(t1+¢2)(x1). Die Relation
ist damit transitiv (zq ~ 9,29 ~ T3 = X1 ~ T3). q.e.d.

Beispiel 1.9. Sei M = S' = {z € C | |z| = 1} und fir ein o« € R ® : Z X
M — M gegeben durch die Drehung ®(n,z) = e*™m . 2. Dann ist genau dann jeder
Orbit periodisch, wenn o € Q, also a = %,q € Z,p € N, q und p teilerfremd. Die
Minimalperiode ist dann p.

Man ist nur an einzelnen Orbits interessiert, sondern auch am Verhalten benach-
barter Orbits. Z.B. ist es beruhigend, dass auch bei einer kleinen Verdnderung der
Geschwindigkeit der Erde, z.B. durch Meteroiteneinschlag, ihre neue Bahn auf Dau-
er in der Néhe der alten bleibt. Insbesondere kénnen wir Stabilitdt von Fixpunkten
untersuchen.



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Definition 1.10. Sei xy ein Fizpunkt von ® : G x M — M.

(i) xo heifit Liapunov-stabil, wenn fir jede Umgebung U C M wvon xy eine (kleinere)
Umgebung V' von xq existiert, so dass fir alle t > 0

O(t,V)={®(t,x) |z €V} CU.

(ii) zo heifit asymptotisch stabil, falls xo Liapunov-stabil ist und eine Umgebung V' C
M won xqy existiert mit ®(t, V) C ®(s,V) firt > s und

lim ®(t,z) =x¢ fir xeV.

t—o0

Beispiel 1.11. G =7, M =C, XeC\{0}, ®(tz)) =Xz
Fir | X |< 1 ist 0 € M asymptotisch stabil.
Fir | A< 1ist 0 € M Liapunov-stabil.

Definition 1.12. Fine Teilmenge A C M heifst Attraktor des Dynamischen Systems,
wenn A abgeschlossen, ®(t, A) = A firt € G und eine offene Umgebung Uy C M wvon
A existiert mat

(1) (I)(t, Uo) C UO fd?”t Z 0

(ii) Fir jede offene Umgebung V von A, A CV C Uy C M ein T > 0 existiert mit
®(t,Up) C V fiirt > 7.

Das Bassin eines Attraktors A ist die Vereinigung aller offenen Umgebungen von A,
die (i) und (ii) erfiillen. Damit ist das Bassin B selbst eine offene Umgebung von A, die
die Eigenschaft (i) besitzt. Wie das néchste Beispiel zeigt, ist aber die Eigenschaft (ii)
fiir B i.A. nicht erfiillt.

Beispiel 1.13. M =C, G=7Z, XeR.

iA_ T -
N
0 , fiirx = 0.

Hier ist S' C C ein Attraktor, und sein Bassin ist C\ 0.
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1.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wenn die Abbildung ® eines zeitkontinuierlichen dynamischen Systems auf einem Vek-
torraum M = V partiell nach ¢ differenzierbar ist, dann kénnen wir die Bedingung (ii)
bei s = 0 nach s differenzieren und erhalten
0b(t,x) ~ 09(0,7)
ot ot
Also erfiillen alle Trajektorien durch den Anfangspunkt zy € M die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung ¢(t) = F'(¢(t)) mit dem Anfangswert ¢(0) = ¢o. Differentialgleichungen
sind Gleichungen, die Funktionen zu ihren Ableitungen in Beziehung setzen. Wenn die-
se Funktionen von mehreren Variablen abhédngen, dann sind die Ableitungen, die in der
entsprechenden Differentialgleichung mit der Funktion in Beziehung gebracht werden,
partielle Ableitungen. Dann spricht man von partiellen Differentialgleichungen. Typi-
scherweise sind Differentialgleichungen im folgenden Sinne lokale Gleichungen, dass sie
nur die Werte einer gesuchten Funktion und endlich vieler Ableitungen fiir einen Wert
der Variablen miteinender in Beziehung bringen. Mit gewohnlichen Differentialglei-
chungen werden also im Allgemeinen Gleichungen von der folgenden Form bezeichnet

F(g®(8), % (1), ... d(0). a(t). 1) = 0.

Hierbei ist ¢ — ¢(t) die gesuchte Funktion, die auch vektorwertig sein kann.

= F(®(t,z)) mit F:V-V x— F(z)

Definition 1.14. Differentialgleichungen von der Form

F(g®™(#),q% (), ..., d(t),q(t),t) = 0
heifsen gewohnliche Differentialgleichungen.

Historisch wurden solche Differentialgleichungen von Newton gleichzeitig mit der
Entdeckung der Differentialrechnung eingefiihrt, um die Bewegung von massiven Teil-
chen im Gravitationsfeld zu beschreiben. Im einfachsten Fall eines Punktteilchens im
Schwerefeld nehmen die Newton’schen Gleichungen folgende Form an:

d*q ,
mw = F(q7q7t>a
wobei F(q, ¢,t) die auf das Punktteilchen wirkende Kraft darstellt. Im einfachsten Fall
F = —myg taucht nur die zweite Ableitung der gesuchten Koordinatenfunktion von

q des Teilchens in Abhéngigkeit von der Zeit auf, so dass wir deren Losung aus der
Differential- und Integralrechnung schon kennen:

g(t — tQ)Q .

q(t) = qo + @1 (t —to) — 5
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Die Losung konnen wir aus der Differentialgleichung durch zweimaliges Integrieren der
linken und rechten Seite erhalten. Das Ziel unserer Untersuchung einer Differentialglei-
chung ist dabei moglichst alle Losungen zu bestimmen und dann solche zusétzlichen
Eigenschaften der Losungen zu finden, die die Losung eindeutig festlegen.

Definition 1.15. Fine Lisung ist eine Funktion q, die so oft differenzierbar ist, dass
alle in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitungen existieren, und die zusam-
men mit diesen Ableitungen die Differentialgleichung erfiillt.

In der Differentialgleichung
d*q
m— = —-m
dt? g

héngen m (die Masse des Teilchens) und ¢ (das Schwerefeld) nicht von ¢ ab. Deshalb
ist die Differentialgleichung dquivalent zu

d*q

dt?
Wenn wir die linke und die rechte Seite integrieren erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

q(t) = q(to) = —g(t —to) baw.  4(t) = ¢(to) — g(t — to).
Nach nochmaligem Integrieren erhalten wir schliellich
g(t —to)?
—

Die Funktion q(t) = —£(t —to)* + q1(t — to) + qo ist auf R unendlich oft differenzierbar
und es gilt:

q(t) = q(to) + q(to)(t — to) —

du d*q
—(t) = —g(t —t d  —(t) = —g.
() =—g(t —to) +qund  —5(t)=—g
Also sind alle Losungen von der Form
g(t — ty)? dq

q(t) = —

Damit haben wir in diesem einfachen Beispiel unser Ziel erreicht.

+ q1(t — to) + qo, wobei q(tg) = qo und —(to) = 1.

2 dt

Zusammgnfassung 1.16. Die hichste vorkommende Ableitung der Differentialglei-
chung m% = —gm ist die zweite Ableitung. Durch geeignetes zweimaliges Integrieren

konnten wir die Differentialgleichung l6sen. Dabei entstanden zwei Integrationskonstan-
ten und die Lisungen waren dann eindeutig durch die Wahl dieser Integrationskon-
stanten bestimmt. Diese Integrationskonstanten konnten wir schliefflich als die Werte
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der Losung und ihrer ersten Ableitung zu dem Zeitpunkt ty interpretieren. Deshalb ist
der Losungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional und wird parametrisiert
durch (q(to), %(ty)) € R%. Zu jeder solchen Wahl eines Anfangszustandes (qo,q1) gibt
es dann genau eine Lésung, die gegeben ist durch

alt) = =5t = to)* +ault = to) + a0

Typischerweise beschreiben solche Differentialgleichungen die zeitliche Entwicklung
von verdnderlichen Grolen in der Natur. Diese Differentialgleichungen geben dann ein
kausales Verhalten der verédnderlichen Gréflen vor. Durch das Losen der Differential-
gleichung konnen wir dann aus der Kenntnis der verdnderlichen Gréflen und geniigend
vieler Ableitungen von ihnen zu einem (Anfangs-)Zeitpunkt ¢y das Verhalten von ihnen
sowohl in der Zukunft, als auch in der Vergangenheit ausrechnen und damit ihr Ver-
halten in der Zukunft vorhersagen und auf ihr Verhalten in der Vergangenheit zuriick-
schlieen. Die Anzahl der Ableitungen, die wir zum Zeitpunkt ¢, kennen miissen, ist
dann gegeben durch die Anzahl der Integrationskonstanten, also die Anzahl der Inte-
grale, die wir bendtigen, um die Gleichung zu 16sen. Da wir uns typischerweise auch
die Funktionswerte vorgeben, also die Nullte-Ableitung, sollten wir im Allgemeinen alle
Ableitungen bis zu einer Ordnung niedriger als der hochsten vorkommenden Ableitung
vorgeben.

Definition 1.17. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die hochste vorkommen-
de Ordnung aller auftauchenden Ableitungen einer Differentialgleichung.

Definition 1.18. (Anfangswertproblem) Die Suche nach einer Lisung q einer gewéhn-
lichen Differentialgleichung der Ordnung n, die zu einem gegebenen Wert ty der Va-
riablen t (nach der abgeleitet wird) zusammen mit den ersten n — 1 Ableitungen die
Werte

n—lu

——(t0) = gn

dg
q(tO) = qo, %(tO) =q1,---, dtn

annimmt, heifst Anfangswertproblem.

Aufgrund unserer Voriiberlegungen erwarten wir, dass jedes solches Anfangswert-
problem eine eindeutige Losung hat. Wir werden spéter auch Bedingungen angeben,
unter denen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen solcher Anfangswertpro-
bleme beweisen kénnen. Es stellt sich heraus, dass manche dieser Anfangswertprobleme
viele Losungen besitzen und andere gar keine.

Beispiel 1.19. (i) Das Anfangswertproblem (%)2 = 4q mit q(0) = 0 hat offenbar die
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Lésungen
(t—0b)* firb<t
q(t) =<0 fir —a<t<b
(t+a)*  firt< —a

Hier sind a und b zwei beliebige nichtnegative reelle Zahlen, die beide auch oo
sein konnen.

(ii) Sei f : R — R eine Funktion, die keine Stammfunktion besitzt (z.B. die charak-

teristische Funktion der rationalen Zahlen). Dann hat das Anfangswertproblem
fli: = f mit q(0) = 0 keine Ldsung.
Die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen besitzt auf keinem offenen
Intervall (a,b) eine Stammfunktion. Wenn namlich F' eine solche Stammfunktion
wdre, dann wire x — F(x) monoton wachsend und x — F(x) — x monoton
fallend. Wegen dem Mittelwertsatz muss fiir alle x1, x5 € (a,b) entweder gelten

F(x1) — F(xy) = 1 — 23 oder F(z1) — F(x2) = 0.

Im zweiten Fall folgt aus der Monotonie von F, dass F zwischen x1 und xs
konstant ist und im ersten Fall folgt aus der Monotonie von x — F(x) — x, dass
diese Funktion zwischen xy und xo konstant ist. Also ist die Ableitung von F
zwischen x1 und xo entweder konstant gleich 0 oder konstant gleich 1. Damit ist
F keine Stammfunktion der charakteristischen Funktion der rationalen Zahlen.

1.3 Gewdhnliche Differentialgleichungssysteme

Im einfachsten Fall sind die Funktionen, die mit ihren Ableitungen die Differentialglei-
chung erfiillen soll, reelle Funktionen. In diesem Fall hat eine gewohnliche Differential-
gleichung der Ordnung n die Form

f(t7 q<t)7 Q(t)v s >q(n)<t)) =0,

wobei
f: R S R

eine reelle Funktion ist. Hierbei haben wir angenommen, dass nur die Werte einer
reellen Funktion und aller ihrer Ableitungen bis zur Ordnung n zu einem Zeitpunkt ¢
mit einander in Beziehung gebracht werden. Wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass
sich die Differentialgleichung nach der héchsten Ableitung auflésen lasst, dann nimmt
sie die Form

d"q

— = f(t,q,q,...,q™ Y
T fta,4,...,¢" )
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an, mit einer Funktion

f:R"™ SR,
Wenn wir jetzt R™-wertige Funktionen u betrachten, dann nimmt sie die Form

d"q

— = f(t,q,q,...,q¢"
T = f(tad .

an, mit einer Funktion
f:Rx (R™" — R™.

Solche Differentialgleichungen heiflen Systeme von gewdchnlichen Differentialgleichun-
gen oder gewohnliche Differentialgleichungssysteme. Um die folgende Untersuchung zu
vereinfachen, machen wir von folgender Beobachtung Gebrauch.

Satz 1.20. Jedes gewdhnliche Differentialgleichungssystem von obiger Form lisst sich
durch Vergréofierung von m auf m - n in ein gewdéhnliches Differentialgleichungssystem
erster Ordnung verwandeln. Wenn zuletzt noch der Parameter t zu einer zusdtzlichen
Komponente von q gemacht wird, also m auf m -n+ 1 erhoht wird, erreicht man, dass
f nicht mehr von t abhdngt.

Beweis: Fassen wir die Funktionen (¢, 4, ...,¢™ ") zu einer R*™-wertigen Funktion
zusammen, so ist die gewohnliche Differentialgleichung

d"q
— = f(t,q,q,...,q™Y
T fta, 4., )

offenbar dquivalent zu

d

2@ a ) = (g™ Y)),

Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem

Q(tO) =4qo, - - - 7q(n71) (t0> = (n-1
iiber in
(Q7 (jv cee 7q(n_1))(t0) = (qov cee aQH—l)'

Wenn wir ¢ auch noch um die Funktion ¢ erweitern, dann ist die urspriingliche Diffe-
rentialgleichung offenbar dquivalent zu

d, . o L ‘ .
a(t’(bq’“"q( 1)>:(17q7"'7q 17f(t7q7Q7'--7q( 1)))
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Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem
q(to) = qo,-- -, 4" (to) = Gus
iiber in
(t,q,G, 4" ) (to) = (to, qo, - - Gn). g.e.d.

Wir hatten oben gesehen, dass die Ableitung von zeitkontinuierlichen Systemen
durch genau solche Differentialgleichungssysteme beschrieben wird. Im néchsten Ab-
schnitt werden wir zeigen, dass unter bestimmten Bedingungen diese Differentialglei-
chungen auch die Abbildung ® eindeutig bestimmen.

d?q _
dt?

F(0-)-00m-0)

1.4 Existenz und Eindeutigkeit

Beispiel 1.21. Die Differentialgleichung m —gm ist dquivalent zu dem Differen-

tialgleichungssystem

Das wichtigste mathematische Mittel um die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
von Differentialgleichungen zu beweisen ist der Banachsche Fixpunktsatz.

Satz 1.22. (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und f eine Lipschitz-stetige Abbildung von X nach X mat Lipschitzkonstante L < 1,
d.h. fir allex,y € X giltd(f(x), f(y)) < Ld(z,y). Dann besitzt f genau einen Fixpunkt
und fir jedes xy € X konvergiert die Folge (xy,)nen mit T,y = f(x,) fir alle n € Ny
gegen den Fixpunkt.

Beweis: Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt fiir jedes n € N und alle z,y € X:
d(f"(x), f"(y)) < L"d(z,y).

Hier bezeichnet f" die n-fache Verkniipfung von f mit sich selber. Also folgt aus der
Dreiecksungleichung fiir alle m > n € N:

A (o), S a0) < S AU (x0)), f o)

IN

Z_: L'd(f(x0), o)

n

- (-
Ln
1-L

1 Ld(f(l’o)a Zo)

d(f(xg),xo).

IN
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Weil 0 < L < 1 konvergiert %d( f(z0), o) gegen Null und die Folge (z,)nen ist eine
Cauchyfolge. Wegen der Vollstandigkeit konvergiert sie. Wegen der Stetigkeit von f
gilt

f (hm xn) = lim f(z,) = lim z,.; = lim x,.

Also ist der Grenzwert ein Fixpunkt von f. Wegen der Lipschitzstetigkeit von f ist
der Abstand von zwei Fixpunkten kleiner oder gleich als L mal dem Abstand. Also ist
(1 — L) mal dem Abstand kleiner oder gleich Null. Dann ist wegen L < 1 der Abstand
nicht positiv, also gleich Null und beide Fixpunkte stimmen {iberein. q.e.d.

In diesem Abschnitt zeigen wir die Existenz und Eindeutigkeit von gewdohnliche
Differentialgleichungen. Dabei miissen wir allerdings an die Nichtlinearitit gewisse Ein-
schrankungen machen.

Definition 1.23. FEine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum 'Y heif$t lokal Lipschitz-stetig, wenn es fiir jedes xo € X eine Umgebung U C X
von xo gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,x" € U gilt

d(f(z), f(«")) < Ld(z, ).

Satz 1.24. (Lokale Eristenz und Findeutigkeit) Sei I ein offenes Intervall, U C V eine
offene Teilmenge eines Banachraums V und f: I x U — V eine stetige Abbildung, die
beziiglich der zweiten Variablen lokal Lipschitzstetig ist, d.h. fir jedes (to,qo) € I x U
gibt es ein § > 0 und ein L > 0, so dass fir alle (t,q), (t,q) € (to — d,to+ ) X B(qo,0)

1f @t q) = F(t @)l < Lllg — 4l

gilt. Dann gibt es fir jedes (to,qo) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
q(t) = f(t,q(t)) mit q(to) = qo auf (to — €,ty + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es § > 0 und L > 0, so dass fiir alle
(t,q), (t,q) € [to — 6, t0 + 0] x B(qo,d) auch |[f(t,q) — f(£,¢)|| < Lllg — q|| gilt. Wegen
der Stetigkeit von f ist die Abbildung

FigmF(g) mit F()(t)=q+ / £(s,q(s))ds

eine stetige Abbildung von C([ty — 6,ty + 6], B(qo,d)) nach C([to — d,to + 6], V). Sei

1F( g0l = sup [f(s, o)l

SG[to—é,to-‘r(s]
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Wenn e < ¢ und € (|| f(+, q0)]|oo + L) < 8, dann ist fiir alle ¢ € C([to—¢, to+¢], B(qo,0))
t

1F(q) = qollos < /(f(s,qO) + f(s,q(s)) = f(s,90))ds|| < e([f(-, )0 + L) < 6.

to

Also bildet F' den vollstandigen metrischen Raum C([ty — €, to + €], B(qo,0)) auf sich
selber ab. Fiir ¢,q € C([to — €, to + €], B(qo,0)) gilt

1F(q) = F(q)lloe < / 1/ (s, q(s) = f(s,4(s))] ds < eLllg = qlco-

) 1 o
Sei also € kleiner als € < min q 9, ,— p =min« o, :

Dann definiert die Abbildung F eine Lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
€ L < 1 von dem vollstdndigen metrischen Raum C([ty — €, ty + €], B(qo,0)) auf sich
selber. Jeder Fixpunkt ist wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt §(t) = f(t, q) fiir alle t € (to — €, to + €) mit ¢(ty) = qo.
Also 16st ¢ dieses Anfangswertproblem auf (ty — €,y + €). Wenn ¢ umgekehrt auf
(to — €,tp + €) dieses Anfangswertproblem 16st, dann ist die Ableitung von F(q) — ¢
gleich Null, und beide Funktionen F(q) und ¢ sind bei t = t, gleich gy. Also stimmen
beide Funktionen iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein
Fixpunkt von F'. Also folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems
auf (to — €,tp + €) aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Wegen Satz 1.20 konnen wir annehmen, dass f nicht von ¢ abhéngt. Eine solche
autonome gewohnliche Differentialgleichung ist durch ein Vektorfeld F' : U — V auf
einer offenen Teilmenge U C V' eines Banachraumes gegeben. Wir nennen dann fiir
x € U die Losungen der Anfangswertprobleme

G(t) = F(q(t)) mit q(0) =z

Integralkurven durch z. Wegen Ubungsaufgabe 1.3 sind diese Integralkurven Kandida-
ten fiir die Bahnen eines dynamischen Systems.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die Losungen der Anfangswertprobleme, also die
Fixpunkte von F, von tg, qo und f abhédngen. Wegen Satz 1.20 kéonnen wir das An-
fangswertproblem in ein solches verwandeln, in dem f nicht von ¢ abhéngt. Weil solche
Anfangswertprobleme beziiglich ¢ translationsinvariant sind, konnen wir dann den An-
fangspunkt 0 wihlen. Deshalb untersuchen wir im Folgenden nur die Abhéngigkeit der
Losung des Anfangswertproblems von ¢p und f.
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Jede Losung ¢ der Differentialgleichung ¢(t) = f (¢, ¢(t)) mit einer differenzierbaren
Funktion f erfiillt auch

Of(t.q(t) | 0f(t.q(t)) . Of(t,qt) | 9f(t q(t))

i) = % 7t a(t)) = 2L S g(r) = ST LA (1, ),

Indem wir immer héhere Ableitungen bilden sehen wir, dass fiir  mal (stetig) differen-
zierbare Funktionen f, jede Losung auch (r + 1) mal (stetig) differenzierbar ist. Wir
werden gleich sehen, dass in diesem Fall die Losung der entsprechenden Anfangswerte
auch r mal (stetig) differenzierbar von ¢y abhéngt.

Satz 1.25. Sei I ein offenes Intervall, U C V' eine offene Teilmenge eines Banach-
raums V und f : I x U — V eine stetige Abbildung, die partiell nach q r mal stetig
differenzierbar ist mit r € N, und deren Ableitung g—f; lokal beschrdnkt ist. Dann gibt es
fir alle (to,q0) € I x U eine offene Umgebung W von qo in 'V, € > 0 und eine r mal
stetig differenzierbare Funktion g : W — C([to — €,to + €], V), so dass fir ¢ € W die
Funktion g(q1) die eindeutige Lisung des folgenden Anfangswertproblems ist

dq

= (t) = f(t,q(t)) fir allet € (tg — €,t9 +€) mit  q(ty) = q1.

Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Weil g—f; lokal beschrankt ist,

gibt es ein 6 > 0, so dass U den abgeschlossenen Ball [ty — 4, to+0] x B(qo, 6) enthélt und
g—g auf [tg — 0,19 + 0] X B(qo,d) durch L beschrinkt ist. Wegen dem Schrankensatz ist

dann f auf [tg—d, to+0] x B(qo, 0) fiir festes ¢ in ¢ Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante
L > 0. Sei also 0 < € < min {(5, %} dhnlich gewahlt wie in dem Beweis des Satzes von
Picard-Lindelof. Dann definiert

F:V xC(to—eto+¢€,B(go,8) — C[to— e, to + €|, V), (q1,9) — Flq1,9)

mit  F(q,q)(t) = q +/f(SaQ(S))dS

eine stetige Abbildung. Die partielle Ableitung %‘Iqbq) ist gegeben durch
F F
w: C(lto—€,to+ €, V) — C([to — €, t0 + €], V), ZHM(,Z)
dq dq
t
: OF(q1,9) _ / 9f(s,q(s))
mit 24 (2)(t) = 7y (z(s))ds.

to
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Weil die Ableitungen %(S beschréinkt sind durch L, ist die Ableitung 2 ?q be-
schriankt durch Le < 1. Also konvergiert fiir ¢ € V und ¢ € C([to — €,to + €, B(qo,9))
die Neumannsche Reihe

8F(ql7q))_1 = (8F(q1,q))l
1 o—€totel,V) T =
( C([to—eto+e],V) dq Z dq

=0

in L(C([to — €,to + €], V)) gegen den inversen Operator von lo(y—c to+e,v) — W.
Offenbar ist fiir ¢q,q2 € V die punktweise Differenz der entsprechenden Abbildungen

eine konstante Abbildung: F(q1,9) — F(q2,9) = ¢1 — @o-
Deshalb ist fiir jedes g € C([to — €,to + €], B(qo,0)) die Abbildung ¢; — F(q1,q) eine
glatte Abbildung von V' nach C([ty — €,to + €], V). Also ist die Abbildung

G:V xC([to — €, to + €], B(qo,0)) — C([to — €,to + €], V),
(Q17 q) = (]IC([to—e,to—l—e],B(qo,(S)) - F(qh q)) =q—- F(Q1> q)

eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbereich
eine invertierbare partielle Ableitung nach ¢ € C([to — €,to + €], B(qo,9)). Das Urbild
der 0 € C(1,V) besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen ¢ — F'(q1,q). Aus
dem Satz der impliziten Funktion folgt, dass es eine stetig differenzierbare Abbildung g
von einer Umgebung W von ¢y € V auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen
q — F(qi1,q) gibt. Diese Abbildung ist auflerdem genauso oft stetig differenzierbar, wie
G. An der expliziten Formel fiir die erste partielle Ableitung M erkennt man, dass
die partiellen Ableitungen von G bis zur selben Ordnung ex1stleren und stetig sind, bis
zu der auch die partiellen Ableitungen von f nach ¢ stetig sind. Also ist G und damit
auch die Abbildung ¢ auf die Losung des entsprechenden Anfangswertproblems r mal
stetig differenzierbar. q.e.d.

Der Beweis zeigt auch, dass die Losung des Anfangswertproblems unter den gleichen
Voraussetzungen stetig differenzierbar von ¢, und von f abhingt, Wenn auf dem Raum
der Funktionen f € C(I x U, V) die Supremumsnorm von f und von == 9a L henutzt wird.
Wenn in diesem Satz die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, dann lassen sich die ersten
r + 1 Ableitungen ¢(t),...,q"*V(t) der Losung durch die ersten r Ableitungen der
Funktion f nach ¢ bei ¢(t) ausdriicken. Deshalb sind die entsprechenden Losungen
des Anfangswertproblems sogar (r + 1) mal stetig nach ¢ differenzierbar. Insbesondere
héngen fiir glatte f, die nicht von ¢ abhéngen, die Losungen des Anfangswertproblems
glatt von ¢g und t ab. Die Abhéngigkeit von ¢y ist wenn f nicht von ¢ abhéngt trivial.
Hohere Ableitungen nach ¢y konnen wir dann mit dem oben beschriebenen Trick fiir
differenzierbare Funktionen f kontrollieren. Jetzt wollen wir die Losungen auf moglichst
grofle Intervalle fortsetzen.
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Satz 1.26. (Globale Ezistenz und Findeutigkeit) Sei O C R x V eine offene Teilmenge
und f: O — V eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Fxistenz und Findeutig-
keit lokal Lipschitz-stetig ist. Dann gibt es fir jedes (to,qo) € O genau ein maximales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

q(t) = f(t,q) mit qto) = qo

genau eine Losung q enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne maximal, dass an beiden
Rdndern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a=—oc0 (bzw. b= ).
(ii) t— || f(t, q(t))] ist fir alle e > 0 auf (a,a + €) (bzw. (b — €,b)) unbeschrdnkt.

(iii) Die Lésung q ldsst sich stetig auf |a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O, d.h. ltilm(t, q(t)) ¢ O (bzw. l}gl(t, q(t)) € O).

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass fiir jedes Intervall (a,b), das ¢y enthélt, und auf
dem das Anfangswertproblem

q(t) = f(t,q(t)) mit q(to) = qo

eine Losung ¢ besitzt, so dass sich ¢ auf [a, b) oder (a, b] stetig fortsetzen ldsst, und der
Graph der Fortsetzung in O liegt, das neue Anfangswertproblem
4(t) = f(t,q(t)) mit g(a) = lim q(t) bzw. ¢(b) = lim q(¢)

wegen des Satzes von Picard-Lindeldf eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b
besitzt. Der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof zeigt auch, dass auf [a,a + €) bzw.
(b — €,b] dieses Anfangswertproblem eindeutig 16sbar ist und mit ¢ iibereinstimmt.
Also existiert ein maximales Intervall (a,b), auf dem das Anfangswertproblem eine
eindeutige Losung besitzt. Wenn am linken bzw. rechten Rand die Bedingungen (i)
und (ii) nicht erfiillt sind, dann ist die Ableitung der Losung auf einer offenen Menge
(a,a + €) bzw. (b — €,b) beschrinkt und deshalb ist die Losung dort Lipschitz-stetig.
Dann konvergiert fiir jede Folge (,)nen, die gegen a bzw. b konvergiert auch die Folge
((tn, q(tn))nen in R x V. Der Grenzwert kann dann aber nicht in O liegen, weil sonst
die Losung eine Fortsetzung auf eine Umgebung von a bzw. b hitte. q.e.d.

Bemerkung 1.27. (i) Wenn (ii) erfillt ist, kannt — f(t, q(t)) nicht stetig auf [a, a+
€) bzw. (b—e, b fortgesetzt werden. Also kénnen q und f nicht so stetig auf grofiere

Definitionsbereiche fortgesetzt werden, dass a (bzw. b) im Definitionsbereich von
q und (a,q(a)) (bzw. (b,q(b))) im Definitionsbereich von f liegt.
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(ii) Jede in q stetig differenzierbare Funktion f ist in q lokal Lipschitz-stetig, weil
fiir stetig differenzierbare Funktionen die Ableitungen lokal beschrdnkt sind und
nach dem Schrankensatz lokal Lipschitz-stetig sind. Wegen dem Schrankensatz
gilt fiir f(t,q) = A(t)g auch |In(|la(t)])) = In([lg(to) )| < i, [ A(s)l|ds. In diesem
Fall kann f(t,q) nur am Rand des Definitionsbereichs von A unbeschrinkt sein.
Dann ist auch (i1) nur am Rand des Definitionsbereichs von A mdaglich.

Wenn dim V' < oo kann man die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit (wir ken-
nen schon ein Gegenbeispiel), auf stetige Funktionen f verallgemeinern. Anstatt dem
Banachschen Fixpunktsatz verwenden wir dann den Satz von Arzela Ascoli.

Satz 1.28. (Arzela-Ascoli) Sei K ein kompakter metrischer Raum und V' ein endlich
dimensionaler Banachraum. Eine Folge (fn)nen in C(K,V) besitzt eine konvergente
Teilfolge, wenn

(i) fir jedes x € K die Folge (f,,(z))nen beschrinkt ist und

(ii) fir jedes v € K die Folge (f,)nen gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € K
und jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass aus ¥’ € B(x,0) C K fir allen € N
folgt f.(2") € B(fn(x),e) C V.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (f,)nen sogar auf K gleichgradig ste-
tig ist. Fiir jedes € > 0 und jedes y € K gibt es wegen (ii) ein §, > 0, so dass
aus d(x,y) < 20, fiir alle n € N folgt d(f.(z), fu(y)) < 5. Wegen der Kompakt-
heit von K hat die Uberdeckung {B(y,d,)|ly € K} eine endliche Teiliiberdeckung
K = B(y1,61) U...U B(yn,0n). Sei 6 das Minimum von 6y, ...,dy. Dann enthélt
fiir alle Paare z,2’ € K mit d(x,2’) < § einer der Bélle B(y;,01), ..., B(yn,dn) den
einen Punkt z. Damit sind beide in einem der Bélle B(y;,2d), ..., B(yy,2dy) enthal-
ten. Daraus folgt d(f,(z), fu(2")) < §+ § = € fiir alle n € N. Also ist die Folge (f,)nen
gleichgradig stetig auf ganz K.

Sei (zp)men eine Folge, die in K dicht liegt. Wegen (i) ist dann fiir alle m € N
der Abschluss A,, der Menge der Folge (f,,(z))nen eine kompakte Teilmenge von V.
Wir definieren jetzt induktiv eine Teilfolge (gn)nen von (fy)nen und eine Folge (@, )men
in V, so dass fiir alle m € N und alle n > m gilt d(g,(zp,),an) < =. Dafiir wihlen
wir zunéchst einen Haufungspunkt a; von (f,,(21))neny und eine Teilfolge (g,)nen von
(fa)nen, so dass fiir alle n € N gilt d(g,(z1),a1) < +. Induktiv wihlen wir danach
fir jedes M € N\ {1} einen Héufungspunkt ap; von (¢,(xar))nen und ersetzen alle
Folgenglieder von (g, )nen mit Indizes grofler als M —1 durch eine Teilfolge von (g,)n>ar,
so dass fiir alle n > M gilt d(g,(xn), apr) < +. Dann gilt fiir alle m = 1,..., M und
alle n > m auch d(g,(zp,), am) < .
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Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus z,2’ € K mit d(x,z") < ¢ fiir
alle n € N folgt d(g,(z), gn(2')) < §. Die Uberdeckung (B(%m,0))men von K besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es ein M € N, so dass alle [,n > M an den
Zentren der Bélle der Teiliiberdeckung d(gi(2), gn(zm)) < § erfiillen. Dann folgt fiir
alle x € K und alle [,n > M

€ € €
St =€

d(gi(), gn()) < d(gi(x), gi(2m))+d(gi(Tm), gn(Tm))+d(gn(Tm), gu(r)) < gt3ts =

Also ist (gpn)nen in C(K, V') eine Cauchyfolge und konvergiert. q.e.d.

Satz 1.29. (Satz von Peano) Sei I ein offenes Intervall und U C V eine offene
Teilmenge eines endlichdimensionalen Banachraums und f eine stetige Abbildung f -
I xU — V. Dann gibt es fir jedes (to,qo) € I X U ein € > 0 und auf (to —€,to+¢€) C I
eine Losung des Anfangswertproblems q(t) = f(t,q(t)) mit qto) = qo.

Beweis: Fiir jedes (tg,q0) € I x U gibt es ein € > 0 und § > 0, so dass

[to — €,to + €] x B(qo,6) C I x U.

Auf dieser kompakten Menge ist dann f beschriankt durch || ||« < 0o. Verkleinere also
gegebenenfalls €, so dass || f||o - € < 0 gilt. Fiir jede Partition P

[to — E,to + E] = [t—M7tl—M] Uu...U [t_l,tg] U [to,tl] Uu...U [tN—].)tN]

mit tg —€ = t_p < tipy < ... <t < tg <t <...<ty_1 <ty =1tyg+ € des
Intervalls [tg—e, to+€|, die ¢y als den Anfangs- und Endpunkt eines Teilintervalls enthélt,
definieren wir folgendermaflen eine Niherungslosung qp der Differentialgleichung. Auf
den Intervallen [t_,,,t1_,,] definieren wir g, induktiv fir m = 1,...,m = M dadurch,
dass jeweils der Wert bei t;_,, fiir m = 1 gleich ¢y ist und fiir m > 1 gleich dem
Wert gp(t;_,,) von dem schon konstruierten g, bei t_,, ist, und die Ableitung jeweils
konstant gleich f(¢,,—1,qp(t1_m)) ist. Entsprechend definieren wir die Lésung auch
indukltiv auf den Intervallen [t, 1,t,] fiir n = 1,...,n = N dadurch, dass jeweils
der Wert bei t,_q fiir n = 1 gleich ¢y ist und fiir n > 1 gleich dem Wert ¢p(t,_1)
von dem schon konstruierten gp bei ¢, ist, und die Ableitung jeweils konstant gleich
f(tn-1,qp(tn_1)) ist. Wegen ||f|loc - € < 0 und weil f auf [ty — €,t9 + €] X B(qo,9)
beschrénkt ist durch || f||e, liegen dann alle Werte von gp in B(qy, ).

Sei nun (P,),en eine Folge von Partitionen, deren maximale Intervalllingen eine
Nullfolge bilden. Wir zeigen jetzt, dass eine Teilfolge der entsprechenden Folge (¢, )nen
von Néaherungslosungen gegen eine Losung des Anfangswertproblems konvergiert. Of-
fenbar erfiillt die Folge (¢, )nen die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli. Des-
halb konvergiert eine Teilfolge von (g, )nen auf [tg — €, to+ €] gegen eine stetige Funktion
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q, die bei ty gleich ¢qq ist. Weil die stetige Funktion f auf der kompakten Teilmenge
[to — €,t0 + €] X B(qo,d) stetig und damit auch gleichméBig stetig ist, konvergiert auch
die Folge von Funktionen ¢t — f(¢,q,(t)) auf [ty — €ty + €| gleichméBig gegen die
stetige Funktion ¢ — (f(t,¢(t)), die dann auch Riemann integrabel ist. Indem wir
fir alle t € [ty — €19 + €] die Endpunkte der Intervalle einer solchen Partition zwi-
schen ¢y und ¢ auswéhlen definiert jedes P auch eine Partition des Intervalls [to, t] bzw.
[t,to]. Dann ist gp(t) — qo gerade eine entsprechende Riemannsumme von dem Inte-
gral ftz f(s,qp(s))ds. Offenbar ist die Differenz der Riemannsummen zweier stetiger
Funktionen auf [ty — €ty + €], beschriankt durch die Supremumsnorm der Differenz
mal 2e. Wegen dem Kriterium von Riemann und der gleichméfligen Konvergenz von

t— f(t,q,(t)) gegen t — f(t,q(t)) konvergiert (¢,(t))nen gegen

t
qo + /f(s,q(s))ds = lim q,(t) = q(t) firalle t€ [ty — €, to+ €]
to

Wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist dann ¢ differenzierbar
mit §(t) = f(t,q(t)). Also 16st ¢ das Anfangswertproblem mit ¢(t9) = qo. q.e.d.

Eine Losung einer Differentialgleichung auf einem abgeschlossenen Intervall ist eine
stetige Funktion, die im Inneren stetig differenzierbar ist, und deren Ableitung sich
stetig auf das abgeschlossene Intervall fortsetzen ldsst. Weil eine Funktion auf der Ver-
einigung von zwei Intervallen genau dann stetig ist, wenn sie auf beiden Intervallen
stetig ist und auf der Schnittmenge iibereinstimmt, konnen wir solche Losungen zu-
sammensetzen: Wenn ¢; eine Losung des Anfangswertproblems ¢(t) = f(t,q(t)) mit
q(t1) = qo auf [t; — €, t1] ist und ¢y auf [t1,¢; + €]. Dann ist

Ja®)  firte [t —et]
0= {Q2(t) fiir t € [ty,t1 + €]

eine Losung auf [t — €, ¢ +¢€]. Also konnen wir Losungen wieder nach links bzw. rechts
fortsetzen. Fiir jede total geordnete Familie von offenen Intervallen, auf denen jeweils
eine Losung existiert und jeweils auf der Schnittmenge von zwei solchen Intervallen
iibereinstimmt, ist die Vereinigung auch das Intervall einer Losung. Wegen dem Zorn-
schen Lemma existiert dann fiir jede Losung ein maximales offenes Intervall, auf das
wir sie fortsetzen konnen. Wir erhalten also wie im Satz 1.26:

Satz 1.30. (Globale Existenz) Sei V' ein endlichdimensionaler Banachraum, O C R x
V' eine offene Teilmenge und f : O — V eine stetige Abbildung. Dann gibt es fiir
jedes (to,q0) € O eine (nicht notwendiger Weise eindeutige) maximale Losung des
Anfangswertproblems

q(t) = f(t,q(t)) mit q(to) = qo
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auf einem Intervall (a,b), das ty enthdilt. Die Losung ist in dem Sinne mazimal, dass
an beiden Rdndern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a=—o0 (bzw. b= 00)
(ii) t— || f(t, q(t))] ist fir alle e > 0 auf (a,a+ €) (bzw. (b — €,b)) unbeschrdnkt.

(iii) Die Lésung q ldsst sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O. q.e.d.

Jede maximale Losung kann also nicht als Losung auf ein grofleres Intervall fort-
gesetzt werden. Aber es kann mehrere solcher maximaler Losungen geben, und zwei
verschiedene maximale Losungen kénnen auf unterschiedlichen Intervallen definiert sein
und auf Teilintervallen iibereinstimmen.

Korollar 1.31. Sei F' ein stetiges oder lokal Lipschitz-stetiges und beschrdnktes Vektor-
feld auf einem (endlichdimensionalen) Banachraum V. Dann sind alle Integralkurven
auf ganz R definiert.

Beweis: Weil F' auf ganz V' definiert ist, kann (iii) nicht erfiillt sein. Weil F' beschrénkt
ist, kann (ii) nicht erfiillt sein. Also muss am Rand (i) gelten. q.e.d.

Korollar 1.32. Sei F': X — V ein stetiges Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge X
eines Banachraumes V. Wenn fir ein x € X die Integralkurve durch x nicht fiir alle
t € R definiert ist, dann ist sie in keiner kompakten Teilmenge von X enthalten.

Beweis: Auf jeder Integralkurve, die in einer kompakten Teilmenge von X enthalten
ist, ist das Vektorfeld F' beschrinkt. Also kann fiir solche Integralkurven die Bedin-
gung (ii) im Satz 1.30 nicht gelten. q.e.d.

Insbesondere sind alle Integralkurven von stetigen Vektorfeldern auf einer offenen
Teilmenge eines endlichdimensionalen Banachraumes, die sich nicht auf ganz R fort-
setzen lassen, entweder in keiner beschrinkten Teilmenge enthalten, oder sie kommen
dem Rand von X beliebig nahe.

1.5 Fliisse und Vektorfelder

In der Ubungsaufgabe 1.3 haben wir gesehen, dass ein zeitkontinuierliches partiell
nach t differenzierbares dynamisches System ein Vektorfeld F' definiert. In diesem Ab-
schnitt konstruieren wir aus dem Vektorfeld F' das dazugehorige dynamische System
®. Zunachst wollen wir alle maximalen Integralkurven aus dem vorangehenden Satz zu
Abbildungen von offenen Teilmengen von R x M nach M zusammensetzen.
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Definition 1.33. Sei X ein topologischer Raum, W C R x X eine offene Teilmenge
und ® : W — X eine Abbildung, die folgende Bedingungen erfiillen:

(i) Firallex € X ist {t e R| (t,x) € W} ein offenes Intervall, das die Null enthdlt.
(ii) Sei (s,z) € W und (t,P(s,z)) € W, dann ist auch (t + s,z) € W und es gilt
O(t, P(s,x)) = D(t + s, x).

(iii) Fir alle v € X gilt ©(0,2) = x.
Dann heifit ® ein lokaler Fluss auf X.

Lemma 1.34. Sei ® : W — X ein stetiger lokaler Fluss auf dem topologischen Raum
X. Dann gilt:

(i) Fir allet € R sei V; = {z € X | (t,x) € W}. Dann ist fir allet € R die Menge
Vi offen. Fiir alle x € Vy ist auch ®(t,x) € V_; und die Abbildung

O(t,): Vi—=V x+— O(tx)
ein Homdomorphismus mit der inversen Abbildung ®(—t,-).

(ii) Fiir jedes x € X gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X wvon x, so
dass W die Menge (—e,€) x U enthdlt. Fir alle t € (—¢,€) sind insbesondere V;
und V_; offene Umgebungen von x und ®(t,-) ein Homdomorphismus von der
offenen Umgebung V; von x auf die offene Umgebung V_; von x.

Beweis: Fiir alle (g, z9) € W ist W eine offene Umgebung von (¢y, z9) € R x X. Dann
gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X von x, so dass (tg — €,tg+¢€) x U
in W enthalten ist. Also sind fiir alle t € R die Mengen V; offen.

Sei t € R und z € V. Wir fithren den Beweis fiir t > 0. Fiir t < 0 geht er analog.
Wegen der Bedingung (i) liegt (s, z) fiir alle s € [0,¢] in W. Die kompakte Teilmenge
{(0,®(s,z)) | s € [0,]} von W besitzt eine endliche Uberdeckung von Mengen der
Form (—e,e) x U mit € > 0 und offenen Teilmengen U C X. Deshalb enthélt W
fir ein € > 0 das kartesische Produkt von (—e¢, €) mit einer offenen Umgebung von
{P(s,z) | s € ]0,t]}. Wegen der Bedingung (ii) gilt fiir alle s € [—t, 0]

(r,®(t+s,2)) €W und &(r,®(t+s,2)) =D(t+s+rx) firaller e (—¢e).

Wegen der Bedingung (ii) folgt aus (s, ®(t,z)) € W und (r, ®(s, ®(t,z)) € W auch
(s+r, ®(t,z)) € Wund ®(r, ®(s, ®(t,x)) = (s +r, ®(¢,z)). Fiir alle s € [—t, 0] folgt
dann induktiv (s, ®(¢t,z)) € W und ®(s, (¢, z)) = ¢(t + s, x). Also liegt (¢, z) in V_,
und ®(—t,-) ist die Umkehrabbildung von ®(¢,-). Weil ® stetig ist, sind dann ®(t, -)
und ®(—t,-) Homdomorphismen. Jetzt folgt (ii) aus dem Beweis von (i). q.e.d.
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Satz 1.35. Sei X eine offene Teilmenge eines Banachraumes V. Dann definiert fiir
jedes lokal Lipschitz-stetige Vektorfeld F' : X — V die Vereinigung aller maximalen
Integralkurven aus dem Satz 1.26 einen stetigen lokalen Fluss ®p auf X. Wenn F
r € N mal stetig differenzierbar ist, dann ist ®r ein r mal stetig differenzierbar Fluss
mit v mal stetig differenzierbarer partieller Ableitung 8;%.

Umgekehrt ist jeder partiell nach t differenzierbare lokale Fluss ®, dessen partielle
¢

Ableitung F(z) = % lokal Lipschitz-stetig ist, die Einschrankung von ®r auf eine

offene Teilmenge W C Wpg.

Beweis: Sei F' : X — V ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf X. Sei Wr die
Vereinigung in R x X aller kartesischen Produkte der Definitionsbereiche der eindeu-
tigen maximalen Integralkurven aus Satz 1.26 mit Anfangswert ¢(0) = z € X mit den
Mengen {z}. Sei ®p : Wr — X fiir jedes © € X definiert durch die entsprechende
Integralkurve durch . Wenn (s,z) € Wr und (¢, ®p(s,z)) € W liegt, dann stimmen
die beiden Integralkurven mit Anfangswert z(0) = z und z(s) = ®p(s,x) wegen der
Eindeutigkeit von Integralkurven auf der Schnittmenge der Definitionsbereich iiberein.
Also bilden sie zusammen eine Integralkurve auf einem Intervall das sowohl 0, als auch
s und t + s enthélt, und z(0) = z, x(s) = Pr(s,z) und x(t + s) = Pp(t, Pr(s, ))
erfiillt. Also folgt

(t+s,x) € Wpund ®p(t + s,x) = Op(t,Pr(s, z)).

Weil im Beweis der Existenz des Anfangswertproblems im Satz von Picard-Lindelof das
Intervall, auf dem die Integralkurve durch = € definiert ist, nur von einem ¢ > 0 mit
B(x,d§) C X und der Lipschitzkonstanten L und dem Supremum von ||F'|| auf dieser
kompakten Menge B(z,d) abhéngt, enthdlt W fiir alle 2 € X eine offene Umgebung
von (0,z) € R x X. Dann enthélt Wy fiir alle (s, z) € Wy mit einer offenen Umgebung
um (0, ®r(s,x)) auch eine offene Umgebung von (s, z). Also ist W offen.

Wenn F': X — V r mal stetig differenzierbar ist, dann ist wegen Satz 1.25 auch ¢
r mal stetig differenzierbar ist. Weil in diesem Fall f nicht von ¢ abhéngt, lassen sich die
ersten 7 + 1 Ableitungen ¢(t),...,q" "V (¢) der Losung durch die ersten r Ableitungen
der Funktion f nach ¢ bei ¢(t) ausdriicken. Deshalb sind die entsprechenden Losungen
des Anfangswertproblems sogar (r 4+ 1) mal stetig partiell nach ¢ differenzierbar.

Sei jetzt @ : W — X ein partiell nach ¢ stetig differenzierbarer Fluss auf X, dessen
partielle Ableitung nach t lokal Lipschitz-stetig ist. Wegen der Bedingung (ii) gilt fiir
alle (t,z) € W und (s, ®(t,z)) € W

OP(t +s,)  O0P(t+s,2) OP(s, P(t, 7))

ot Js Js
Mit s = 0 folgt, dass die partielle Ableitung aq)é()i’x) an der Stelle (¢,z) gleich der

partiellen Ableitung von W an der Stelle (0, ®(t, z)) ist. Dann ist ¢ — ®(¢, z) die
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eindeutige Integralkurve durch x des lokal Lipschitz-stetigen Vektorfeldes F': X — V
mit F(x) = %. Aus der Eindeutigkeit von Integralkurven folgt, dass fiir jedes x € X
die Bahn ¢ — ®(¢,x) eine Einschrinkung der maximalen Integralkurve ¢ — ®p(t,x)
des Vektorfeldes F' durch z ist. Also ist W eine offene Teilmenge von Wpr und @ die
Einschrankung von & auf W. q.e.d.

Aus Lemma 1.34 und Satz 1.35 folgt

Korollar 1.36. Sei F' : X — V ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf einer of-
fenen Teilmenge X eines Banachraumes V. Dann ist fir alle t € R die Menge V, =
{z € X|(t,x) € Wg} eine offene Teilmenge von X und die Abbildung x — Pp(t,z) ist
ein Homdéomorphismus von Vi nach V_; mit Umkehrabbildung x — ®p(—t,z). Wenn
F r mal stetig differenzierbar ist, dann sind dies Abbildungen auch r mal stetig diffe-
renzierbar. Auferdem gibt es fir alle x € X ein € > 0, so dass fir alle t € (—e, €) die
Mengen V; und V_; offene Umgebungen von x sind. q.e.d.

Definition 1.37. (i) Ein lokaler Fluss ® : W — X auf einem topologischen Raum X
heifst globaler Fluss, wenn W =R x X 1ust.

(ii) Ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld F : X — V auf einer offene Teilmenge
eines Banachraumes V' heifit vollstindig, wenn der entsprechende Fluss ®r ein
globaler Fluss 1st.

Offenbar definieren stetige globale Fliisse und vollstdndige lokal Lipschitz-stetige
Vektorfelder zeitkontinuierliche dynamische Systeme. Allerdings definieren nicht alle
stetigen Vektorfelder, deren Integralkurven alle auf ganz R definiert sind, auch ein
zeitkontinuierliches dynamisches System mit G = R

Beispiel 1.38. Sei F' folgendes stetige Vektorfeld auf R:

22 ..
0 fir x=0.

Offenbar ist F auf R\ {0} lokal Lipschitz-stetig. Die Integralkurven durch x > 0 sind
fir t € [—+/]z|,00) gegeben durch ®(t,x) = (\/|z] + t)* und fir t > —\/|z] auch
eindeutig. Die Integralkurven durch x < 0 sind fir t € [—\/m, 00) gegeben durch
O(t,x) = — (/|| +1)? und fiir t > —/|z| eindeutig. Firt > 0 bildet ®(t,-) die Menge
R\ {0} also auf die Menge (—oo, —t?) U (t?,00) ab. Wegen den Bedingungen (i) und
(ii) kann ®(—t,-) dann alle Punkte in [—t*,t*] nur auf 0 abbilden. Dann miisste ®(t,0)
gleich allen Punkten in [—t2 %] sein. Also gibt es kein dynamisches System zu F'.

Satz 1.39. Auf einem kompakten topologischen Raum X sind alle lokalen Flisse auch
globale Fliisse.
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Beweis: Wegen Lemma 1.34 gibt es fiir jedes x € X ein €, > 0 und eine offene Um-
gebung U, von = € X, so dass der Definitionsbereich W die Menge (—¢,,€,) x U
enthilt. Die Uberdeckung (U,).ex von X, hat eine endliche Teiliiberdeckung. Das
Minimum der entsprechenden e, nennen wir wieder ¢ > 0. Dann folgt aus der Be-
dingung (i) des Flusses, dass fiir jedes (f,x) € W die Menge W auch die Menge
{(t+s,2) € R x X|s € (—¢,¢)} enthalt. Weil W die Menge {(0,z)|z € X} enthilt,
folgt induktiv fiir alle [ € N, dass W auch die Menge

(—l+De,(I+De) x X ={(t+s,2) e Rx X | (t,z) € (—le,le) x X,s € (—€,€)}

enthélt. Also ist W gleich R x X. q.e.d.

Wir haben in dem Beweis nur benutzt, dass es ein € > 0 gibt, so dass der Definitions-
bereich W des Flusses ® von F' die Menge (—¢,€) x X enthilt, bzw. die Integralkurven
von F' mit allen Anfangswerten x(0) € X auf (—¢,€) definiert sind.

Korollar 1.40. (i) FEin lokaler Fluss auf einem topologischen Raum X ist genau dann
ein globaler Fluss, wenn W eine Menge (—¢,€) x X enthdlt mit € > 0.

(ii) Fin lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld F': X — V auf einer offenen Menge eines
Banachraumes V' definiert genau dann einen globalen Fluss, wenn fiir ein € > 0
die Integralkurven von F durch alle x € X auf (—e,€) definiert sind.

(iii) Fin lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld F': X — V' auf einer offenen Teilmenge ei-
nes Banachraumes, das auferhalb einer kompakten Menge verschwindet, definiert
einen globalen Fluss.

(iv) Auf einem Banachraum X =V definieren beschrankte und lokal Lipschitz-stetige
Vektorfelder einen globalen Fluss.

(v) Auf einem Banachraum X =V definieren Lipschitz-stetige Vektorfelder einen
globalen Fluss.

Beweis: (i)-(ii) haben wir schon gezeigt und (iv) folgt aus Korollar 1.31. Weil es fiir
jedes x € X ein € > 0 und eine Umgebung U von x gibt, so dass der entsprechende
lokale Fluss auf (—e¢, €) x U definiert ist, und die Integralkurven durch Nullstellen auf
ganz R konstant sind, erfiillt ein Vektorfeld, das (iii) erfiillt, auch (ii).

Sei ' : 'V — V ein Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf einem Banachraum V mit
Lipschitzkonstante L. Im Satz von Picard-Lindeloff haben wir fiir x € X gezeigt, dass
mit § > 0 die Integralkurve durch z in dem Ball B(z,d) auf dem Intervall (—e,¢)
definiert ist, wenn € folgende Ungleichung erfiillt:

< min{(5 0 }
€ e .
| F(z)|| + Lo
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Mit 6 = ||F(z)]| + 1 kénnen wir € = HLL wéhlen. Also folgt (v) aus (ii). q.e.d.

Korollar 1.41. (i) Ein globaler stetiger Fluss auf dem topologischen Raum X definiert
durch
O(-,): R—-CX,X), t— dt-)

einen Homomorphismus von R in die Gruppe der Homdomorphismen von X.

Umgekehrt definieren alle Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der
Homdomorphismen von X, die als Abbildungen von R x X nach X stetig sind,
einen globalen stetigen Fluss.

(ii) Sei F : X — V ein vollstindiges lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf einer
offene Menge X eines Banachraumes V. Dann definiert der entsprechende Fluss
®r : R x X — X einen Gruppenhomomorphismus von R in die Gruppe der
Homdomorphismen von X.

Beweis: (i) Offenbar ist W = R x X dazu dquivalent, dass fiir alle ¢t € R gilt V; = X.
Die Bedingung (ii) besagt genau, dass t — ®(¢,-) ein Gruppenhomomorphismus ist.
Also folgt die Aussage aus dem Lemma 1.34.

(ii) folgt aus (i) und und Satz 1.35. q.e.d.

Ubungsaufgabe 1.42. Sei F : X — V ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf
einer offenen Teilmenge X eines Banachraumes und f : X — R eine reelle Funktion.

(i) Zeige, dass fir C < f < C7' mit 0 < C < 1 alle maximalen Integralkurven von
fF die Verkettung von den entsprechenden Integralkurven von F mait bijektiven
Abbildungen von den entsprechenden mazimalen Intervallen aufeinander sind.

(ii) Zeige dass fF lokal Lipschitz-stetig ist, wenn f lokal Lipschitz-stetig ist.

(iii) Es sei f > C > 0 lokal Lipschitz-stetig und F und fF wvollstindig. Zeige, dass
dann die beiden entsprechenden dynamischen Systeme die gleichen Trajektorien
(als Mengen) haben, aber als dynamische Systeme im Allgemeinen verschieden
sind.

(iv) Zeige, dass im Fall X =V das Vektorfeld ﬁ vollstindig ist, und die Mengen

der Integralkurven mit denen von F' iibereinstimmen.

Hinweis zu (i): Nimm an, dass sich die Integralkurven von fF schreiben lassen als
die Verkettung einer reellen Funktion mit den Integralkurven von F und leite eine
Differentialgleichung fiir diese reelle Funktion her. Diese Differentialgleichung ldfst sich
dann einfach losen.
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1.6 Elementare Losungsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf gewohnliche Differentialgleichungen beschran-
ken, in denen die gesuchte Funktion eine reelle Funktion ist. Die Differentialgleichungen
erster Ordnung haben also die Form

q(t) = f(t,q(t)).

Wenn es uns gelingt, die Funktion f als einen Quotienten zu schreiben

dann konnen wir die Differentialgleichung umformen zu

4(t)h(q(t)) = g(t).
Wenn H eine Stammfunktion von A ist und G eine Stammfunktion von G, dann gilt

S H(a(t) = S C0)

Also folgt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

i) = h%) mit q(to) = do

H(q(t)) — H(qo) = G(t) — G(to)-
Wenn wir jetzt noch annehmen, dass H eine Umkehrfunktion besitzt, was natiirlich

auf allen Intervallen gilt, auf denen A positiv bzw. negativ ist, dann erhalten wir also
als Losung des Anfangswertproblems

q(t) = H(G(t) — G(to) + H(a)).

Satz 1.43. (Trennung der Variablen) Seien g und h stetige Funktionen auf einem
offenen Intervall I und h sei entweder positiv oder negativ. Dann sind sowohl g als
auch h auf allen kompakten Teilintervallen von I Riemann-integrabel. Seien G und H
Stammfunktionen von g bzw. h. Dann ist H entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend, besitzt also eine Umkehrabbildung H=' : I' — I von einem
offenen Intervall I' auf I. Dann ist die eindeutige Losung der Anfangswertprobleme

(t) = hfq((tt))) mit q(to) = qg

gegeben durch q(t) = H(G(t) — G(to) + H(q)).
Sie ist auf dem Intervall definiert, auf dem G(t) — G(to) + H(qo) in I' liegt.  q.e.d.
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Wenn es uns gelingt eine Funktion F'(t,¢) zu finden, so dass gilt

f(t7Q):_aF

dann kénnen wir die Differentialgleichung umformen zu

d OF(t,q(t)) dq(t) OF(t,q(t))
—F(t, q(t)) = =0.
g F(bat) o dt  dg 0
Also gilt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems
L OF(t,q(t OF(t,q(t .

F(t,q(t)) = F(to; qo)-

Diese Gleichung beschreibt implizit die Losung des Anfangswertproblems.

Satz 1.44. (Ezakte Differentialgleichungen) Sei (t,q) — F(t,q) differenzierbar. Dann
sind alle Losungen des Anfangswertproblems

poF(tat)) | OF(t q(t))

i) ) it gtto) = a
implizit gegeben durch F(t,q(t)) = F(to, qo)- q.e.d.
. . . . _g(t,q) . .
Fiir zwei Funktionen ¢(t,q) und h(t,q) mit  f(t,q) = _h(t 5 gibt es nicht
4
F(t F(t
immer eine Funktion F(¢,¢) mit 0 ét’ 2 =g(t,q) und %q’q) = h(t,q).

Lemma 1.45. (Stammfunktion) Seien g und h zwei stetig differenzierbare Funktionen
auf einem konvezen offenen Gebiet Q C R2. Dann gibt es auf 0 genau dann eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion F(t,q) mit

0F(t,q) 0F(t,q)

o g9(t, q) und 0 h(t,q) wenn gilt

dg(t,q) _ Oh(t,q)
dq ot

Beweis: Sei (tg, qo) € €2 beliebig. Dann definieren wir die Funktion

1

Flt.q) = (t — to) / o(te q2)ds + (g — ao) / Wty q.)ds,

0
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mit tg = to+s(t—1tp) und ¢s = go+s(¢—qo). Weil die Funktionen g und h differenzierbar
sind, sind sie stetig und damit auch integrierbar. Die Ableitungen von F' sind dann

1 1 1
OF(t,q) dg(ts, qs) /3h(ts,qs)
T —/g(ts,qs)d8+(t—to)/ o sds + (q — qo) 5 sds
0 0 0
1 1 d
ts, Qs
= [ otearas+ / Aotte01) (e — g1, q)
ds
0
oF i / Oh(t dg(
g7q>:/h(s,qsds+ q—qo/ (ts 4:) sds + (t — tg) /g—s’qs)ds
1 0 0 0
i dh
= /h(ts,qs)ds—f-/—(;s’qs)sds:h(t,q)
S
0 0

Wenn umgekehrt % = ¢(t,q) und %;’q) = h(t,q) gilt, dann folgt aus dem Satz
von Schwarz

dg(t,q) O°F(t,q) 0°F(t,q) 0Oh(t,q)
dqg — 0q¢ot —  Otdog Ot

q.e.d.

Wir konnen diese Aussage auf Vereinigungen von konvexen Gebieten verallgemei-
nern, solange nur die Vorschrift, gemafl der wir F' fortsetzen, eindeutig ist. Das gilt fiir
alle einfach zusammenhéngenden Gebiete €2, d.h. solche Gebiete, die fiir jede stetige
Abbildung p : S — € eine Homotopie zu einer konstanten Abbildung besitzen, d.h.
also, es gibt zu jedem solchen p eine stetige Abbildung [0, 1] x ST — €, die auf {0} x S*
gerade gleich p und die auf {1} x S konstant ist. Anschaulich bedeutet das, dass jeder
geschlossene Weg in €2 zu einem Punkt zusammengezogen werden kann.

Es gibt auch Fille, in denen die Differentialgleichung

q(t)n(t, q(t)) + g(t,q(t)) =0
erst mit einer Funktion erweitert werden muss, bevor sie exakt ist.

Beispiel 1.46. Die Differentialgleichung 2tG+q(t) =0

0q 02t

ist nicht exakt, weil gilt 9 1#42= e

die Differentialgleichung 2tq(t)q(t) + ¢*(t) = 0



34 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

¢ 0
1st aber exakt, weil gilt 8_(; =2q= &th.

Korollar 1.47. (Eulersche Multiplikator) Wenn eine Differentialgleichung durch Mul-
tiplikation mit einer Funktion auf die Form gebracht werden kann

Oh(t,q) _ 09(t,q)
ot dq

G(t)h(t, q(t)) + g(t,q(t)) = 0

dann existiert auf einfach zusammenhingenden Gebieten Q@ C R? eine Funktion F, so
dass die Differentialgleichung exakt ist

iF(t,q(t)) — (j(t)aF%qQ(t)) + 8F(th(t))

=0.
dt

Dann gilt fiir die Losungen des entsprechenden Anfangswertproblems mit q(to) = qo

F(t,q(t)) = F(to, q) q.e.d.

Um fiir eine Differentialgleichung von der Form

()AL, q(t)) + g(t,q(t)) = 0
einen Eulerschen Multiplikator M (¢, ¢(t)) zu finden, miissen wir die Gleichung

OM(t, q) Oh(t,q) _ OM(L,q) dg(t, q)
ot ot dq dq

16sen. Das ist eine partielle Differentialgleichung, die im Allgemeinen nicht leichter
zu l6sen ist als die urspriingliche Differentialgleichung. In einigen Féllen kénnen wir
Losungen erraten oder einfache Losungen berechnen, die nur von ¢ bzw. u abhédngen.
Zuletzt bemerken wir, dass einige Differentialgleichungen durch eine Substitution
in eine der Differentialgleichungen verwandelt werden kénnen, die wir 16sen kénnen.

Beispiel 1.48. (i)

h(t,q) + M(t,q) g(t,q) + M(t, q)

q(t) = f(at + bq(t) + ¢) mit a,b,c € R.
Fir b = 0 kénnen wir die Differentialgleichung direkt integrieren. Fir b # 0
fihrt die Substitution p(t) = at + bq(t) + ¢ auf die Differentialgleichung p(t) =

a+bf(p(t)) oder auch #&t)) = 1. Diese Differentialgleichung kénnen wir mit

der Methode der Trennung der Variablen losen: Sei F' eine Stammfunktion von
T — a—i—b;f(;r) Dann erfillen die Losungen des Anfangswertproblems

q(t) = f(at +bg(t) + c) mit q(to) = 4o
die Gleichung F(at 4+ bq(t) + ¢) — F(atg + bgo + ¢) =t — ty.
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(i) ¢=f (q(t—t)> homogene Differentialgleichung. Die Substitution p(t) = @ fiihrt zu

(iii)

_ at +bq(t) + ¢ ,
= tab R.

Wenn die Determinante ‘Z 2' = 0 ist, dann ist entweder at + [Bq(t) ein Vielfa-

ches von at + bq(t) oder umgekehrt. Deshalb haben wir dann ein Beispiel der Art
in (i). Wenn diese Determinante # 0 ist, dann hat das lineare Gleichungssystem

at+bu+c=0 at+ pu+~v=0

genau eine Losung (to, qo). Die Differentialgleichung kénnen wir umformen zu

a(t +to) + bq(t + to) + ¢ — (atg + bgo + ¢) )
a(t +to) + Bq(t +to) +v — (ato + Bgo + )

_; a+ bQ(t-i-t;))—QO
a+ﬁQ(t+t§)—QO ’

Also erhalten wir ein Beispiel von der Form (ii).

St a0 =1

(iv) Bernoullische Differentialgleichung:
q(t) +g(t)q(t) + h(t)g*(t) =0 a #1.
Die Substitution p(t) = ¢'=*(t) fiihrt zu der Differentialgleichung
p(t) = (1 —a)q(t)g*(t) = (= 1)g(t)p(t) + (a — 1)h(2).

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, die wir im Abschnitt 1.7
gelost haben.
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1.7 Lineare Differentialgleichungen
Definition 1.49. FEine Differentialgleichung von der Form

q(t) = A(t)q(t) + b(?)

heifst lineare gewdchnliche Differentialgleichung auf einem (offenen) Intervall I C R.
Hierbei ist q eine gesuchte Funktion von I mit Werten in einem Vektorraum V (z.B.
K") und A eine Abbildung von I in die linearen Abbildungen von V auf V (oder im
Falle eines normierten Vektorraumes L(V'), die linearen stetigen Abbildungen von V
nach V). Im Fall von V- = K" konnen wir L(V') mit den n x n Matrizen K"*" iden-
tifizieren und V' mit den Spaltenvektoren in K™. Dann ist A(t)q(t) das Matriz-Produkt
der n x n-Matriz A(t) mit dem Spaltenvektor q(t), also wieder ein Spaltenvektor in
K"™. Schliefslich ist b eine Abbildung von I nach V. Wenn b(t) = 0 ist, dann heifit die
Differentialgleichung homogen, andernfalls inhomogen. Wenn A nicht von t abhdngt,
also als Abbildung konstant ist, heifst die Differentialgleichung autonom, andernfalls
nicht autonom.

Satz 1.50. Die Menge aller Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung
bildet einen Vektorraum tiber K. Wenn also q und ¢ Lésungen sind, dann sind auch
q+q und A\u fiir alle A € K Lisungen der linearen homogenen Differentialgleichung. Die
Menge aller Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung bildet einen
affinen Raum. Eine allgemeine Losung ist die Summe einer speziellen Losung und einer
allgemeinen Losung der entsprechenden homogenen linearen Differentialgleichung.

Beweis: Seien ¢ und ¢ zwei Losungen der Differentialgleichung ¢(t) = A(t)q(t) + b(t)
bzw. ¢(t) = A(t)q(t) + b(t), dann erfiillt ¢ — ¢ die Differentialgleichung

%(Q(t) — (1)) = A(t)(a(t) — 4(1)),

also die entsprechende homogene Differentialgleichung. Genauso gilt auch fiir alle A € K

%A(q(t) —q(t)) = A®)A(q(t)) — G(1)).

Deshalb ist der Raum aller Lésungen eines homogenen gewohnlichen Differentialglei-
chungssystems ein Vektorraum und die allgemeine Losung eines inhomogenen gewdhn-
lichen Differentialgleichungssystems ist die Summe einer speziellen Losung und der
allgemeinen Losung des entsprechenden homogenen Systems. q.e.d.

Satz 1.51. (Existenz und Eindeutigkeit des linearen Anfangswertproblems). Sei I C R
ein offenes (nicht notwendig beschrinktes) Teilintervall von R und A : I — L(V)
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eine stetige Abbildung von R in die beschrinkten stetigen linearen Abbildungen des
Banachraums V. Auflerdem sei b : [ — V' stetig. Dann besitzt fiir jedes qo € V' und
jedes to € I das Anfangswertproblem ¢(t) = A(t) - q(t) + b(t) mit q(to) = qo genau eine
stetig differenzierbare Lésung q: 1 — V.

Bemerkung 1.52. Jede Lésung der Differentialgleichung muss differenzierbar sein
und damit auch stetig. Dann muss sie sogar stetig differenzierbar sein. Deshalb gibt es
also auch nur genau eine Lisung.

Beweis: Wir benutzen den Satz von Picard-Lindeloff. Wir zeigen die Aussage zunéchst
auf einem Teilintervall, dessen Abschluss in I enthalten ist. Offenbar ist das Supremum
|Al|s von ||Al| eine Lipschitzkonstante L. Wie im Korollar 1.40 (v) miissen ¢ > 0 und

0 > 0 folgendes erfiillen:
€< {5 0 }
"Il (llgoll +6 S

Weil wir 0 beliebig grofl wéhlen konnen existiert ein solches e. Dann existiert eine

eindeutige Losung auf jedem relativkompakten Teilintervall. Wegen der Eindeutigkeit

kénnen wir alle diese Losungen zu eine globalen Losung auf I zusammensetzen.q.e.d.
Aus den beiden vorangehenden Sétzen folgt sofort:

Korollar 1.53. Sei I C R ein offenes Intervall, V ein Banachraum, und A : I — L(V)
und b : I — 'V stetige Abbildungen. Dann induziert fir jedes to € I die Abbildung
C(I,V) — V,u s q(ty) einen linearen Isomorphismus von der Menge aller Lisungen
der Differentialgleichung ¢(t) = A(t)q(t) auf V. Fir jede Lésung G der inhomogenen
Differentialgleichung ¢(t) = A(t)q(t) + b(t) induziert die Abbildung C(I,V) — V,u
q(to) — q(to) einen affinen Isomorphismus von der Menge aller Lisungen der inhomo-
genen Differentialgleichung nach V. q.e.d.

Insbesondere haben also die Losungsrdume der gewohnlichen linearen Differenti-
algleichungssysteme erster Ordnung dieselbe Dimension wie der Vektorraum, in dem
die Werte der gesuchten Funktion liegen. Insbesondere stimmt also fiir reelle gew6hn-
liche Differentialgleichungen n-ter Ordnung die Dimension des Losungsraumes mit der
Ordnung iiberein, wie wir das erwartet haben. Nachdem wir jetzt also fiir eine erste
Klasse von Differentialgleichungen die Existenz und Eindeutigkeit des Anfangswertpro-
blems gezeigt haben, wollen wir uns der Frage zuwenden, wie wir diese Losungen auch
ausrechnen konnen.

Beispiel 1.54. Wir stellen uns eine Insel vor, die von Stérchen, Froschen und Fliegen
bewohnt wird. Dabei stellen wir uns die Nahrungskette so vor, dass die Storche S(t) sich
sowohl von den Fréschen als auch von den Fliegen erndhren, die Frosche F(t) nur von
den Fliegen und die Fliegen f(t) von dem Aas der Friosche und Stirche. Wir nehmen
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getzt an, dass das Tierwachstum nur von der vorhandenen Nahrungsmenge gesteuert
wird:

S() = F)+1(t) ~25(1)
F) ==S(t)+ (1
ft) =S@0)+F@) —24)

Beispiel 1.55. Seien A: R — K, b: R — K stetig. Dann hat das Anfangswertproblem

q(t) = A(t)q(t) + (1), q(to) = o

eine eindeutige Losung, die wir jetzt bestimmen wollen. Dazu betrachten wir zundchst
das entsprechende homogene Anfangswertproblem mit b = 0. Wenn q eine Nullstelle bei
einem t1 € R hat, dann stimmt q mit der eindeutigen Liosung q = 0 des entsprechen-
den homogenen Anfangswertproblems mit q(t;) = 0 wberein. Andernfalls hat q keine
Nullstelle und wir konnen die Differentialgleichung umformen zu

298 = 2 n(a(0) = A) mit g(t0) = .
Wir erhalten
In(q(t)) = /A(s)ds+ln(q0) bzw. q(t) = exp /A(s)ds qo-

to to

Sei also qs fir alle s € R die eindeutige Lisung qs(t) = exp <f5tA(r)dr> b(s) des
Anfangswertproblems q,(t) = qs(t)A(t) mit qs(s) = b(s). Dann folgt

& [ads=at+ [A0ads b0+ A0 [aois

to to to

¢
Also list [ qs(t)ds das Anfangswertproblem

q(t) = A(t)q(t) + b(t) mit q(ty) = 0.

Wir erhalten also die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems als die Summe

t t t

o(t) = exp / A(s)ds | g0 + / exp / A()dr | b(s)ds.

to to S
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des homogenen Anfangswertproblems und dem Integral iiber alle Anfangswertprobleme
des homogenen Problems, wobei wir als Anfangswerte jeweils den inhomogenen Term
einsetzen. Dieses Verfahren wollen wir jetzt verallgemeinern.

Satz 1.56. (Variation der Parameter) Sei [a, 5] C R ein kompaktes Intervall und V/
ein Banachraum. Dann ist die Abbildung

C([e, 8], L(V)) x C(ler, 5], V) X [, 5] x V — C([ev, B], V) (A, b, to,q0) — u
auf die eindeutige Losung q des Anfangswertproblems
q(t) = A(t)q(t) + b(t) mit q(to) = qo
stetig. Die Finschrdinkung dieser Abbildung auf ein festes to hdngt analytisch von A,
b und qo ab. Fir jedes (A,b,ty) € C([a, ], L(V)) x C([ev, 8], V) X [, ] ist dann die

entsprechende Einschrinkung der Abbildung ein affiner Isomorphismus von qo € V' auf
die Menge der Losungen der Differentialgleichung

G(t) = A(t)q(t) + b(t).

Bevor wir diesen Satz beweisen, berechnen wir mit ihm die Losung eines inhomo-
genen Anfangswertproblems aus der Losung des homogenen Anfangswertproblems.

Korollar 1.57. Sei A : [ — L(V) eine stetige Abbildung auf einem offenen nicht
notwendigerweise beschrdankten Intervall und b : I — V' auch. Dann setzt sich wegen
der Variation der Parameter die eindeutige Losung qs(t) des Anfangswertprobleme

Gs(t) = A(t)qs(t) mit qs(s) = b(s)

zu einer stetigen Abbildung I — C(I,V) s+ qs zusammen. Die eindeutige Lisung
des inhomogenen Anfangswertproblems

q(t) = A(t)q(t) + (1) mit q(to) = qo

ist dann die Summe des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems und des In-

tegrals
t

/ qs(t)ds.

to
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Beweis: Wegen des vorangehenden Satzes ist die Abbildung s — ¢4(t) auf allen Teil-
intervallen [« ,6] C I stetig von [« 5] nach C([a, 8], V). Dann existiert fir alle t €

das Integral f qs(t)ds. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

to

t t t to
& [a0ds =+ A0 [awds b0+ A0 [a@dswd [ awis=o.

to to to to
Diese Funktion 16st das inhomogene Anfangswertproblem mit ¢y = 0. Wegen Satz 1.50
ist die eindeutige Losung des allgemeinen Anfangswertproblems die Summe dieser
Funktion und der Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems.q.e.d.
Beweis von Satz 1.56: Offenbar ist die Abbildung

Clo, A1, £(V)) x C(lev, B, V) X [o, f] x V x C([ev, 5], V) = C([e, B, V)

t

(A, 6,0, 90, @) = fabitoao(@) Wit Fapia(@)(t) = o+ /(A(s)q(s) +0(s))ds
to
stetig und héngt fiir festes to analytisch von A, b, gy und ¢ ab. Weil das Integral
linear ist, ist sie sogar eine Summe von linearen Abbildungen und einer bilinearen
Abbildung. Damit ist f sogar ein Polynom in A, b, qo, und ¢. Die Lipschitzkonstante
L der Abbildung f = fi 7o Mit einem Element (A, b1y, q0) € C([a, B, L(V)) x
C([a, B],V) % |ov, B] x V konnen wir abschétzen durch

t t

i@ - F@]_ =] [ 4 et~ atehas+ [ () - Aats) = ats)is

to to [ee]

< 18- alllg = @l (Il Alle + 14 = Allxc)

Wir wihlen das Intervall o, 3] und € > 0 so klein, dass die den Elementen (A, b, T, do)
in dem e-Ball von (A, b, to, qo) entsprechenden f Lipschitz-stetig sind mit Lipschitzkon-
stante L < |6 — a(||Al|ec +€) < Lo < 1. Fiir n > m > N € N erhalten wir

|7@ -] _ = Hfm<f"*m<q> - )|

n—m

m

— )

1=
n—m-—1 =4
LN
( LY f( _qnoo) < =1£(q) = qlloo-
P 1—-L
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Wir wihlen die Startfunktion ¢ identisch gleich Null. Dann ist || f(q) — || beschriinkt
durch

170) = Ollac < llaoll + lldo — aoll + 18 = ] (11blloc + 16 = bll ) -

Weil auf dem e-Ball um (A, b, ¢y, qo) die Lipschitzkonstante uniform durch Ly < 1 be-
schriinkt ist, konvergiert dann die Folge (f"(q))nen gleichméiBig gegen die Losung des
Anfangswertproblems. Der Grenzwert ist als gleichméfliger Grenzwert von stetige Ab-
bildung eine stetige Funktion von (A, b, to, qo), die fiir festes ¢y analytisch von (A, b, qo)
abhéngt (also eine konvergente Potenzreihe besitzt).

Wenn die Lipschitzkonstante grofler als 1 ist, iiberdecken wir das Intervall durch
hinreichend kleine Teilintervalle und setzen die entsprechenden Losungen fort. q.e.d.

Damit haben wir die Berechnung der Losung auf das Losen des homogenen An-
fangswertproblems zuriickgefiihrt.

Satz 1.58. (Ezponentialfunktion) Die Potenzreihe exp(A) = > % konvergiert fiir
n=0

alle A€ L(V), wenn V ein Banachraum ist. Auflerdem gilt

9 xp((t — to)A) = Aexp((t — to) A) = exp((t — o) A)A.

dt
Beweis: Wegen ||A - B| < [|A]|| - [|B]| folgt ||A™|| < ||A]|™. Dann folgt die Behauptung
aus den entsprechenden Aussagen fiir die Exponentialfunktion auf R. q.e.d.

Korollar 1.59. (Lisung des autonomen Anfangswertproblems) Das inhomogene An-
fangswertproblem

q(t) = Aq(t) + b(t) mit q(to) = qo
mit A € L(V) und stetigem b: I — V besitzt die eindeutige Losung

t

q(t) = exp((t — to)A)qo + /exp((t — 5)A)b(s)ds.

to

Beweis: Es geniigt wegen der Variation der Parameter zu zeigen, dass das homogene
Anfangswertproblem (b = 0) durch ¢(t) = exp((t — to)A)qo gelost wird. Das folgt aus
den Eigenschaften der Exponentialfunktion. q.e.d.

Damit bleibt noch das Problem der Berechnung der Exponentialfunktion. Dazu
benutzen wir die Diagonalisierung bzw. Jordannormalform von Matrizen.

Ubungsaufgabe 1.60. (1) Aus der Analysis wissen wir, dass das Anfangswertpro-
blem der Differentialgleichung

¢ (t) = 0 mit ¢(0) = q0,4(0) = q1, ..., ¢"(0) = g1
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die Lésung

3

-1 )
qit
qit) =) ——

q 0 1 0 q q(to) o
d q : q , q(to) 73
— = |- mat . =
dt 0 . 0 1 : :
g 0 0 0/ \gn"¥ gV (to) n1

Deshalb gilt

0 1 0 0 1 0

exp [t T | [=1+) |- o
P 0 ... 01 ;;H 0 0 1
0 0 0 0 0 0

Zeige direkt diese Identitdt.

(ii) Zeige, dass fir alle A € R (oder C) gilt

A1 ...0 0 1 ... 0

ex t P T = exp(t)) - ex t- : SRR
P10 0 a1 P(LA) - exp 0 0 1
0 0 A 0 0 O

(iii) Die Matriz A lasse sich durch die invertierbare Matriz B diagonalisieren:

A 0
A=B ey B!
0 An
Zewge, dass dann gilt
exp(tA) 0
exp(tA) = B . B 1.
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Beispiel 1.61. Die Matriz

-2 1 1
-1 0 1
1 1 =2

ldsst sich diagonalisieren auf

11 1\ /0 0 0\ /- 3
10 1 0 —1 0 1 -1 0
11 -2/ \0 0 -3 1

1
3

Also ist die Losung des Beispiels der Storche, Frische und Fliegen gegeben durch

S(t) 11 1 1 0 0 -3 1 3 S(0)
Fty]=(10 1 ][0 e* 0 1 =1 0 | |F(0)
f(t) 11 -2/ \0 0 e* 5 0 —3/ \f(0)

Lemma 1.62 (Gronwall). Seien a < 3 € R, A € I}[«, 3]) eine nichtnegative Lebesque
integrable Funktion und b,q € L®([a, 5]) beschrinkte messbare reelle Funktionen. Gilt
die erste der folgenden Ungleichungen fir fast alle t € [a, 8], dann auch die zweite:

q(t) < b(t) —|—/A(s)q(s)ds = q(t) <b(t) —i—/exp /A(s’)ds’ A(s)b(s)ds.

Beweis: Wir setzen die erste Ungleichung n mal in sich selber ein und erhalten

o(t) < b(t)+nz_:/A(t1)/A(t2)-~ / A(t)b(te)dt - - - dty+

+ /tA(tl)iA(t2) e 71A(tn)q(tn)dtn---dt1.

Weil A nicht negativ ist, folgen diese Ungleichungen induktiv aus der ersten Unglei-
chung. Durch vertauschen der Indizes und der Integrationen erghalten wir

/ A(tn) / Altn-r) - / A(tr)g(ty)dty - - - dt, = / A(ty) -+ A(tr)g(ty)dt, - - dty

t

‘/ / Alty) -+ Alt2)Alt1)g(t1)dt, - - dt

a t1<to<--<tn,<t
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Alle Permutationen von ts, ..., t, bilden die offenen Teilmengen
{(ty, ... ta) Et,t]" i <ta<...<t, <t}

auf disjunkte Mengen ab, die zusammen das gleiche Volumen wir [t;,¢]"~! haben. Weil
A(ty) - -+ A(t,,) sich durch die Permutationen nicht d&ndert erhalten wir

q(t) < b(t) + / ;i <f“ ?;?fj) A(s)b(s)ds + / <f“ ?:fﬁ) A(s)q(s)ds.

Mit fttl A(s)ds < ||Al| 2 ja,p)) erhalten wir fiir n — oo die zweite Ungleichung. q.e.d.

Lemma 1.63. (Fundamentallosung) Sei A : I — L(V') eine stetige Funktion von einem
Intervall in die stetigen linearen Abbildungen des Banachraums V. Dann konvergiert

tn to

Flt) = 1+i/tA(tn)/A(tn_1).../A(tl)dtl...dtn

to to

auf t € I gegen die Losung des Anfangswertproblems
F(t) = A(t)F(t) mit F(t,) = 1.

Beweis: Wegen dem Gronwallschen Lemma la8t sich mit b = 1 die Norm || F'(¢)|| durch
die Reihe von exp ( ftto | A(s) Hds) abschétzen und konvergiert auf kompakten Teilmen-
gen von [ gleichméfig. Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung folgt

tn—1 to

F(t) = A(t)+i A(t)/A(tnl) / A(tnz).../A(tl)dtl...dtn1 = A(t)F(t).q.e.d.

to to to
Diese Losung F'(t) heiit Fundamentallosung des Anfangswertproblems
q(t) = A(t)q(t) mit q(to) = qo-

Offenbar ist dann F'(¢) die lineare Abbildung, die jedem gy den entsprechenden Wert
der Losung an der Stelle ¢ zuordnet. Wegen der Eindeutigkeit der Losung der beiden
Anfangswertprobleme

q(t) = A(t)q(t) +b(t) mit q(to) = go und  ¢(t) = A(t)q(t) + b(t) mit q(t:) = @
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ist die Fundamentallosung des ersten Anfangswertproblems an der Stelle t; als linea-
re Abbildung invers zu der Fundamentallosung des zweiten Anfangswertproblems an
der Stelle t3. Deshalb ist die Fundamentallésung eine einmal stetig differenzierbare
Abbildung von I in die invertierbaren Elemente von L(V).

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

q(t) = A(t)q(t) mit q(s) = b(s)

ist dann gegeben durch
qs(t) = F(t)F~(s)b(s).

Wegen der Variation der Parameter ist dann die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

q(t) = A(t)q(t) + () mit q(to) = qo

gegeben durch
t

o) = Ptk + [ FOF(s)bls)ds

Deshalb geniigt es zum Losen einer gewohnlichen, linearen Differentialgleichung, die
Fundamentallésung zu bestimmen. Wenn alle A(¢) miteinander kommutieren:

ADAF) = A(E)A(t) fir alle t,¢' € I,

t
wie das im Fall V' = R gilt, dann ist F(¢) = exp / A(s)ds |, im Allgemeinen aber

to
nicht. Im endlichdimensionalen Fall, wenn wir A durch n x n Matrizen darstellen

konnen, ist allerdings folgende Beziehung sehr niitzlich.

Satz 1.64. (Spur und Determinante) Sei A : I — K" eine stetige Abbildung des
offenen Intervalls I in die K-wertigen n x n Matrizen. Dann gilt fiir die Fundamen-
tallosung

F:I K> mit F(t)=AF@t) und F(t) =1,

%det(F(t)) = Spur(A(t)) det(F(t)) mit  det(F(ty)) = 1.

Also hat det(F(t)) auf I keine Nullstellen und F(t) ist fir alle t € I invertierbar.
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Beweis: Weil die Determinante det : K"*" — K ein Polynom in den Eintrdgen der
entsprechenden Matrix ist, ist sie eine analytische Funktion. Wir zeigen zunéchst, dass
die Ableitung dieser Abbildung bei allen invertierbaren Matrizen A gegeben ist durch

% det(A +tB) |;—o= det(A) Spur(A~'B).

Es gilt ndmlich
det(A +tB) = det(A) det(1+ tA™'B).

Offenbar ist det(1+ tA~'B) ein Polynom in ¢ vom Grad n, und die Koeffizienten sind
Polynome in den Koeffizienten von A~!B. Weil die Unterdeterminanten von 1 genau
dann nicht verschwinden, wenn die genausovielte Spalte wie Zeile gestrichen wird und
dann die Unterdeterminanten gleich Eins sind, gilt

det(14tA™'B) =14t Spur(A~'B) + Terme héherer Ordnung.

Damit folgt

d
pr det(A+tB)| = det(A)Spur(A~'B).
=0

Wenden wir diese Formel auf F'(¢) an, so erhalten wir mit der Kettenregel an den
Stellen, an denen F'(t) invertierbar ist

%det( (1)) = Spur(F(#)F~1(t)) det(F(¢))

Dann folgt aus dem Beispiel, dass det(F'(t)) die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

q(t) = Spur(A(t))q(t) mit q(to) =1
t
ist. Also gilt det (F'(t)) = exp Spur q.e.d.

to



Kapitel 2

Hamiltonsche Mechanik

2.1 Gradientenfliisse

Definition 2.1. Sei X eine offene Teilmenge des R™ und H : X — R eine diffe-
renzierbare Funktion. Dann definiert der Gradient von H ein Vektorfeld auf X. Fin
entsprechender Fluss heifst Gradientenfluss.

Wenn die Ableitung von H lokal Lipschitzstetig ist, dann ist wegen dem Satz von
Picard-Lindel6ff 1.24 der Gradientenfluss eindeutig.

Lemma 2.2. Sei H : X — R auf einer offenen Menge von R™ einmal stetig differen-
zierbar. Dann ist H auf jeder Integralkurve des Gradientenflusses monoton wachsend.
Wenn der Gradient von H bei x € X nicht verschwindet ist H auf der Integralkurve
des Gradientenflusses durch X sogar streng monoton wachsend.

Beweis: Der Gradient von H ist definiert als
O0H(z) 0H(x) O0H ()
H = o, —2 .
VH(z) ( Oxry = Oxy ' Oz,

Wenn also ¢(t) eine Integralkurve des Gradientenflusses durch x € H ist, dann gilt

SHG0) = 20y 1 B

dt
- (g—i@(t»f bt (52 <q<t>>)2 >0

Gleichheit kann nur gelten, wenn der Gradient von H bei ¢(t) verschwindet.  q.e.d.

Um das Maximum einer Funktion H zu finden, kann man einfach den Gradienten-
fluss mit einem beliebigen Anfangswert moglichst lange flieen lassen. Dabei wird dann
der Wert von H immer gréffer. Wenn man Gliick hat landet man in einem Maximum.

47
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Beispiel 2.3. Sei H(z) = 23 +...+122 das Quadrat der euklidischen Linge. Um einen
Vektor minimaler Ldnge zu finden, benutzen wir den negativen Gradientenfluss.

—VH(z) = —2x.
Dieses Vektorfeld besitzt die Integralkurven
g(t) = e *'z mit q(0) = x.
Also konvergieren alle Bahnen dieses Gradientenflusses gegen das einzige Minimum
x =0 von dem Quadrat der euklidischen Linge H.

Korollar 2.4. Sei H auf einer offenen Teilmenge X von R"™ zweimal stetig differenzier-
bar. Dann besitzt der entsprechende lokale Fluss aufler den Fixpunkten keine weiteren
periodischen Orbits. Die Fizpunkte bestehen aus allen kritischen Punkten von H.

Beweis: Offenbar sind alle kritischen Punkte von H auch Fixpunkte des entsprechen-
den Gradientenflusses. Wenn x kein kritischer Punkt von H ist, dann nimmt H auf der
Integralkurve durch x nur noch Werte gréfler als H(z) an und kann nicht mehr zu z
zuriickkehren. q.e.d.

Lemma 2.5. Set F': X — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge X des R™. Wenn X konvex ist oder einfach zusammenhdngend, dann ist F
genau dann ein Gradientenvektorfeld, wenn fir alle 1 <1 < j <n gilt
OFi(x) _ OF;(x)
836]- N 8352 )
Beweis: Sei 1y € X ein beliebiger Punkt. Wir definieren fiir jeden Punkt x die Funktion

H:X —R, xHH(Qf):/(LE—.%O)'F(ZL‘0+t(ZL‘—.CE0))dt.

0

Dann folgt
1
OH OF
or = [ Bt )it + [ (o= w0t o+ to — )i
0

1 n

jE(x0+tx—x0 dt+/z F(xo—irt(a:—xo))dt
[

L
0

(tFj(xo 4+ t(x — x0))) dt = Fi(xo + x — x0) = Fi(z).

Erl&
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Also ist F' das Gradientenvektorfeld von H. Umgekehrt erfiillt das Gradientenvektorfeld
von H
O’H(x) 0°H(x)
(91;2-8% n 81’]&7)2

q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.6. Sei H eine stetig differenzierbare Funktion auf dem R™, die
nach unten beschrinkt ist. Fir ein xo € R™ sei t — q(t) die Integralkurve von dem
negativen Gradientenvektorfeld von H durch den Punkt xq. Zeige folgende Aussagen

(i) Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass ||q(ta) — q(t1)]] < C\/ta —t; fiir alle 0 <
t1 <ty im mazximalen Definitionsbereich der Integralkurve q gilt.

Hinweis: benutze den Schrankensatz, die Cauchy Schwarzsche Ungleichung, und
dass das Integral H(q(ts)) — H(q(t,)) = [ dH(q ) g peschrinkt ist.

t1

(ii) Folgere aus (i), dass die Integralkurven durch alle x € R™ fir alle t € [0,00)
definiert sind.

(iii) Zeige dass jeder Grenzwert x € R™ von den Folgen (q(t,,))nen mit streng monoton
wachsenden unbeschrnkten Folgen (t,)nen in [0,00) ein kritischer Punkt von H
ist mit H(x) = inf{H (q(t)) | t € [0,00)}.
Hinweis: Zeige mithilfe von Arzela-Ascoli dass eine Teilfolge von der Folge von
Funktionen (qn)nen mit ¢,(t) = q(t + t,) auf allen kompakten Teilmengen von
[0,00) gegen eine Integralkurve des negativen Gradientenvektorfeldes konvergiert.

(iv) Sei x € R™ ein Grenzwert einer Folge (q(t,))nen wie in (iii). Fir ein § > 0 sei
W ={te0,00)]q(t) € B(z,0)} und [, ||4(t)||dt < co. Dann konvergiert q im
Grenzwert t — oo gegen x.

Hinweis: Betrachte die Folge (t,)nen mit t, = sup{t € [t,,00) | t] c W}.

[tn,
Zeige, dass es ein N € N mit ty = oo gibt, weil sonst die Folge (q(t,))nen gegen
x konvergiert im Widerspruch zu ||x — q(t,)|| = 0.

(v) Seix wiein (iv) und ® : R — R eine differenzierbare Funktion mit ® > 0, so dass
fiir ein § > 0 folgende sogenannte Gradientenungleichung gilt: (siehe Sen-Zhong
Huang: Gradient Inequalities, AMS 2006)

1

S(H) < |\VH(y)|| fir alle y € B(z,9).

Dann konvergiert q im Grenzwert t — oo gegen x.

d O(H(q(t))) fir alle t mit q(t) € B(x,0).

Hinweis: Zeige ||G(t)]] < %
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2.2 Hamiltonsche Systeme

Um das Gradientenvektorfeld einer Funktion zu definieren haben wir implizit die eukli-
dische Metrik benutzt. Im Allgemeinen ist die Ableitung einer differenzierbaren Funk-
tion auf einer offenen Teilmenge X eines Banachraumes V' eine lineare Abbildung von
V nach R, also ein Element des Dualraumes von V. Um den Dualraum mit V' zu identi-
fizieren benotigen wir ein Skalarprodukt. Wir kénnen auch andere (antisymmetrische)
Bilinearformen benutzen um aus Funktionen Vektorfelder zu konstruieren.

Auf dem R?" betrachten wir die Bilinearform

w: R xR*™ - R, (v,w)— wlv,w)=1" <_01 (])1) w = Z(U'L’wnJri — UpgiW;).
ifin

Hierbei betrachten wir v und w als Spaltenvektoren in R?*. Dann induziert eine diffe-
renzierbare Funktion H das Vektorfeld X (H) = ( % 1)VH mit w(v, X(H)) =v- VH.

Definition 2.7. Es sei M C R*" offen und H € C*(M,R). Die Differentialgleichung

q.:(?H(q,p) . _0H(q,p)

5}% ’ pz—_—aqz fUT’Z:]_,,TL
oder, in den Koordinaten x = (q1,...,qn,D1,---,0Pn) = (¢,p) T = X(H)(xz) mit dem
Hamiltonschen Vektorfeld X (H) + JVH und J = ( % 1) heifit Hamiltonsche Differen-
tialgleichung.

Bemerkung 2.8. H wird Hamiltonfunktion genannt. Wir setzen im Folgenden ein-
fachheitshalber oft voraus, dass H ein Dynamisches System definiert.

Definition 2.9. Fine reelle Funktion auf dem Phasenraum M eines dynamischen Sy-
stems heifst Integral der Bewegung, wenn sie auf allen Bahnen konstant ist.

Satz 2.10. Die Hamiltonfunktion ist ein Integral der Bewegung.

Eewleis:b%H(tb(t,x)) = H'(4®(t,z)) = H'(X(H))(®(t,z)) = (VH - JVH)(®(t, x)).
s gilt aber
(v, Jv) = (J'v,v) = —(Jv,v) = —(v,Jv) =0

fiir v € R?", also auch fiir VH(®(t, z)). q.e.d.

Dieser Satz erlaubt uns, das dynamische System auf die (oft Energieschalen ge-
nannten) Niveaumengen H '({E}) zu restringieren. Nach dem Satz iiber die implizite
Funktion sind dies fiir regulire Werte von £ von H Untermannigfaltigkeiten von M.
Dies ermdglicht es fiir den Fall n = 1, also M = R?, fiir eine gegebene Funktion H
die Orbits, allerdings ohne Zeitparametrisierung, aufzufinden: Zu x € M betrachten
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wir die Niveaumenge H'({H(z)}). Ist VH(x) = 0, so besteht der Orbit nur aus .
Sonst ist in einer Umgebung von z die Niveaumenge H ! ({H(x)}) eine Kurve im Pha-
senraum R?, was man durch Verwendung des impliziten Funktionensatzes sehen kann.
Um den Orbit zu bekommen, dehnen wir diese Kurve nach beiden Seiten so weit wie
moglich aus. Die Orientierung erhalten wir durch die Richtung, die durch Drehung des
Gradienten im Uhrzeigersinn um 7/2 entsteht (J entspricht einer solchen Drehung).

Beispiel 2.11. Die Orbits des eindimensionalen harmonischen Oszillators sind kon-
zentrische Kreise um den Ursprung: H(q,p) + p* + ¢>.

Begriffe: Mit Phasenraum M C R?" = R} x R} nennen wir

e n Zahl der Freiheitsgrade

q € Ry Ort und p € R} Impuls

q= %—g Geschwindigkeit

H Hamiltonfunktion oder Gesamtenergie

Besitzt der Phasenraum die Form M = R} X N, so heiit N C R Konfigurati-
onsraum.

2.3 Symplektische Gruppe

Damit die Hamiltonsche Differentialgleichung linear wird, muss H : M — R bis auf
eine Konstante ein homogenes Polynom zweiten Grades sein, also von der Form

H(r) = H(O) + 5(x, A2)

mit einer 2n x 2n Matrix A. Die Funktionen zu A und A! stimmen {iberein. Deshalb
kénnen wir 0.B.d.A. A = A" annehmen. Dann ergibt sich VH (z) = Az und @ = JA - .
Die Differentialgleichungen bleiben invariant, wenn wir zu H eine Konstante dazuad-
dieren. Das entspricht physikalisch der Tatsache, dass nicht absolute Energiewerte, son-
dern nur Energiedifferenzen messbar sind. Wir setzen der Einfachheit halber H(0) = 0.
Setzen wir U = JA € M(2n,R), so stellen wir fest, dass

UJ+JU=JA' T+ PA=AJ'J+J?A=—-AJ* + J?A=0

gilt. Das fiithrt uns zu folgender Definition:
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Definition 2.12. Fine 2n x 2n Matrix U und der entsprechenden Endomorphismus
des R?" heiflen infinitesimal symplektisch, wenn folgendes gilt:

U'J+ JU = 0.

Da die Bedingung an U linear ist, bilden die infinitesimal symplektischen Endomor-
phismen einen Unterraum sp(n) C L(R*™).

Satz 2.13. Fir U € sp(n) gilt Spur(U) = 0.
Beweis: Spur(U) = Spur(U') = — Spur(JUJ ') = — Spur(U). q.e.d.
Korollar 2.14. Lineare Hamiltonsche Systeme sind volumenerhaltend.

Beweis: ®(t,z) = exp(Ut)z, und det(exp(Ut)) = exp(Spur(U)t) = 1. q.e.d.
Der Fluss eines linearen hamiltonschen Systems hat nicht nur die Eigenschaft vo-
lumenerhaltend zu sein. Es gilt auch

(exp(Ut))"J exp(Ut) = i(Utt)”Jexp(Ut) = Ji(—Ut)” exp(Ut) =J fir teR.

Diese Gleichung besagt, dass ein linearer Hamiltonscher Fluss die schiefsymmetrische
Bilinearform
w:R?" xR™ SR, (v,w)— w(v,w)= (v, Jw)

invariant ldsst, d.h. w(®(t,v), P(t,w)) = w(v,w), dhnlich wie eine orthogonale Trans-
formation das kanonische Skalarprodukt des R™ invariant ldsst. Den mechanischen Be-
wegungen entspricht damit eine besondere Art der Geometrie, die wir im néchsten
Abschnitt eingehender untersuchen.

2.3.1 Symplektische Geometrie

Die den mechanischen Bewegungen zugrundeliegende symplektische Geometrie besitzt
gewisse Ahnlichkeiten mit der Riemannschen Geometrie. Diese werden wir im Folgen-
den herausarbeiten.

Definition 2.15. Sei V ein R-Vektorraum der Dimensionn < oo undw : VxV — R
eine Bilinearform.

(i) Die Transponierte w' von w ist durch w'(ej.es) = w(eq, e1) gegeben.

(ii) w heifit symmetrisch, wenn w' = w, schiefsymmetrisch, wenn W' = —w.
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(iii) Durch w wird die lineare Abbildung V — V', v w(v,-) mit

w(v,): V=R, wr w(v,w)in den Dualraum V' von V induziert.
(iv) w heifst nicht degeneriert, wenn w(v,-) = 0 nur fir v =20 gilt.

(v) Beziiglich einer Basis (by,...,b,) von V ist die darstellende n x n Matriz J von
w durch (J)jg = w(b, b)), i,k=1,...,n gegeben.

(vi) Der Rang von w ist der (basisunabhingige) Rang der darstellenden Matriz.
(vii) Ist w eine Bilinearform auf W und A € L(V,W), dann heifit die Bilinearform
Aw:VxV =R, Awv,w)=w(Av, Aw)
der pull-back von w beziiglich A.
Satz 2.16. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

(i) Ist w symmetrisch mit Rang r, dann ist die darstellende Matriz von w beziiglich

ewner geetgneten Basis eine Diagonalmatriz, deren diagonale Eintrdge entweder
+1 sind oder 0.

(ii) Ist w schiefsymmetrisch mit Rang r, so ist r = 2m,m € Ny und die darstellende
Matrix von w besitzt beziiglich einer geeigneten Basis die Form

0 10
J=|-10 0
0 00

mait m X m-FEinheitsmatrizen 1.
Beweis: Diese Aussagen werden oft in der Vorlesung Lineare Algebra bewiesen.

(i) Es gilt die Polarisationsidentitét
wv,w) = Z—l(w(v +w,v+w) —wlv—w,v—w)).

Ist also w # 0, dann existiert ein Vektor 0; mit ¢; = w(0y,01) # 0. Setze
vy = 01/+/| 1 |- Wir betrachten den von v; aufgespannten eindimensionalen Un-
terraum V3 C V und Vo = {v € V | w(v,v;) = 0}. Es gilt Vi NV, = {0} und
Vi+ Vo=V, denn fir v e V gilt

v —w(vy, v)w(v,v)v1 € Vs,

Wir betrachten die Einschrankung von w auf V5 und fahren induktiv fort.
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(ii) Fiir w # 0 existieren 0y, Oy € V mit ¢; = w(01, Opy1) # 0. Setze vy = 01 /¢y und
Uma1 = Uy Es ist

w(v1,v1) = wW(Vmi1,Vms1) =0 und  w(vy, Vi) = —w(Vme1,v1) = 1.
Sei Vi = Span(vy, Vms1) C V und
Vo={veV|www)=0 firalle weV}.
Es gilt VonVp = {0} und Vo + V; =V, denn fiir v € V gilt
v+ w(v,01)Vma1 — WV, Vpa1)v1 € Va.
Wir behandeln induktiv die Einschrankung von w auf V5 etc.

Definition 2.17. o [ine symplektische Form auf einem R-Vektorraum V ist eine
nicht degenerierte schiefsymmetrische Bilinearform w :V xV — R.

o (V,w) heifst dann symplektischer Vektorraum.
o Sind (V,w) und (F,w) symplektisch, so heifit eine lineare Abbildung A :V — W

symplektisch, wenn A*w = w.

Bemerkung 2.18. (i) Die symplektischen Abbildungen A € L(V') sind diejenigen, die
die symplektische Form w erhalten, d.h. A*w = w. Wegen dem vorangehenden

Satz finden wir eine Basis von V', in der die darstellende Matrix von w gleich
J= (%) ist. Es sei A die darstellende Matriz von A. Dann gilt

A'JA = J.

(ii) Zwar sind symplektische Abbildungen volumenerhaltend, aber i.A. volumenerhal-
tende Abbildungen nicht symplektisch. Betrachten wir beispielsweise einen vierdi-

mensionalen Vektorraum V' mit Bais vy, ...,vy und symplektischer Bilinearform
w mit Matriz J = ( % 1). Dannist A:V — V, (v1,02,v3,04) +— (=01, —a, V3, 04)
volumenerhaltend, aber w(Avy), Avs)) = —w(vy,v3). Laft aber ein Endomorphis-

mus A des R? Die orientierte Fliche invariant, so ist A auch symplektisch. Denn
fiir 2 x 2 Matrizen A gilt det(A)A™! = JYA'T, also A'JA = J genau dann, wenn
der durch A gegebene Endomorphismus eine flichenerhaltende Abbildung ist.

Satz 2.19. Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum, dann bildet die Menge der sym-
plektischen Endomorphismen A : V. — V unter der Komposition eine Gruppe, die
symplektische Gruppe Sp(V,w) genannt wird.
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Bemerkung 2.20. Fir einen Euklidischen Raum (V,w) mit positiv definiter symme-
trischer Bilinearform w erhalten wir in dahnlicher Weise die orthogonale Gruppe.

Beweis: Wir wihlen eine Basis von V' beziiglich der w die darstellende Matrix J =
( % 1) hat. Eine lineare Abbildung ist genau dann symplektisch, wenn die entsprechen-
de Matrix A die Gleichung A'JA = J erfiillt. Dann ist JtA'J = —JA'J die inverse
von A, also A invertierbar. Aus der Definition folgt, dass A~! symplektisch ist. Wenn
A, B zwei darstellende Matrizen von symplektischen Abbildungen sind, dann folgt

(AB)'JAB = B'A'JAB = B'JB = J.

Also ist auch die Komposition zweier symplektischer Abbildungen symplektisch. Die
identische Abbildung ist offenbar symplektisch. q.e.d.
Wegen Satz 2.16 ist Sp(V,w) isomorph zur Gruppe

Sp(n) = {A € L(R™) | (Av)'JAw = v' (A" JA)w = v' JuVv,w € R™ <= A'JA = J}.

wobei w beziiglich der kanonischen Basis des R?" die darstellende Matrix .J besitzt
(ganz analog braucht man nach Satz 2.16 nur die orthogonale Gruppe O(n) beziiglich
des euklidischen Skalarproduktes zu betrachten.

Beispiel 2.21. Der Fluss ®(t,z) = exp(tU)x mit U = JA eines linearen Hamilton-
schen Systems mit Hamiltonfunktion H(z) = 3(x, Az) mit A* = A ist Element der
symplektischen Gruppe Sp(n).

Der Betrag der Determinante eines symplektischen Endomorphismus ist gleich 1,
denn es gilt ja
det(A'JA) = (detA)?*det(J) = det(J).
Ubungsaufgabe 2.22. Zeige in folgenden Schritten det(A) =1 fiir alle A € Sp(n).

(i) Seiw die symplektische Form zu der Matriz J = ( % 1) auf dem R*". Dann definiert

W' (R S R, (vq,...,00,) = W1, ..., Vap)
= Z (=) (vy1), Vo) - -+ W (Vo(2n-1)s Vo(2n))
UEEZn

eine total antisymmetrische 2n-lineare Abbildung. Zeige, dass jede symplektische
Abbildung A diese Abbildung invariant lift, d.h. dass fiir alle vy, ..., v, € R
auch W"(Auvy, ..., Avg,) = W™ (v, ..., vay) gilt.
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(ii) Zeige, dass jede total antisymmetrische 2n-lineare Abbildung auf R®*" proportional
zu der folgenden Abbildung ist: (benutze die Eigenschaften von det)

(1, ..., Vo) — det(vy, ..., va).
Hier ist (vq,...,vs,) die Matriz, deren Spalten die Vektoren vy, ..., vy, sind.

(iii) Folgere aus (ii), dass sich jede total antisymmetrische 2n-lineare Abbildung F auf
dem R*" unter einer linearen Abbildung A folgendermafen transformiert:

F(Avy, ..., Avy,) = det(A)F(v1,...,v0,) fiir alle vy, ..., v, € R*™,

(iv) Zeige dass det(A) =1 fiir alle A € Sp(n) gilt.
Es folgt unmittelbar, dass das Produkt der C-Nullstellen des charakteristischen

Polynoms eines symplektischen Endomorphismus 1 ist.

Satz 2.23. Sei A € Sp(n) und A € C Eigenwert von A. Dann sind auch A\, ™" und
A~ Eigenwerte.

Beweis: Dass mit A auch A Eigenwert ist, folgt daraus, dass die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms det(A1 — A) reell sind. Wir beweisen, dass 1/\ Eigenwert
ist, indem wir das charakteristische Polynom von A betrachten. Dann gilt fiir A € C\{0}

det(A1 — A) = det(J(A1— A)J 1) da detJ=1%#0
— det(\ — JAJ 5 = det(M — (A9)7Y)  da JAJ!=(AH
=det(A\ — A7) =det(A'(A\A - 1))
=det(A™1) - det(/\A —1) =det(ANA—-1) da det(A) =1
= (=N)"det(A\ "1 —A) = 2"det(\ 11— A).

Da A invertierbar ist, sind alle komplexen Eigenwerte A von A ungleich 0 und die
Aussage folgt. q.e.d.
Auch die algebraischen Multiplizitdten der genannten Eigenwerte sind gleich.

Satz 2.24. Sei A € Sp(n) und A\ € C Eigenwert von A mit Vielfachheit k (d.h. eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms der Ordnung k). Dann sind auch X\, \™! und
A1 Eigenwerte mit Vielfachheit k. Die Multiplizititen etwaiger Figenwerte +1 und —1
sind gerade.

Beweis: Fiir P(\) = det(A1— A) gilt P(\) = A*" P(A~1). Einen Eigenwert Ay € C\ {0}

der Vielfachheit k£ kénnen wir abspalten:

P(A) = (A= 20)"Q(N),



2.3. SYMPLEKTISCHE GRUPPE o7
so dass fiir A € C\ {0} folgendes gilt:
AP(AT) = (A= 20)" Q) = (=A)" (A = A1) Q).

Da Q()) ein Polynom vom Grad 2n — k in X ist, ist (ASA*=2") . Q()) ein Polynom in
A~1 Also ist Ay Nullstelle der Multiplizitit [ > k von P(A™!). Vertauschen der Rollen
von Ao und A\ ' zeigt [ = k.

Es gilt genau dann Ay = 1/X\g, wenn Ay € {£1}. Da insgesamt 2n Eigenwerte
existieren und die Anzahl der Eigenwerte # 41 gerade ist, muss die Multiplizitat der 1
zusammen mit der der —1 gerade sein. Wegen det A = 1 folgt dann auch einzeln gerade
Multiplizitét. q.e.d.

Beispiel 2.25. Die Eigenwerte von A € Sp(1) sind entweder alle gleich 1, oder gleich
—1, oder beide reell oder beide vom Betrag Eins und jeweils inverse zueinander.

Nicht alle symplektischen Matrizen sind diagonalisierbar.
Beispiel 2.26. Die Matriz A = ({ 1) gehort zu Sp(1) ist aber nicht diagonalisierbar.

Es gilt Sp(n) C £(R?") und damit wird die symplektische Gruppe zu einem metri-
schen Raum. Alle Eintrige von A'JA — J definieren auf A € £(R?*") ein quadratisches
Polynom. Weil alle diese Matrizen aber schiefsymmetrisch sind, sind hochstens %
Eintriage davon unabhéngig, z.B. die n(2n—1) oberen Dreieckseintrige. Wir behaupten
jetzt, dass n(2n —1) von diesen Polynome an allen Stellen A € Sp(n) linear unabhéingi-
ge Ableitungen besitzen. Sei Ay € Sp(n) und A = Ag(1+ tU) mit U € L(R*"). Dann
erhalten wir A'JA — J = t(U'J + JU) + t*(U'JU). Weil A, invertierbar ist, ist der
Kern der Ableitungen aller dieser Polynome bei A = A isomorph zu U € sp(n). Of-
fenbar ist eine Matrix U € L(R?") genau dann in sp(n), wenn JU symmetrisch ist.
Deshalb hat sp(n) die Dimension (2n)?— w = n(2n+1). Deshalb ist die Teilmenge
Sp(n) C L(R?*") tatsichlich die Nullstellenmenge von n(2n — 1) quadratischen Poly-
nomen, deren Ableitungen auf Sp(n) alle linear unabhéngig sind. Wegen dem Satz der
Impliziten Funktion, ist dann Sp(n) eine n(2n+ 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von dem Vektorraum L£(R*").

Wir konnen Wege in Sp(n), d.h. stetige Abbildungen ¢ : [0,1] — Sp(n) einfiihren.
Wie verhalten sich dann die Eigenwerte von ¢(t) bei Verdnderung des Parameters t7
Offensichtlich kénnen Eigenwerte auf der reellen Achse bzw. dem Einheitskreis diese
nicht verlassen, solange sie isoliert bleiben, Aus dieser Eigenschaft folgt eine Form von
Stabilitdt Hamiltonscher Systeme unter kleinen Stérungen.
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2.3.2 Symplektische Algebra

Definition 2.27. FEine lineare Abbildung U € L(V') heifit infinitesimal symplektisch
beziiglich einer symplektischen Bilinearform w auf V', wenn

w(Uv,w) +w(v,Uw) =0 fir ale v,welV.

Die Menge dieser Abbildungen bezeichnen wir mit sp(V,w). Wegen der Linearitét
von w und U ist sp(V,w) ein Unterraum von L(V').

Definition 2.28. FEine Licalgebra ist ein Vektorraum V' mit einer bilinearen antisym-
metrischen Abbildung

[, VXV =V (v,w)w— [v,w],
die die Jacobiidentitdt erfillt:
[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [¢, [a,b]] =0  fir alle a,b,c € V.

Lemma 2.29. Mit dem Kommutator [A, Bl = AB—BA von A, B € L(V) ist sp(V,w)
eine Unter-Liealgebra von L(V).

Beweis: (L(V),[,]) ist eine Liealgebra, da der Kommutator bilinear und antisymme-
trisch ist, und die Jacobi-Identitét

[A7 [Bv C” + [Bv [C’ A” + [Ca [Av BH =
A(BC — CB) — (BC — CB)A + B(CA — AC) — (CA — AC)B+
+ C(AB — BA) — (AB — BA)C =0

fir A, B,C € L(V) erfiillt. Da fiir A, B € sp(V,w) und fiir v,w € V
w([A, Bv,w) + w(v, [A, Bjw) = w(ABv,w) — w(BAv,w) + w(v, ABw) — w(v, BAw)
= w(Bv, Aw) + w(Av, Bw) — w(Av, Bw) + w(Bv, Aw) = 0,

ist auch [A, B] € sp(V,w). q.e.d.
Analog zu der obigen Aussage iiber die Gruppe Sp(V,w) erhélt man:

Satz 2.30. Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum und U € sp(V,w).

(i) Ist A € C FEigenwert von U mit Multiplizitit k, so sind auch —\, A\, =\ Eigenwerte
der Multiplizitit k.

(ii) Ist Null Figenwert, so besitzt er gerade Multiplizitit.
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Beispiel 2.31. Die Eigenwerte von U € sp(1) sind entweder beide reell oder imagindr.
Eng verwandt mit dem Begriff der Liealgebra ist der der Liegruppe.

Beispiel 2.32. Das wichtigste Beispiel einer Liegruppe ist G = GL(n,R), die Gruppe
der invertierbaren Matrizen in L(R™). Hier ist G als die offene Teilmenge derjenigen
Matrizen A im n*-dimensionalen Vektorraum L(R™) definiert, fiir die det(A) # 0. Da-
durch wird G zu einer sogenannten Untermannigfaltigkeit, und Matrizenmultiplikation
und Inversion sind in den Matrizeneintrdagen glatt. Betrachten wir die Abbildung

LR™) = GL(n,R), U exp(U),
dann liegt das Bild der Exponentialfunktion tatsdichlich in G, denn
det(exp(U)) = exp(Spur(U)) > 0.

Da g € G mit det(g) < 0 existieren, ist exp nicht surjektiv ist. Fir A € G mit
|A —1|| <1 ist exp invertierbar, denn die Potenzreihe von In konvergiert:
(1 A)

In(A) =In(1+(A-1)) = — _

) =1 (4= 1) = =3
Die Ableitung von exp ist bei g = 1 bijektiv. Deshalb ist wegen dem Satz der inversen
Funktion die Einschrankung von exp auf eine Umgebung von 0 € L(V') ein Homdomor-
phismus auf eine Umgebung von 1 € GL(V). Die Liealgebra L(R™) bildet mit dem
Kommutator eine Liealgebra. Der Kommutator misst den Mangel an Kommutativitit
in der Gruppenmultiplikation, denn fir Uy, Uy € L(R™) ist

exp(el)) exp(els) exp(—eUy) exp(—elUs) = 14 €2[Ur, Us] + O(€).
Man nennt daher gl(n,R) = L(R™) die Liealgebra von GL(n,R).
Analog konnen wir die Exponentialabbildung
sp(V,w) — Sp(V,w), U exp(U)

von der symplektischen Liealgebra in die symplektischen Liegruppen betrachten. Fiir
U € sp(V,w) ist exp(U) € Sp(V,w), denn aus von w(Uv,w) = w(v,—Uv) folgt
w(exp(U)v, w) = w(v, exp(—U)w) und damit auch

w(exp(U)v, exp(U)w) = w(v,exp(—U) exp(U)w) = w(v, w).

Wir schen, dass die Eigenwerte A mit Re(\) > 0 von U zu Eigenwerten exp(A) mit
Betrag > 1 von exp(U) werden. Erinnern wir uns nun an die Tatsache, dass fiir die qua-
dratische Hamiltonfunktion H(z) = 3(z, Az) die Differentialgleichung & = X (H)(z) =
JAz die Losung ®,(z) = exp(U)z mit U = JAt € sp(n) besitzt, dann wird klar, dass
der Fixpunkt 0 hochstens dann Liapunovstabil sein kann, wenn alle Eigenwerte von
JA rein imaginér sind.
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2.4 Variationsrechnung

Fiir das Folgende sind einige Kenntnisse aus der Variationsrechnung erforderlich. Die
Variationsrechnung befafit sich mit der Suche nach Funktionen, die kritische Punkte
eines Funktionals sind, d.h. einer reellen Funktion auf einem undendlichdimensiona-
len Funktionenraum. In unseren Fall nennen wir diesen Raum Kurvenraum. Solche
Funktionen nennt man Funktionale. Das Standardbeispiel eines Funktionals ist die
Kurvenlénge in der euklidischen Ebene. Eine parametrisierte Kurve v = {t,z : = =
x(t),to <t < t1} ist dabei eine Abbildung ¢t — x(t) von einem Intervall nach R™:

t1
P(y) = /\/1 +22dt fir oy [to,t1] = R™, L ().
to

Im allgemeinen versteht man unter einem Funktional eine Abbildung eines Raumes von
Kurven nach R oder C. Im Fall eines differenzierbaren Funktionals ® ist das Differential
®'(y) von ® an der Stelle vy eindeutig bestimmt als ein Element des Dualraumes des
entsprechenden Funktionenraumes:

L 10+ B) = 0() — ¥ (1)

— 0.
k)0 Al

Das Differential des Funktionals nennt man auch Variation des Funktionals und A die
Variation der Kurve.

Beispiel 2.33. Es sei v = {t,z : © = z(t),ty < t < t;1} eine Kurve in der t,z-

Ebene, © = ‘fl—f und L = L(a,b, c) eine differenzierbare Funktion dreier Variablen. Wir

definieren ein Funktional ® durch

Im Spezialfall L = /1 + b? ergibt sich die Bogenlinge ~y.

Satz 2.34. Wenn (a,b,c) — L(a,b,c) zweimal stetig differenzierbar ist, dann ist das

Funktional .
1

O: 4 D(y) = /L(:z:,i,t)dt
to
differenzierbar, und seine Ableitung wird durch folgende Formel gegeben.:

i1 4

o froL  doL oL
q)m(h)_/(ax - dta:;c) hdt + 53"

to

to
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Beweis: Es gilt
t1

B(y + h) — B(y) = / (Ll + b+ ht) = L, at) ) di

:/<%@+%%Qﬁ+oma=@www+mﬁ>

to

= Ji

mit & (y)(h) = [* (%h + g—fgh) dt. Eine partielle Integration ergibt

t1

t1
oL d OL oL

to to

to

q.e.d.

to

Definition 2.35. Unter einem kritischen Punkt eines differenzierbaren Funktionals
O (v) versteht man die Kurve vy, fir die ®'(v)(h) = 0 fir beliebiges h ist; genauso, wie
ein kritischer Punkt einer Funktion eine Nullstelle des Differentials ist.

Satz 2.36. Damit die Kurve v = {t,x : x = xz(t),to <t < t;} ein kritischer Punkt des
Funktionals ®(v) = tzl L(z.z,t)dt im Raum der Kurven wird, die durch die Punkte
x(to) = xo und x(t1) = x1 verlaufen, ist es notwendig und hinreichend, dass

dior ar

langs der Kurve x(t) gilt.

Lemma 2.37. Wenn eine stetige Funktion f(t) auft € [to,t1] fir jede glatte Funktion
h(t) mit h(ty) = h(t1) = 0 die Bezichung fttol f(t)h(t)dt = 0 erfullt, dann ist f = 0.

Beweis des Lemmas. Es sei f(t*) > 0,y < t* < t;. Infolge der Stetigkeit ist f(t) > ¢
in einer gewissen Umgebung des Punktes t*:

t0<t*—€<t<t*+€<t1.

Ferner sei h(t) = 0 auBerhalb der Umgebung, h(¢) > 0 innerhalb der Umgebung und
h(t) = 1 auf der halben Umgebung (d.h., t* — § <t <t* 4 ). Dann ist offensichtlich

t1 t*te t+5

/f(t)h(t>dt:/f(t)h(t)dtz /f(t)h(t)dt26c>0.

to

*__ €
t 2
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Der so erhaltene Widerspruch zeigt, dass f(t*) = 0 fiir alle ¢y < t* < t; ist. q.e.d.
Beweis des Satzes. Aus dem vorangehenden Satz ergibt sich

t1
o froL doL oL
QMW_/(m_ﬁwym+mh

t
to 0

Der zweite Summand ist gleich 0 wegen h(tg) = h(t;) = 0. Wenn -y ein kritischer Punkt
ist, gilt ®(vy)(h) = 0 fiir alle h mit h(ty) = h(t;) = 0. Deshalb ist fiir solche stetigen h

5’L d OL

Nach dem Lemma ist f = 0. Umgekehrt folgt aus f = 0 offenbar ®’'(v) =0.  q.e.d.

Beispiel 2.38. Man tiberpriife, dass ein kritischer Punkt der Bogenldnge eine Gerade
ist. Es gilt namlich L = /1 + &2, und damit g—’; =0 und % = \/T Dann folgt aus

i (L) =0 auch L =c und T=-c bzw. x=cit+ co.
dt \/1+ 2 V1+ 32
Definition 2.39. Die Gleichung
doL_oL_,
dt 0z  Ox '

heifst Euler-Lagrangesche Gleichung des Funktionals

t1

@z/L@Lﬂﬁ

to

Sei x ein Vektor im n-dimensionalen Raum, v = {t,z : © = z(t),to < t < t1}
eine Kurve im (n + 1)-dimensionalen Raum R x R™ und L : R” x R” x R — R eine
Funktion von 2n + 1 Argumenten. Analog zum Vorhergehenden 1483t sich der folgende
Satz beweisen:

Satz 2.40. Damit die Kurve ~y kritischer Punkt des Funktionals ®(~y ft (x,2,t)dt
im Raum der Kurven v im R x R™ von der Form t — (t,x(t)) zst welche die bezden
gegebenen Punkte (tg, xo), (t1, 1) verbinden, ist es notwendig und hinreichend, dass die
Fuler-Lagrangesche Gleichung

dt 9i  Ox
lings der Kurve v erfillt wird. q.e.d.
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Das ist ein System von n Gleichungen zweiter Ordnung, und die Losung héngt von
2n willkiirlichen Konstanten ab. Sie gestatten die 2n Bedingungen z(tg) = x¢ und
x(t;) = x1 zu erfiillen.

Wichtige Bemerkung 2.41. Die Figenschaft einer Kurve ~y, kritischer Punkt eines
Funktionals zu sein, hdngt nicht von der Wahl des Koordinatensystems ab.

Zum Beispiel wir ein und dasselbe Funktional - die Bogenldnge einer Kurve - in
kartesischen Koordinaten und in Polarkoordinaten durch verschiedene Formeln

t1 t
®kar - / \/ $2 + det und ®p01 = / ’]"2 + T2(p2dt
to to

gegeben. Aus der Beziehung (z,y) = (r cos ¢, rsin ¢) folgt ndmlich
(Z,7) = (rcosp — rgsing, 1sin p + rg cos @)
i + 97 = (P + r2¢%)(cos® p +sin® @) = (#? + r?¢?).
Die kritischen Punkte sind die gleichen - es sind Geraden in der Ebene. Die Gleichun-
gen der Geraden in kartesischen Koordinaten und in Polarkoordinaten ergeben sich

durch verschiedene Funktionen (z(t),y(t)) und (r(t),p(t)). Beide erfiillen die Euler-
Lagrangesche Gleichung

nur ist im ersten Fall

xkar - (x7y) und Lkar = V j:2 _I_ 927
Tpor = (1, 0),  Lpg = /T2 + 122

Somit konnen wir leicht die Differentialgleichung der Gesamtheit aller Geraden in be-
liebigen Koordinaten aufschreiben.

und im zweiten

2.5 Lagrangesche Gleichungen

Hier wird das Variationsprinzip hergeleitet, dessen kritischen Punkte die Losung der
Newtonschen Gleichungen fiir die Bewegung eines Systems von Teilchen mit den Ko-
ordinaten ¢; im Kraftfeld eines Potentials U ist. Wir vergleichen die Newtonsche Be-

wegungsgleichung
d ou
—mg; = F' = —
dt 8qi
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mit der Euler-Lagrangeschen Gleichung

aor oV

Satz 2.42. Die Losungen der Bewegungsgleichung des mechanischen Systems von Teil-
chen im Kraftfeld eines Potentials U sind kritische Punkte des Funktionals ®(y) =
ftzl Ldt, wobei L =T — U die Differenz von kinetischer und potentieller Energie ist.

Beweis: Mit U = U(q) und T' = Zmig haben wir

oL JT oL ou
- = _——=m;¢ und =—-—=F. q.e.d.
9g; 04 9 iy
Folgerung 2.43. Es eien qi, .. ., qs3, beliebige Koordinaten im Konfigurationsraum ei-

nes Systems von n Massenpunkten. Dann wird die Anderung von q in der Zeit durch
die Euler-Lagrangeschen Gleichungen beschrieben:

doL 0L
e it L=T—U.
£ Dd . 0 mi

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz ist die Bewegung ein kritischer Punkt des
Funktionals [ Ldt. Also sind in einem beliebigen Koordinatensystem die in diesem
System aufgeschriebenen Euler-Lagrangeschen Gleichungen erfiillt. q.e.d.

Definition 2.44. In der Mechanik sind die folgenden Bezeichnungen gebrduchlich:
e L(q,4,t) =T — U ist die Lagrange-Funktion
o ¢; sind die generalisierten Koordinaten

o (; die generalisierten Geschwindigkeiten

oL
Iqi
oL
0q;

o [ L(q,q,t)dt ist die Wirkung

= p; die kanonisch konjugierten (generalisierten) Impulse

die verallgemeinerten Krifte

i@L _ oL
dtdg;  0q;

= 0 sind die Lagrangeschen Gleichungen.
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Der obige Satz wird das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung genannt, weil
die Bewegung ¢(t) in einigen Fillen nicht nur extremal ist, sondern auch den kleinsten
Wert des Funktionals der Wirkung [ Ldt liefert.

Beispiel 2.45. Fiir einen freien Massenpunkt im R3 ist

-2
mgt o om, .y .
L:T:ng(ﬁ*‘qgﬂng)

Hier sind die generalisierten Geschwindigkeiten die Komponenten des Geschwindig-
keitsvektors und die kanonisch konjugierten Impulse p; = mq; die Komponenten des Im-

pulsvektors, und die Lagrangeschen Gleichungen stimmen mit den Newtonschen % =

tberein. Die kritischen Punkte sind Geraden. Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgt,
dass die Geraden nicht nur die Kiirzesten sind (d.h. die kritischen Punkte der Bo-

genlinge [ /4 + ¢3 + ¢3dt), sondern auch die kritischen Punkte der Wirkung
t1
/ (67 + & + 3)dt.
to

Ubungsaufgabe 2.46. Man beweise, dass dieser kritische Punkt ein Minimum ist.

Beispiel 2.47. Wir betrachten die Bewegung im Zentralfeld in der Ebene in Polarko-
ordinaten q1 = r,qy = p. Aus der Beziehung (x,y) = (r cos p,rsin ) erhalten wir

(,9) =7 cosp —rsinp, isin g + r cos @)
und damat fiir die kinetische Energie

T:f§@9+y%=Jgﬁ”+ﬁ¢5®m9w+sm%ﬂ=Jg@”+ﬁ¢5

und die Lagrange-Funktion
L(q,q) =T(q,4) = Ul(q) mit U=U(q).
Die kanonisch konjugierten Impulse sind p; = g—é, d.h.
pr=mr und ps = mrie.
Wir kénnen py als z-Komponente M, des Drehimpulses interpretieren:

M = m(z,y,0) A (2,9,0) = (0,0, 2y — yx)
= (0,0, mr cos p(rsin p + r¢ cos @) — mrsin p(r cosp — rsing)) = (0,0, mngb).
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Die Lagrangesche Gleichung p; = g—(i nimmt folgende Form an:
. . o, OU ) i 9. OL ou
p1r=mr=mro° — — P2 =2mrr +mrep = — = —— = 0.
87’ aq2 8¢

Deshalb lautet die zweite Lagrangesche Gleichung ps = 0 also ps konstant. Das ist der
Drehimpulserhaltungssatz. Im allgemeinen Fall, d.h. wenn das Feld nicht zentral, also
U=U(r,p) ist, folgt py = —g—g. Wegen

ou ou
- “do=—Fdr—F
au o dr + 90 dy zdr — F,dy

= —(F,cosp + Fysin)dr + r(F, sin p — F, cos ¢)dyp

gilt dann auch

oU
(x,y,0)A\(Fy, F,,0) = (0,0, 2F, —yF,) = (0,0, —r(F, sin p— F, cos p) = <0,0, —%) )

Diese Gleichung ldfst sich also in

d d

7 dtmx/\:c mrAT+mrAr=xAN

umformen. Die zeitliche Anderung des Drehimpulses beziiglich der z-Achse ist gleich
dem Drehmoment der Kraft F beziiglich der z-Achse.

Das betrachtete Beispiel legt eine Verallgemeinerung des Drehimpulserhaltungs-
satzes nahe.

Definition 2.48. Die Koordinate q;, heifit zyklisch, wenn die Lagrange-Funktion von
thr micht abhdngt: g—; = 0.

Satz 2.49. Der zu einer zyklischen Koordinate q; gehiorende kanonisch konjugierte
Impuls p; = g—; bleibt erhalten.

Beweis: Auf Grund der Lagrangeschen Gleichung gilt priali 0. q.e.d.
4d;

2.6 Legendre-Transformation

Als néchstes wollten wir die Lagrangesche Mechanik in die Hamiltonsche Mechanik
transformieren. Durch diese Transformation werden alle Funktionen nicht mehr als
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Funktionen von ¢ und ¢ sondern als Funktionen von ¢ und den konjugierten Impul-
sen p = g—g aufgefasst. Diese zweiten Variablen sind aber nur implizit gegeben. Die
Transformation, die das leistet heifft Legendre-Transformation.

Die Legendre Transformation ist ein mathematisches Verfahren, welches auf einem
Ubergang von Funktionen eines linearen Raumes zu Funktionen in einem dualen Raum
beruht. Die Legendre-Transformation ist verwandt mit der projektiven Dualitdt und
den Tangentialkoordinaten der algebraischen Geometrie oder mit der Konstruktion des
dualen Banachraumes in der Analysis. Sie kommt in der Physik (z.B. bei der Definition

thermodynamischer Gréflen) oft vor.

Definition 2.50. Es sei y = f(x) eine konvexe stetige Funktion auf einem reellen
Intervall. Fiir alle p € R sei F(p,z) = px — f(x). Fir alle p € R, fir die die Funktion
x — F(p,x) in Abhingigkeit von x auf dem Definitionsbereich von f ein Mazimum
annimmt, sei x(p) die Koordinate eines solchen Mazimums und g definiert durch

9(p) = F(p,x(p)) = px(p) — f(z(p))-
Wenn f streng konvex ist, dann ist x(p), wenn es existiert auch eindeutig.

Ubungsaufgabe 2.51. Man zeige, dafi des Definitionsbereich von g ein Punkt, eine
beschrdnktes Intervall oder ein einseitig unbeschrinktes Intervall oder ganz R sein kann,
wenn die Funktion [ auf der ganzen x-Achse definiert ist. Man zeige ferner: Ist die

Funktion f in einem abgeschlossenen Intervall definiert, so ist sie auf der ganzen p-
Achse definiert.

Beispiel 2.52. (i) Es sei f(z) = 2% Dann ist
F(p,z) = pr — 22 und z(p) = g und g(p) = -p°.

(il) Es sei f(z) = me2 Dann ist

2

mx m pN\2 PP
F gy M < _ _) P
(p,z) = px 5 5 \@ + -

Also gilt g(p) 2

= 2m
(iii) Fs sei f(x) = % mit 1 < . Dann hat fir alle p € R die Funktion x — F(p,x) =
pr — f(x) eine monoton fallende Ableitung x — p — 21 und bei v = pﬁ ein

eindeutiges Maximum. Also folgt

ot 1 _a s 1 1
G R=R, pogp)=pter T 2 em o i —
Q « 1) a f




68 KAPITEL 2. HAMILTONSCHE MECHANIK

(iv) Es sei f(x) ein konvezes Polygon. Dann ist auch g ein konvexes Polygon, wobei
den Ecken von f(z) die Kanten von g(p) entsprechen und den Kanten von f(x)
die Ecken von g(p). Beispielsweise geht ein Winkel in eine Strecke tiber.

Wir nehmen an, dal die Funktion f differenzierbar ist. Dann muss f’ monoton
wachsend sein. Es ist leicht zu priifen, daf§ die Legendre-Transformation eine konvexe
Funktion in eine konvexe iiberfithrt. Somit kénnen wir sie zweimal anwenden.

Lemma 2.53. Sie f eine differenzierbare konvexe Funktion auf einem offenen Intervall
1. Dann verlduft der Graph von f oberhalb aller Tangenten an den Graphen von f.

Beweis: Weil f konvex ist, ist f’ monoton wachsend. Dann folgt fiir alle zg,z € I:

xT

f(@) = f(wo) — (& — o) f'(wo) = /(f’(t) — ['(wo))dt {

o

>0 fir x> x
>0 fir x<ux.

Offenbar ist @ — f(xq) + (x — x0) f'(xo) die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(20, f(20)). Deshalb verduft die Tangente an alle Punkte unterhalb des Graphen.q.e.d.

Satz 2.54. Die Legendre-Transformation ist fiir differenzierbare konvexe Funktionen
wmwvolutiv, d.h. ihr Quadrat ist gleich der identischen Transformation: Wenn f bei der
Legendre-Transformation in g ibergeht, liefert die Legendre-Transformation von g wie-

der f.

Beweis: Um die Legendre-Transformierte der Funktion g von der Variablen p zu be-
stimmen, miissen wir definitionsgeméf eine neue unabhéngige Variable betrachten (die
wir mit  bezeichnen), die Funktion

G(z,p) = xp — 9(p)
aufstellen und den Punkt p(z) finden, in welchem G ein Maximum hat:
G(z,p) < G(z,p(x)) firalle p.

Dann wird durch die Legendre-Transformation von g(p) eine Funktion von x gegeben,
die gleich G(z, p(z)) ist. Wir beweisen, dafl G(z,p(z)) = f(x) ist. Dazu bemerken wir,
daf fiir festes p im Definitionsbereich von g die Abbildung x +— G(x,p) = xp — g(p)
eine einfache geometrische Bedeutung hat: Es ist die Tangente an den Graphen von f
in dem Punkt (z(p), f(z(p)), welche die Steigung p hat. Tatsdchlich ist bei festem p
die Funktion G(z,p) eine lineare Funktion von x, wobei % = p ist, und bei z = z(p)

haben wir G(x,p) = zp — g(p) = xzp — zp + f(z(p)) = f(x(p)) geméB der Definition
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von g(p). Weil f differenzierbar ist und z(p) ein kritischer Punkt von = — pz — f(x)
muss auch f'(z(p)) = p gelten.

Wir halten nun den Punkt x = 1z fest und verédndern p. Dann sind die Werte
G(z,p) die Funktionswerte der Schnittpunkte der Tangenten an den Graphen von f
mit der Geraden x = 7. Aus dem vorangehenden Lemma folgt, dass all diese Tangenten
unterhalb des Graphen von f verlaufen und dass deshalb das Maximum G(z,p) bei
festem (pg) gleich f(x) ist und fiir p = p(x¢) = f'(z) angenommen wird. q.e.d.

Folgerung 2.55. Es sei eine Schar von Geraden y = pxr — g(p) gegeben. Dann hat die
Finhiillende dieser Schar die Gleichungy = f(x), wobei f die Legendre- Transformation
der Funktion g ist.

Definition 2.56. Zwei Funktionen f und g, die Legendre-Transformierte voneinander
sind, nennt man nach Young zueinander dual.

Nach Definition der Legendre-Transformation gilt fir alle p auch F(z,p) = pxr —
f(z) < g(p) fiir beliebige x. Dann gilt diese Ungleichung fiir beliebige 2 und p. Hieraus
folgt die Youngsche Ungleichung

pr < f(z) + g(p).

2.6.1 Der Fall mehrerer Variabler

Es sei jetzt z — f(x) eine konvexe Funktion auf einer konvexen Teilmenge 2 C R";
d.h. der fiir je zwei Punkte x,y € ) liegt der Graph von f unter der Verbindungsstrecke
zwischen den beiden Punkten:

flo+ty —2) < f@) +H(f(y) - f(x) firalle ¢€[0,1]
Wenn f zweimal differenzierbar ist, sind die zweiten Richtungsableitungen in alle Rich-
tungen nicht negativ. Deshalb ist die Hessische, also die Matrix der zweiten partiellen
Ableitungen von f, eine nicht negative Matrix, d.h. fiir alle dz € R" gilt

—1 8@ T

Z?J

Dann wird die Legendre Transformation p — ¢(p) der Funktion f definiert als

g(p) = F(p,z(p)) = max{F(p,r) | x € Q} mit F(p,z)=p -z — f(z).

Der Definitionsbereich besteht aus allen p, fiir die das Maximum in der obigen Defi-
nition existiert. Wenn f differenzierbar ist, dann gilt p = %. Alle vorangegangenen
Betrachtungen, einschlieflich der Youngschen Ungleichung, lassen sich ohne Anderun-
gen auf diesen Fall iibertragen.
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Ubungsaufgabe 2.57. (1) Weil fiir jede konvexe Funktion f auf einer konvexen Teil-
menge 2 C R™ die Finschrinkung auf die Schnittmenge von € mit einer beliebi-
gen Geraden im R™ eine konvexe Funktion ist, verlduft fir jede differenzierbare
konvexe Funktion auf einer offenen konvexen Teilmenge €2 C R™ die Tangential-
ebene an jeden Punkt unterhalb des Graphen von f.

(ii) Zeige, dass fiir eine differenzierbare konvexe Funktion f auf einer offenen konvezen
Teilmenge Q@ C R™ fiir xy € Q die Menge {x € Q| f'(z) = f'(x0)} konvex ist.

(iii) Es sei f : 'V — R eine konvexe differenzierbare Funktion auf einem endlichdi-
mensionalen Vektorraum V', so dass die Abbildung f' -V — V' = L(V,R) in den
Dualraum von V' surjektiv ist. Man zeige, dass fiir alle p das folgende Mazimum
existiert und eine Funktion g : V' — R definiert:

9(p) = F(p,x(p)) = max{F(p,z) | x € Q} mit F(p,x) = (p,x) — f(x).

(iv) Essei f:R™ — R eine quadratische Form x — f(x) =Y fijx;z; fir alle v € R™.
Man zeige, dass ihre Legendre-Transformierte ebenfalls eine quadratische Form
g:R" = R mit p— g(p) = gijpip; ist, wobei die Werte beider Formen in den
entsprechenden Punkten tbereinstimmen. D.h. es gilt

f(z(p)) =g(p) firale peR"™ und g(p(x))= f(z) firale zeR"

2.7 Hamiltonsche Gleichungen

Durch die Legendre Transformation geht das System der Lagrangschen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung in ein besonderes symmetrisches System von 2n Gleichungen
erster Ordnung iiber, in das System der Hamiltonschen Gleichungen (oder der kanoni-
schen Gleichungen).

Wir betrachten das System der Lagrangeschen Gleichungen

'*a— mit = —

zu einer gegebenen Lagrange-Funktion L : R" x R" x R — R, welche wir beziiglich des
zweiten Arguments ¢ als konvex annehmen.

Satz 2.58. Die Lagrangschen Gleichungen sind zu folgendem System von 2n Gleichun-
gen erster Ordnung dquivalent, die Hamiltonsche Gleichungen genannt werde:
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Hierbei ist H(q,p,t) = max{pq — L(q,q,t) | ¢ € R"} fiir festes q und t die Legendre-
Transformierte der Lagrange Funktion, als Funktion von q.

Beweis: Auf Grund der Definition ist fiir festes ¢ und ¢ die Legendre-Transformierte
von L(q, q,t) beziiglich ¢ eine Funktion H(p) = p¢g — L(q), in der ¢ durch p mittels der
Formel p = g—s ausgedriickt ist und die noch von den Parametern ¢,¢ abhéngt. Diese
Funktion H nennt man Hamilton-Funktion. Ihr totales Differential

oH 0H oH

dH = 2ap+ g+
op P oMt

ist gleich dem totalen Differential von pg — L fiir p = ‘g—s:

oL oL
dH = ¢dp — —dq — —dt.
adp — 544 = 5

Beide Ausdriicke fiir d H miissen iibereinstimmen. Deshalb gilt

._oH o 0H_ 0L 9H _ oL
1=, " g T g ot ot

Unter Verwendung der Lagrangschen Gleichungen p = g—{; erhalten wir die Hamilton-
schen Gleichungen. Wenn also ¢(¢) den Lagrangschen Gleichungen geniigt, so erfiillt
(p(t),q(t)) die Hamiltonschen Gleichungen. Umgekehrt folgt aus p = g—g und den Ha-
miltonschen Gleichungen auch die Lagrangeschen Gleichungen. Somit sind das La-
grangsche und das Hamiltonsche System &dquivalent. q.e.d.

Bemerkung 2.59. Der so bewiesene Satz bezieht sich auf alle Variationsprobleme und
nicht nur auf die Lagrangeschen Gleichungen der Mechanik.

Beispiel 2.60. Im Beispiel der Newtonschen Gleichungen hat die Lagrange-Funktion
die Form L =T — U, wobei die kinetische Energie T eine quadratische Form in ¢ ist

1 .. .
T= 5 Z aijGiq;  mit  ai;(q,t),
und die potentielle Energie nur von q abhingt U = U(q).

Satz 2.61. Unter diesen Voraussetzungen ist die Hamilton-Funktion H die Gesamt-
energie H =T + U.

Der Beweis basiert auf dem folgenden Lemma iiber die Legendre-Transformierte
einer quadratischen Form:
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Lemma 2.62. Die Werte einer quadratischen Form f(x) und ihrer Legendre- Trans-
formierten g(p) stimmen in den entsprechenden Punkten tberein: f(x) = g(p).

Beispiel 2.63. Fir die Form f(x) = mTﬁ ist p = max und g(p) = % = ’%’32 = f(x).

Beweis des Lemmas: Nach dem Eulerschen Satz {iber homogene Funktionen zweiten
Grades ist

['(@) (@) = 2/ ().
Folglich st g(p(x)) = p- @ — f(2) = f/(0)(2) — f(x) = 2f(2) = f(x) = f(2). qee.d.

Beweis des Satzes: Fiir festes ¢ und t gilt wegen dem Lemma

H = p-g—=L(¢) = 2T(q)—(T(¢)—U) = T(¢)+U. q.e.d.
Beispiel 2.64. Fiir die eindimensionale Bewegung gilt
. ou
mqg = 9

In diesem Fall ist T = 2¢*, U=U(q), p=¢, H = % + U(q), und die Hamiltonschen
Gleichungen erhalten die Form

o
dq

Dieses Beispiel ermoglicht es, sich schnell zu erinnern, in welcher der beiden Hamil-
tonschen Gleichungen sich das Minuszeichen befindet.

Aus dem Satz iiber die Aquivalenz der Bewegungsgleichungen mit dem Hamilton-
schen System ergibt sich eine Reihe wichtiger Folgerungen. Zum Beispiel nimmt der
Energieerhaltungssatz eine einfache Gestalt an:

mq =p D=

Korollar 2.65. Offensichtlich gilt % = %—It{. Insbesondere ist fir ein System dessen
Hamiltonfunktion nicht explizit von der Zeit abhingt ( %—If = 0) die Hamiltonfunktion
eine Erhaltungsgrofie: H(p(t), q(t)) = const.

Beweis: Betrachten wir die Anderung von H entlang der Trajektorie H(p(t),q(t),t),
dann ist infolge der Hamiltonschen Gleichungen

dH  OH 0OH 0OH oOH OH OH d

%—a—p(a—q%(a—q)(a—pwﬁ‘ﬁ aed
Beim Betrachten von Zentralfeldern stellen wir fest, dass sich das Problem durch die
Einfithrung von Polarkoordinaten auf ein eindimensionales zuriickfithren 148t. Es zeigt
sich nun, dass jede Symmetrie eines Problems es zulafit, ein Koordinatensystem ¢ so
auszuwihlen, dass die Hamilton-Funktion von gewissen Koordinaten nicht abhéngt.
Damit ist es also moglich, gewisse erste Integrale zu finden, die ein solches Problem in
ein Problem mit einer geringeren Anzahl von Koordinaten iiberfiihren.



2.8. EIN SATZ VON LIOUVILLE 73

Definition 2.66. Wenn die Hamilton-Funktion H(p1,pa, ..., Dn; q1, - - - s Gn; t) nicht von
der Koordinate q; abhdngt, also g—f = 0 gult, nennt man sie zyklisch

Dieser Name stammt von dem Spezialfall der Winkelkoordinate ¢ im Zentralfeld.
Offenbar ist die Koordinate ¢; dann und nur dann zyklisch, wenn sie in der Lagrange-
Funktion nicht auftritt g—qLi = 0. Aus der Hamiltonschen Form der Bewegungsgleichung
ergibt sich

Korollar 2.67. Es sei ¢, eine zyklische Koordinate. Dann ist py ein Integral der Be-
wequng. Die Anderung der tbrigen Koordinaten mit der Zeit ist dabei dieselbe wie
i einem System mit n — 1 unabhdngigen Koordinaten qo, ..., q, mit der Hamilton-
Funktion

H(c,pase- 3 PniG2, -5 Gnit),

die noch vom Parameter ¢ = py abhdngt.

Beweis: Setzen wir p’ = (pa,...,p,) und ¢’ = (g2, ..., ¢,), dann bekommt das Hamil-
tonsche System die Form
d , OH d OH d oOH d

att ~ op a ~ op, a’ "o a ="

Die letzte Gleichung zeigt, dass p; = const ist. Deshalb geht die Grofle p; im Glei-
chungssystem fiir p’ und ¢’ nur als Parameter in die Hamiltonfunktion ein. Nach dem
das System von 2n — 2 Gleichungen gelost ist, nimmt die Gleichung fiir ¢; die Gestalt

d _ O0H(p,p'(t),q(t).1)
dt @ opy

an und 148t sich leicht integrieren. q.e.d.

Korollar 2.68. Jedes System mit zwei Freiheitsgraden (n = 2), das eine zyklische
Koordinate hat, ist integrierbar.

Beweis: In diesem Fall ist ndmlich das System fiir p’, ¢’ eindimensional und kann
unverziiglich mithilfe des Integrals H(p', ¢') = ¢ integriert werden. q.e.d.

2.8 Ein Satz von Liouville

Wir werden sehen, dass der Fluss des eines Hamiltonschen Vektorfeldes infolge der
Hamiltonschen Gleichungen das Volumen im Phasenraum unverdndert 148t. Hieraus
folgt z.B., dass das Hamiltonsche System nicht asymptotisch stabil sein kann. Wir
betrachten der Einfachheit halber den Fall, dass die Hamilton- Funktion die Zeit nicht
explizit enthdlt H = H(q, p).
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Definition 2.69. Der 2n-dimensionale Raum mit den Koordinaten pi,...,p, und
Qi - -, qn wird Phasenraum genannt.

Beispiel 2.70. Im Fall n =1 ist dies die Phasenebene mit dem Systems & = —%—g.
Ebenso wie in diesem einfachsten Beispiel ergeben die rechten Seiten der Hamil-
tonschen Gleichungen ein Vektorfeld: In jedem Punkt (¢, p) des Phasenraumes gibt es
einen 2n-dimensionalen Vektor (—%—I;, %—I;). Wir setzen voraus, dass sich jede Losung
der Hamiltonschen Gleichungen auf die gesamte Zeitachse fortsetzen l&3t. Dafiir ist es

wegen Lemma 1.40 hinreichend, dass die Niveaumengen der Funktion H kompakt sind.

Definition 2.71. Der Phasenfluf ist die einparametrige Gruppe der Transformationen
des Phasenraumes

®(t,-) : (p(0),4(0)) = (p(t), q(1)),

wobei p(t), q(t) die Losungen des Systems der Hamiltonschen Gleichungen sind.
Ubungsaufgabe 2.72. Man beweise, dass {®(t,-) |t € R} eine Gruppe ist.

Satz 2.73 (Liouville). Der Phasenfluf3 von einer zweimal differenzierbaren Hamilton-
funktion H lifst das Volumen unverdndert: Fiir jeden beliebigen Bereich D ist das
Volumen von ®(t, D) unabhdngig von t gleich dem Volumen von D.

Wir werden eine etwas allgemeinere Behauptung beweisen die ebenfalls von Liou-
ville stammt. Gegeben sei ein System gewohnlicher Differentialgleichungen auf einer
offenen Teilmenge 2 C R™:

t=F(x) mit F:Q—R"

dessen Losungen auf der gesamten Zeitachse fortgesetzt werden konnen. Es sei ®(t, -)
der entsprechende Fluss:
0d(t, z)
ot

Ferner sei D(0) eine Teilmenge von 2 und v(0) sein Volumen. Wir definieren

= F(®(t,z)).

v(t) = Volumen(D(t)) fir D(t) = o(t, D(0)).

Satz 2.74. Wenn die Divergenz V - F des Vektorfeldes F verschwindet, dann ldfst
O(t,-) das Volumen unverdndert: v(t) = v(0).

Wir beweisen zunéchst folgedes Lemma:
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Lemma 2.75. Es gilt die Beziehung

o _ / V- Fda"
t=0

dt
D(0)

Beweis: Fiir beliebiges ¢ und nach Definition der Jacobischen Determinante gilt

o(t) = / ‘det% dz".
D(0)

Fiir ¢ = 0 ist ®(0,2) = « und % = F(x). Daraus folgt

D(t d 0b(t
a (7'1;) ]1 _@ (7x> :F/(x).
ot |, dt oz |,_,
Wegen V - F(z) = Spur F'(z) folgt die Aussage aus dem Lemma 1.64. q.e.d.

Beweis des Satzes von Liouville: Wegen der Eigenschaft (ii) in Definition 1.33 folgt

aus dem Lemma auch
= / V - Fdz"™.
t=to
D(to)

Weil die Divergenz identisch verschwindet, isl also v(t) konstant. q.e.d.
Speziell fiir das Hamiltonsche System gilt fiir zweimal differenzierbare H

0 oOH o (0H
V‘F—a—p(‘a—q)+a—q(a—p)—0

Damit ist der Satz von Liouville ebenfalls bewiesen. q.e.d.
Der Liouvillesche Satz erlaubt es, bei der Untersuchung mechanischer Systeme Me-
thoden der sogenannten Ergodentheorie anzuwenden. In der Ergodentheorie benutzt
man die Mafitheorie um dynamische Systeme zu untersuchen. Natiirlicherweise spie-
len dabei solche dynamischen eine herausragende Rolle, bei denen ein invariantes Mafl
existiert. Wegen dem Satz von Liouville erhalten alle Hamiltonschen Vektorfelder das
Volumenmaf}. Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir noch einen grundlegen-
den Satz iiber solche Systeme, die ein Maf} invariant lassen. Dabei betrachten wir den
einfachten und allgemeinsten Fall einer Abbildung, die ein Maf§ invariant la3t.

du(t)
dt

Poincaréscher Wiederkehrsatz 2.76. Es sei A eine volumenerhaltende, stetige Ab-
bildung, die ein offenes Gebiet Q@ C R™ endlichen Volumens auf sich selbst abbildet:
AlQ] € Q. Dann besitzt jede offene Teilmenge O C Q eine messbare Teilmenge S mit
Volumen Null, so dass alle Elemente x € O\ S unendlich oft nach O zurickkehren,
d.h. die Folge (A"(x))nen enthdlt unendlich viele Elemente in O.
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Beweis: Wir bezeichnen mit der Abbildung A~! die Abbildung von den messbaren
Teilmengen von €2 auf sich selber, die jeder messbaren Menge das Urbild unter A
zuordnet. Entsprechend bezeichen wir fiir alle n € Ny mit A™" die n-fache Iteration
von A™!, also die Abbildung, die jede messbare Teilmenge X C Q auf das Urbild von
X unter der n-fachen Iteration von A abbildet. Insbesondere sei A°[X] = X fiir alle
messbaren Teilmengen X C 2. Die offene Menge O hat natiitlich ein positives Volumen

vol(0) = /d"a: > 0.

o

Dann sei U die Menge aller Punkte € O, fiir die die Folgen (A"(x))nen unendlich
viele Elemente in O besitzen:

o —on () () a0
N=1n=N

Weil A volumenerhaltend ist, und €2 auf sich selber abbildet, gilt vol(§2) = vol(A[]).
Deshalb hat das Komplement 2\ A[Q2] von dem Bild von © unter A in  kein Volumen

vol(92\ A[Q]) = vol(€2) — vol(A[Q]) = 0.

Fiir jede messbare Teilmenge X C Q wird A~!'[X] durch A auf das relative Komplement
von Q\ A[Q] in X abgebildet. Deshalb gilt fiir jede messbare Teilmenge X C € auch
vol(A71[X]) = vol(X). Daraus folgt fiir alle N € N

vol(O) = vol(A™[0]) = vol(A™N[0]) und vol (U A‘”[O]) = vol (U A‘”[O]) .

n=0

Die Folge (U,— x A7"[O]) nen, enthélt immer kleinere Mengen, die alle das gleiche Vo-
lumen haben. Dann gilt fiir alle N € Njy:

0 = vol (U Ao A‘”[O]) > vol (Oﬂ Ao A—"[O]> > 0.
n=N n=N+1 n=N n=N+1
Das Komplement von U in O ist gleich
S=0\U=J <0m U aron U A‘"[O]) :
N=0 n=N n=N+1

WEeil alle diese Mengen kein Volumen haben, hat auch S kein Volumen. q.e.d.
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Wir haben in dem Beweis sogar fiir alle messbaren Mengen O C 2 gezeigt, dass die
Menge aller Punkte = € O, fiir die die Folge (A"(x))nen unendlich viele Element in O
besitzt, das gleiche Volumen wir O hat.

Dieser Satz wird zum Beispiel auf den Phasenflufl eines mechanischen Systems an-
gewandt, in dem U im Unendliche anwéchst, so dass folgende Mengen kompakt sind:

Q={(¢.p) | T(q.p) +U(q) < E}.

WEeil der Phasenfluss diese Mengen invariant 148t, kann man dann den Poincaréschen
Wiederkehrsatz anwenden. Wie sich das Teilchen bewegt, ist zwar unbekannt. Jedoch
sagt das Poincarésche Theorem eine unendlichfache Riickkehr in jede Umgebung der
Ausgangslage voraus. Dies ist eine der wenigen allgemeinen Schluflfolgerungen iiber den
Charakter der Bewegung. Die Einzelheiten der Bewegung sind schon in dem folgenden
Fall nicht mehr bekannt:
T = a7 mit z € R?.

Eine etwas paradoxe Schlufifolgerung aus dem Liouvilleschen Satz und dem Poin-
caréschen Wiederkehrsatz ist folgende Aussage: Wenn man die Trennwand 6ffnet, die
eine Kammer mit Gas von der mit dem Vakuum trennt, so konzentrieren sich die Gas-
molekiile nach einer gewissen Zeit wieder in der ersten Kammer. Die Losung des Rétsels
besteht darin,dass eine “gewisse Zeit” grofer ist als die Zeit der Existenz des Sonnen-
systems. Siehe beispielsweise P. Halmos, Lectures on Ergodic Theory, AMS 2006.

Beispiel 2.77. Es sei §) ein Kreis und A die Drehung um den Winkel 2wa. Die Abbil-
dung t — exp(2mit) ist ein Gruppenhomomorphismus von R nach S'. Der Kern besteht
aus Z. Deshalb ist St isomorph 2u R/Z. Das Lebesquemaf induziert auf R/Z ein trans-
lationsinvariantes Mafs. Deshalb ist dieses Majf$ unter der Multiplikation mit exp(2mic)
invariant. Wenn oo = = rational ist, dann ist A" die identische Transformation. Wenn
a nicht rational ist, so folgt aus dem Poincarésche Wiederkehrsatz, dass fiir alle 9 > 0
ein v € (—0,0) ewistiert, so dass v + 5= € (—0,0) mod Z fiir unendliche viele n € N
gilt. Weil fiir irrationale o aber gilt na £ 0 mod Z, gibt es fiir alle 6 > 0 also undend-
lich viele n € N mit na € (—29,0)U(0,20) mod Z. Dann liegen in jedem Intervall der

Linge 46 von R/Z undendlich viele Elemente von der Folge (na)en. Deshalb folgt

Korollar 2.78. Ist 5= keine rationale Zahl, so ist fir = € C mit |z| = 1 die Menge
der komplexen Zahlen {exp(ika)z | k € N} eine in S' = {z € C | |z| = 1} dichte
Teilmenge. q.e.d.

Beispiel 2.79. Es sei Q2 = R?/Z?* ein zweidimensionaler Torus und ¢ = (¢1,p2) seien
Winkelkoordinaten auf ihm. Das konstante Vektorfeld o € R? ist divergenzfrei und
induziert auf €2 einen volumenerhaltenden Fluss:

O(t,-): R*/7* — R*)Z* @+ ®(t,p) = ¢ +ta mod Z>.
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Um die Bahnen dieses dynamischen Systems zu untersuchen, betrachten wir fiir alle
o1 € R/Z die Bahn durch den Punkt (¢1,0) € R?/Z*. Wenn ay # 0, dann geht die
Bahn fiir t = 2= mit n € Z wieder durch einen Punkt von der Form (901 + 2 n) =
(gpl—l—”o‘l 0) mod Z2. Also kiénnen wir durch die Translation t — t+oo e zeztdzskr’etes
System 1 o+ L auf 1 € R/Z definieren. Dann folgt aus Korollar 2.78

Satz 2.80. Ist das Verhdltnis St irrational, so st fiir alle ¢ € R?/Z? die Umwicklung
{®(t,¢) | t € R} des Torus iberall dicht auf dem Torus.

Ubungsaufgabe 2.81. Man zeige, dass im Fall eines irrationalen w die Lissajoussche
Figur {(cost,coswt) | t € R} im Quadrat (x,y) € [—1,1] x [—1, 1] dberall dicht ist.

Ubungsaufgabe 2.82. Es sei Q ein n-dimensionaler Torus T" = R™/7Z". Es sei
a € R™ und ®(t,-) die volumenerhaltende Transformation

O(t,-) : R*"/Z" — R"/Z", ¢ ¢+ at.
Man untersuche, unter welchen Bedingungen an o und o die folgenden Mengen dicht
in R /7" liegen:
(i) {®(t,¢) |t eR}.
(i) {®(t,p) |t € Z}.

Die Transformationen aus den vorangehenden Beispielen sind eng mit der Mechanik
verkniipft. Da aber das Poincarésche Theorem abstrakt ist, ist es nicht an mechanische
Anwendungen gebunden.

Ubungsaufgabe 2.83. Wir betrachten jeweils die erste Ziffer der Zahlen 2" :
(n=0,1,2,...): 1,2,4,8/1,3,6,1,2,5,1,2,4,...

(i) Finde ein mafSerhaltendes zeitdiskretes dynamisches System, so dass die obige Folge
durch einen Orbit dieses Systems beschrieben werden kann.

(ii) Zeige, dass jede Ziffer in {1,...,9} in der obigen Folge undendlich oft vorkommt.

(iii) Zeige, dass es nur ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem zeitdiskreten dynamischen
Systeme in (i) gibt, das unter ®(1,-) invariant ist.
Hinweise: benutze, dass das Lebesqguemafs auf R eindeutig dadurch charakterisiert

ist, dass es translationsinvariant ist und die Menge [0,1] das Volumen Eins hat.

(iv) Berechne die Wahrscheinlichkeiten, mit der 7 und 8 in der obigen Folge auftau-
chen.
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2.9 Kommutator von Vektorfeldern

Jedem differenzierbaren Vektorfeld A : 2 — R™ auf einer offenen Teilmenge 2 C R"
kénnen wir zwei Objekte zuordnen:

(i) Den lokalen Flufl ®4 auf der offenen Teilmenge W4 C R x €, der die maximalen
Integralkurven folgender gewohnlichen Differentialgleichung beschreibt:

0P A (t, QJ)

— = A(DPa(t :

L) A, 2)

(ii) Den Differentialoperator erster Ordnung L4, der Richtungsableitungen in Rich-
tung des Vektorfeldes A:

0f(@) ,

1)
(9.%’1

(Laf)(z) = Az) - Vf(x) = Ay (2) or.

Ubungsaufgabe 2.84. Man zeige, dafi der Operator L4 linear ist:
La(ANf +pg) = ALaf +puLag  fir alle A\ p€ R und differenzierbare  f,g

und beweise die Leibnizsche Formel

La(fg) = (Laf)g+ f(Lag) fir differenzierbare f,g.

Ubungsaufgabe 2.85. (1) Man gebe Bedingungen an, unter denen das Vektorfeld A
eindeutig einen lokalen Fluss ® 4 definiert.

(ii) Umgekehrt gebe man Bedingungen an, unter denen ein lokaler Fluss ® eindeutig
ein Vektorfeld A bestimmt.

(iii) Man zeige induktiv in n, dass es fir einen Differentialoperator L auf den glatten
Funktionen einer offenen Teilmenge 2 C R"™, der linear ist und die Leibnizregel
erfillt, ein glattes Vektorfeld A gibt, so dass Lf = L f fir alle Polynome f gilt.

(iv) Man zeige, dass (iii) im Fall n = 1 sogar fir alle glatten Funktionen f gilt.
Benutze dabei, dass fiir jede glatte Funktion f die Funktion f;f—;?) auch glatt ist.

(v) Zeige induktiv in n, dass (i) fir Q@ C R™ und alle glatten Funktionen f gilt.

Auf einer offenen Menge Q2 C R"™ seien zwei Vektorfelder A und B gegeben. Wir
sagen, dass die entsprechenden lokalen Fliisse kommutieren, wenn

D y(s, Pp(t,z)) = Pp(t,Pa(s, z))
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fir alle s, ¢,z gilt, so dass einerseits (¢,2) € Wg und (s, ®p(t,z)) € Wy gilt und an-
dererseits (s,x) € Wy und (¢, P4(s,z)) € Wp. Diese Menge ist immer eine Umgebung
von (s,t,x) € {0} x {0} x Q.

Ubungsaufgabe 2.86. Man zeige, dass die lokalen Fliisse ® 4 und ® von zwei diffe-
renzierbaren Vektorfeldern A und B auf einer offenen Teilmenge 2 C R™ genau dann
kommutieren, wenn ® (s, Pp(t,z)) = Pp(t,Pa(s,x)) fir alle (s,t,x) in einer Umge-
bung von {0} x {0} x Q C R x R x Q gilt.

Man gebe ein Beispiel von nicht kommutierenden Fliissen an.

Um den Grad der Nichtkommutativitat der beiden Fliile $ 4 und ® 5 zu messen, be-
trachten wir die beiden Punkte ®4(s, ®p(t,x)) und ®p(t, P4(s, x)). Zur Abschitzung
des Abstands zwischen diesen Punkten vergleichen wir die Werte fiir eine glatte Funk-
tion f auf ). Die Differenz

A(s,t,x) = f(Pa(s, Pp(t,z)) — f(Pp(t,Pa(s,z))

ist offenbar eine differenzierbare Funktion, welche fiir s = 0 und fiir ¢ = 0 gleich 0 ist.
Deshalb verschwinden bei (s,t) = (0,0) alle partiellen Ableitungen nur nach s oder
nur nach ¢. Die erste nicht verschwindende Ableitung bei (s,t) = (0,0) ist also die
gemischte zweite partielle Ableitung nach s und . Diesen Term berechnen wir jetzt.

Lemma 2.87. Die gemischte partielle Ableitung von /\ nach s,t an der Stelle (s,t) =
(0,0) ist der Kommutator der Differentiation in den Richtungen von A und B:
82
Otos

f(q)A<3> (DB(t? .1')) - f(q)B(t> (I)A(S’ l’)) = (LBLAf - LALBf)(x)

s=t=0

Beweis: Gemifl der Definition L4 gilt

0

ool S(@als,@p(t.2)) = (Laf)(@5(t,2))).

s=0

Wenn wir die Funktion L4 f mit g bezeichnen, ergibt sich nach Definition von Lp

0
5 g(®(t,x)) = (Lpg)(x),
t=0
und damit
82
Otos Szt:O(LBLAf)(x)'
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Wegen dem Schwarzschen Lemma kommutieren die partiellen Ableitungen, und wir
kénnen die gemischte Ableitung des anderen Terms in umgekehrter Reihenfolge aus-
rechnen. Dann folgt die Behauptung. q.e.d.

Wir betrachten jetzt den Kommutator von LgL 4 — L4 Lp. Auf den ersten Blick ist
das ein Differentialoperator zweiter Ordnung.

Lemma 2.88. Der Operator LgL 4 — LaLpg ist ein linearer Differentialoperator erster
Ordnung, der linear ist und die Leibnizregel erfiillt.

Beweis: Es seien A = (A4;,...,A,) und B = (By,...,B,) die Komponenten der
Vektorfelder A bzw. B auf der offenen Menge 2 C R"™. Dann gilt

& 0 < 0 04; 0 =
LgLaf = Zlea—% ZlAjf)_%f = Z a%f Z B;A ga 8:70]
1= = 3,j=1

7/]7

Wenn wir hiervon L Lgf subtrahieren, verschwinden die Terme mit den zweiten Ab-
leitungen von f, und iibrig bleibt

z 0A; 0B;\ Of

(LisLa— LaLg)f z( - A ) o
Also gilt [Lp, La] = Le mit C(z) = A'(x)B(z) — B'(x) A(x). Dann folgt auch, dass der
Kommutator linear ist und die Leibnizregel erfiillt. q.e.d.
Man rechnet auch leicht allgemein nach, dass der Kommutator zweier Differential-
operatoren L und L', die beide die Leibnizregel erfiillen, wieder die Leibnizregel erfiillt:

(LL' = L'L)(fg) = L((L' f)g + f(L'g)) — L'((Lf)g + f(Lg))
= (LL' f)g+ (L' f)(Lg) + (Lf)(L'g) + f(LL'g)
— (L'Lf)g — (Lf)(L'g) — (L' f)(Lg) — f(L'Lg)
= (LL' = L'Lf)g+ f(LL' — L'Lg).

Definition 2.89. Da jeder lineare Differentialoperator erster Ordnung durch ein Vek-
torfeld gegeben ist, entspricht der Operator LgL o — LaLp ebenfalls einem Vektorfeld

C:Q—R" z+ C(x)=A(x)B(x)— B'(x)A(x) und Lc=LgLa— LaLp.

Diese Vektorfeld heifit der Kommutator der beiden Vektorfelder B und A und wird mit
C = [B, A] bezeichnet.
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Ubungsaufgabe 2.90. Es sei A das lineare Vektorfeld, das jedem Punkt x € R3 aquf
das Vektorprodukt von x mit dem Vektor a € R? abbildet und B das lineare Vektorfeld,
dass jeden Punkt x € R? auf das Vektorprodukt von x mit dem Vektor b € R® abbildet.
Die entsprechenden Fliisse ergeben Rotationen um die Achsen a und b. Berechne den
Kommutator [A, B] dieser beiden Vektorfelder.

Satz 2.91. Der Kommutator verwandelt den linearen Raum wvon Vektorfeldern auf
einer offenen Teilmenge Q2 C R™ in eine Lie Algebra.

Beweis: Linearitidt und Schiefsymmetrie des Kommutators sind evident. Wir beweisen
nun die Jacobische Identitdt. Geméafl der Definition der Poissonklammer gilt

Lia,pl,c) = LoLiap) — LiapLc
=LcLlgly— LoLalg+ LyaLgLe — LgLaLc.

Insgesamt sind in der Summe L4 p),0) + LB,0),4] + L(ic,4),8] ZzZWOlf Terme vorhanden;
jeder erscheint zweimal mit engegengesetztem Vorzeichen. q.e.d.

Satz 2.92. Seien A und B differenzierbare Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge
Q) C R". Die beiden lokalen Fliisse ® 4 und ®p kommutieren dann und nur dann, wenn
der Kommutator [A, B] der beiden Vektorfelder verschwindet.

Beweis: Wenn die beiden lokalen Fliisse ® 4 und ®p kommutieren, dann folgt aus
Lemma 2.87, dass auch die beiden Vektorfelder kommutieren, also [A, B] = 0.
Umgekehrt nehmen wir jetzt an, dass der Kommutator [A, B] der beiden Vektor-
felder A und B verschwindet. Wir wollen zeigen, dass die beiden lokalen Fliisse dann
auch kommutieren. Offenbar ist fiir (s,2) € W4 und hinreichend kleine ¢ die Abbil-
dung (t,x) — Pa(—s,Pp(t,Pa(s,x))) ein lokaler differenzierbarer Fluss. Weil jeder
differenzierbare Fluss zu einem Vektorfeld gehort, gehort auch dieser Fluss zu einem
Vektorfeld, dass wir mit By bezeichnen wollen. Dieses Vektorfeld berechnet sich durch:

Bg(x) = % Dp(—s,Pp(t,Pa(s,x))) = Dy (=5, Pa(s,2))B(Pa(s,x)).
=0
Hier bezeichnet der Strich die Ableitung nach der Raumkoordinate in €. Wir wol-
len jetzt fir x € Q die Abbildung s — Bg(z) nach s differenzieren. Dafiir bemerken
wir, dass B; eine Verkettung von drei Abbildungen ist. Die letzte ®’4(—s, ®a(s,x))
ist eine lineare Abbildung von R™ auf sich selber, die von s abhéngt. Um sie nach s
zu differenzieren, ist es einfacher die Umkehrabbildung nach s zu differenzieren. Aus
D 4(—s,Da(s,2)) = z folgt, dass die Ableitungen dieser beiden Abbildungen zueinan-
der invers sind, also ®',(—s, ® (s, 2)) die Umkehrabbildung von ®’,(s, z) ist. Weil die
partiellen Ableitungen nach s und x vertauschen, gilt
OV (s,x)  *Du(s,x)  PPu(s,z)  OA(x)Pa(s,z)

Os - 9sdr  Ox0s ox = A (Da(s,z))Py(s, ).
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Dann folgt fiir die inverse lineare Abbildung

d

£®f4(—3,®(3,x)) =~ (=5, D(s,2)) A" (P a(s,2))Dy (s, 2)P' 4 (—s, (s, 7))
=~ (—s,D(s,2)) A" (Pa(s, 1)).

Deshalb berechnet sich die Ableitung von s — B,(z) durch

L B.(2) = @, (—s, ®a(s, 2)) B (D (s, 7)) A(®a(s, 7))

— B, (

ds
— Oy (=5, Qu(s, 1)) A (Da(s, 7)) B(Qa(s, 7))
= CI)IA(_S7 q)A(Sv I))[A7 BKCI)A(S’ ZE))

(
(

Wenn also der Kommutator verschwindet, dann ist s — B,(x) fiir alle x € € konstant.
Fiir s = 0 gilt aber By = B. Deshalb ist dann dieses Vektorfeld By fiir alle s gleich B.
Dann stimmen aber auch die beiden Fliisse iiberein. Also folgt, dass fiir hinreichend
kleine s die folgenden beiden Fliisse iibereinstimmen:

Ba(—s,) 0 Dp(t,-) o Dals,”) = Dy(t,-).

Dann folgt sofort ®p(t,-) o D4(s, ) = Pu(s,:) o Pp(t,-). q.e.d.

Dieser Satz zeigt, dass die Vektorfelder als die Lie-Algebra der Gruppe der lokalen
Diffeomorphismen einer offenen Teilmenge 2 C R™ angesehen werden kann. Dabei
definiert der Kommutator von Vektorfeldern die Verkniipfung der Lie-Algebra, also
die Lieklammen. Umgekehrt 148t sich die Lieklammer einer Lie-Algebra mithilfe des
Kommutators von Vektorfeldern definieren.

Es sei G die Gruppe der linearen invertierbaren Abbildungen von R™ auf sich selber.
Ahnliche Aussagen gelten auch fiir Untergruppen dieser Gruppe. Fiir ¢ € G ist die
Rechtstranslation R, die Abbildung

R,:G— G, Ryh=hg.

Die Ableitung von R, im Punkt g bildet die n x n Matrizen auf sich selber ab. So-
mit entspricht jeder n x n-Matrix A auch ein Vektorfeld auf G: Es besteht aus den
Rechtstranslationen (R,)’A und wird rechtsinvariantes Vektorfeld genannt. Offensicht-
lich ist ein rechtsinvariantes Vektorfeld auf einer Gruppe eindeutig durch seinen Wert
im Einselement bestimmt.

Ubungsaufgabe 2.93. (i) Man zeige, dass die rechtsinvarianten Vektorfelder auf G
durch die Abbildungen g — Ag gegeben sind, wobei A eine n x n-Matrix ist.

(ii) Man zeige, dass der Kommutator zweier rechtsinvarianter Vektorfelder wieder ein
rechtsinvariantes Vektorfeld ist, und genau dem Kommutator der entsprechenden
n X n-Matrizen entspricht.
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2.10 Poissonklammer

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass die Hamiltonschen Vektorfelder auf einer
offenen Teilmenge 2 C R?*" eine Unteralgebra der Lieschen Algebra aller Vektorfelder
bilden. Die Hamiltonfunktionen bilden sogar selber eine Liesche Algebra: Die Operation
in dieser Algebra wird Poissonklammer von Funktionen genannt. Die ersten Integrale
des Hamiltonschen Phasenflusses bilden eine Unteralgebra der Lieschen Algebra der
Hamilton-Funktionen.

Es sei Q eine offene Teilmenge von dem Phasenraum (q,p) € R*. Jede auf
zweimal stetig differenzierbare Funktion H : 2 — R entspricht ein lokaler Fluss
Py (t,-) = @x(m) auf Q, ndmlich der Phasenflufl des Hamiltonschen Vektorfeldes X (H).

Definition 2.94. Die Poissonklammer {g, f} zweier differenzierbarer Funktionen f
und g auf einer offenen Menge Q0 des Phasenraumes (q,p) € R*™ is definiert als die
Ableitung von f in Richtung des Hamiltonschen Vektorfeldes X (g):

(0. )= o @t o)

t=0

Somit ist die Poissonklammer zweier Funktionen auf 2 ebenfalls eine Funktion auf €.

Bemerkung 2.95. In der klassischen Dynamik definiert man tiblicherweise die Pois-
sonklammer mit einem umgekehrten Vorzeichen. Dann ist aber die Abbildung f +—
X (f) von den Funktionen in die Hamiltonschen Vektorfelder mit der in der Differen-
tialgeometrie tiblichen Definition kein Lie Algebra Homomorphismus. Deshalb definiert
Arnold beispielsweise die Lieklammer von Vektorfeldern mit dem umgekehrten Vorzei-
chen, als es in der Differentialgeometrie iblich ist. Weil sich die Konventionen der
klassischen Mechanik mit denen der Differentialgeometrie wiedersprechen, miissen wir
eine Wahl treffen. Wir haben uns fiir die Konventionen der Differentialgeometrie ent-
schieden, und definieren deshalb die Poissonklammer mit dem umgekehrten Vorzeichen,
als es in der klassischen Mechanik tiblich ist.

Korollar 2.96. Die Funktion f ist dann und nur dann ein Integral des Phasenflusses
der Hamilton-Funktion H, wenn ihre Poissonklammer mit H identisch verschwindet:

Wir kénnen die Poissonklammer auch in einer etwas anderen Art definieren, wenn
wir den Isomorphismus J zwischen dem Gradienten von H und den Vektorfeldern auf
einer offenen Teilmenge €2 des Phasenraumes (¢, p) € R*" verwenden. Das Hamiltonsche
Vektorfeld X (H) ist durch X (H) = JVH definiert. Hieraus ergibt sich
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Korollar 2.97. Die Poissonklammer der Funktion g und f ist gleich dem Wert der
Richtungsableitung in Richtung von dem Hamiltonschen Vektorfeld X (g):

{9, f} =X(9)-V/. q.e.d.
Setzen wir X (g) = JVg in die Formel ein, so ergibt sich

Korollar 2.98. Die Poissonklammer der Funktionen g und f ist gleich dem antisym-
metrischen Produkt der Gradienten der beiden Funktionen g und f:

{9,f} =(JVyg)-Vf=-Vg-JVf=Vf-JVg. q.e.d.
Jetzt gilt offensichtlich

Korollar 2.99. Die Poissonklammer der Funktionen f und g ist eine schiefsymmetri-
sche Bilinearform der Funktionen f und g:

{figt =g, f}, {Af+pg. bt =Mf ht+p{g,h} mit A peR. q.ed.

Die vorangegangenen Betrachtungen sind zwar evident. Sie fithren zu nichttrivialen
SchluBfolgerungen, darunter zu folgender Verallgemeinerung des Noetherschen Satzes.

Satz 2.100. Wenn eine Hamilton-Funktion H auf einer offenen Teilmenge ) des
Phasenraumes (q,p) € R*" gegeben ist, und auf den Integralkurven eines Hamiltonschen
Vektorfeldes X (g) einer Funktion g auf Q) konstant ist, so ist g ein Integral des Systems
mat der Hamilton-Funktion H.

Beweis: Unter dieser Bedingung ist H ein Integral des Flusses ®x (), daraus folgt
{9,H} =0und {H, g} =0, und F ist ein Integral des Flusses. q.e.d.
Die Poissonklammer zweier differenzierbarer Funktionen berechnet sich also durch

{f,9}(q,p) = Vg(q p) - IV f(g:p) = Vyg(a,p)  Vef(q,p) — Ve9(q:p)Vpf(q,p)

Z (09 ¢.p)9f(q,p)  Jg(q,p) af(q,p))
- Ip; Jq; dq; Ip; '

i=1
Insbesondere sind die Poissonklammern der Basisfunktionen ¢y,...,q, und py,...,p,

gegeben durch

0 firi#j

{,4;} ={pi,p;} =0firdi,j=1,... . nund —{q;,p;} ={p;,¢:} = L
1 firi=jy.
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Korollar 2.101. Die Poissonklammer erillt fir differenzierbare Funktionen f, g, h auf
einer offenen Teilmenge Q0 C R*" folgende Leibnizregel:

{h, fay =A{h, f}g+ f{h, g}

Beweis: Das folgt daraus, dass die Poissonklammer {h, fg} gleich der Richtungsablei-
tung von fg in Richtung des Vektorfeldes X (k) ist, und die Richtungsableitung jedes
Vektorfeldes die Leibnizregel erfiillt. q.e.d.

Satz 2.102. Die Poissonklammer erfillt fiir zweimal differenzierbare Funktionen f, g, h
auf einer offenen Teilmenge Q2 C R?*™ folgende Jacobiidentitiit:

{hAg, 1} +{f{hg}} +{g,{f.h}} =0.

Korollar 2.103. (Satz von Poisson). Die Poissonklammer zweier Integrale f und g
der Bewegung f, g eines Systems mit der Hamilton-Funktion H ist ebenfalls ein Integral
der Bewegung.

Beweis: Aus der Jacobischen Identitét folgt
{HAg f}} =/ A{H 9t} +{9.{H f}} =0. q.e.d.

Somit kénnen wir aus der Kenntnis zweier erster Integrale ein drittes, viertes usw.
bekommen. Allerdings sind nicht alle so ermittelten Integrale grundsétzlich neu, da
es nicht mehr als 2n unabhiingige Funktionen auf R?" gibt. Manchmal bekommen wir
Funktionen von alten Integralen oder Konstanten, die gleich 0 sein kénnen. Mitunter
ergeben sich jedoch neue Integrale.

Ubungsaufgabe 2.104. Auf dem Phasenraum R*" ist der Drehimpuls M definiert als
das Vektorprodukt von ¢ mit p. Man berechne die Poissonklammern der Komponenten
von p und M.

Daraus folgt der

Satz 2.105. Wenn zwei Komponenten My und M, des Drehimpulses eines mechani-
schen Systems Erhaltungsgroffien sind, ist es die dritte ebenfalls. q.e.d.

Beweis der Jacobischen Identitiat: Wir betrachten die Summe

{hdg, f1r = {9, {f: hi} +{f {h, g3},

die eine Linearkombination von zweiten partiellen Ableitungen der zugehorigen Funk-
tionen f, g und h ist, deren Koeffizienten Produkte der erste Ableitungen der beiden
anderen Funktionen sind. Die zweiten Ableitungen von f tauchen nur in den Termen

{h7 {ga f}} + {97 {f7 h}} = {h7 {ga f}} - {97 {h7 f}}
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auf und sind gleich

(LxmLxg) — LxgLxm)f = [X(h),X(g)]- V.

Wir haben gesehen, dass diese Richtungsableitung von f in Richtung des Kommutators
[X(h), X(g)] nur erste Ableitungen von f enthilt. Also verschwinden die Koeffizienten
vor den zweiten Ableitungen von f und dann wegen der Symmetrie auch vor den
zweiten Ableitungen von g und h. Dann muss dieser Ausdruck verschwinden. q.e.d.

Korollar 2.106. Es seien X (g) und X (h) Hamiltonsche Vektorfelder zu den Hamilton
Funktionen g und h. Dann ist die Richtungsableitung von f in Richtung des Kommu-
tators [X (h), X (g)] gegeben durch

{h. A9, 13} = A9, {h. 11} = {{h. 9}, 1}

also die Richtungsableitung von f in Richtung von X ({h,g}). Deshalb ist der Kommu-
tator [ X (h), X(g)] zweier Hamiltonscher Vektorfelder wieder ein Hamiltonsches Vek-
torfeld X ({h, g}) von der Poissonklammer der beiden Funktionen h und g. q.e.d.

Definition 2.107. FEin linearer Unterraum einer Lieschen Algebra wird Unteralgebra
genannt, wenn der Kommutator zweier beliebiger Elemente des Unterraumes in ihm
liegt. Die Unteralgebra einer Lieschen Algebra ist ebenfalls eine Liesche Algebra.

Korollar 2.108. Die Hamiltonschen Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge 2 C R?*®
bilden eine Unteralgebra der Lieschen Algebra aller Vektorfelder. q.e.d.

Der Poissonsche Satz iiber die ersten Integrale &3t sich damit umformulieren zu

Korollar 2.109. Die Integrale des Hamiltonschen Phasenflusses bilden eine Unteral-
gebra der Lieschen Algebra aller Funktionen. q.e.d.

Die Liesche Algebra der Hamilton Funktionen kann auf natiirliche Weise auf die
Liesche Algebra der Hamiltonschen Vektorfelder abgebildet werden. Dazu ordnen wir
jeder Funktion H das Hamiltonsche Vektorfeld H der Hamilton-Funktion H zu.

Korollar 2.110. Die Abbildung der Lieschen Algebra von Funktionen auf einer offenen
Teilmenge @ C R?** quf die Liesche Algebra der Hamiltonschen Vektorfelder ist ein
Homomorphismus von Lieschen Algebren. Sein Kern besteht aus den lokal konstanten
Funktionen. Wenn Q zusammenhdngend ist, dann ist der Kern eindimensional und
besteht aus den konstanten Funktionen.

Beweis: Die Abbildung ist linear, und Jacobiidentitét zeigt, dal die Abbildung die
Poissonklammer von Funktionen in den Kommutator von Vektorfeldern iiberfiihrt. Der
Kern besteht aus Funktionen f, fiir die JV f identisch verschwindet. Da J invertierbar
ist, sind das genau die lokal konstanten Funktionen. q.e.d.



88 KAPITEL 2. HAMILTONSCHE MECHANIK

Korollar 2.111. Damit die Phasenfliisse der Hamilton-Funktionen f und g kommu-
tieren, ist es notwendig und hinreichend, daf$ die Poissonklammer der Funktionen f
und g (lokal) konstant ist. q.e.d.

Definition 2.112. Eine differenzierbare Abbildung ® von einer offenen Teilmenge €2 C
R?" quf eine offene Teilmenge Q' C R?™ heifit kanonisch, wenn

{fo®,go®} ={f g}o®
fiir alle differenzierbaren Funktionen f und g auf €Y gilt.

Satz 2.113. FEine differenzierbare Abbildung ® von einer offenen Teilmenge Q C R*®
auf eine offene Teilmenge € C R*" ist genau dann kanonisch, wenn ihre Ableitung auf
ganz Q) symplektisch ist, also die Jacobimatriz zu Sp(n) gehort:

(@' () JD (x) = J fiir alle x € Q.
Beweis: Seien f und g differenzierbare Funktionen auf €)'. Dann gilt fiir alle x € Q:

{fo®,god}(z) = -V(fo®)(z)- JV(goP)(x)
=— (")) (Vf (fb(w))) J(®(x ))( )(@(g;))
—(V)(@(x) ('(x)](¥'(2))") (Vg)(2()).

Die Abbildung @ ist also kanonisch, wenn @' (x)J(®'(z))! = J fiir alle x € Q gilt. Wegen
J~! = —J = J! sind fiir eine symplektische Matrix A auch die Matrizen A=, JAJ !
und A' = JA-1J~! symplektisch. Deshalb ist obige Bedingung #iquivalent dazu, dass
die Ableitung von ® symplektisch ist. Wenn die Abbildung ® kanonisch ist, dann muss
obige Bedingung fiir alle differenzierbaren Funktionen f und ¢ gelten. Daraus folgt
auch, dass die Ableitung ®'(x) fiir alle = € Q symplektisch ist. q.e.d.

Satz 2.114. Ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer einfach zusammenhdngen-
den offenen Teilmenge Q C R?™ ist genau dann ein Hamiltonsches Vektorfeld, wenn
der entsprechende lokale Fluss aus kanonischen Abbildung besteht.

Beweis: Sei 5 der lokale Fluss eines Vektorfeldes F auf 2 ¢ R?". Fiir ¢t = 0 ist der
lokale Fluss die identische Abbildung, und damit offensichtlich kanonisch. Die Ableitung

der Jacobimatrix Mg—g’x) nach t berechnet sich durch

otox  Ox0t ox
Ein Vektorfeld ist genau dann ein Hamiltonsches Vektorfeld, wenn es von der Form

JV f(z) fiir eine differenzierbare Funktion f ist. Also ist fiir ein Hamiltonsches Vek-
torfeld X (f) die Ableitung der Jacobimatrix des lokalen Flusses ®x () nach ¢ von der

= F'(Pp(t,2))P%(t, x).
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Form J mal der Hessischen von f, also das Produkt von .J mit einer symmetrischen
Matrix, also einer Matrix in sp(n). Daraus folgt

ot

9 (a%(t,x))t O] @/, )t (P (@(t,2))'T + JF(D(t,2)) ¥'(t,2) = 0.

ox J oz

Also besteht der lokale Fluss aus kanonischen Abbildungen. Wenn umgekehrt der lokale
Fluss aus kanonischen Abbildungen besteht, dann ist F”(x) fiir alle € Q2 ein Element
von sp(n). Daraus folgt, dass —JF'(z) fiir alle x € {2 symmetrisch ist. Aus Lemma 2.5
folgt dann, dass —J I die Hesse’sche einer Funktion auf €2 ist, und F' ein Hamiltonsches
Vektorfeld ist. q.e.d.

Wir bekommen noch eine weitere Verallgemeinerung des Noetherschen Satzes: Ist
ein Flufl bekannt, der mit dem betrachteten kommutiert, so 148t sich ein Integral der
Bewegung errechnen.

Definition 2.115. Es sei Q C R?" eine offene Teilmenge. Dann heiffen alle Vek-
torfelder, die lokal Hamiltonsche Vektorfelder sind, lokale Hamiltonsche Vektorfelder.
FEin Phasenflufs, der durch ein lokal Hamiltonsches Vektorfeld gegeben ist, wird lokal
Hamiltonscher Fluf$ genannt.

Korollar 2.116. Ein Vektorfeld auf einer offene Teilmenge @ C R*™ ist genau dann ein
lokales Hamiltonsches Vektorfeld, wenn sein Fluss aus kanonischen Transformationen
besteht.

Beweis: Jeder Punkt x € ) besitzt in 2 eine konvexe und damit einfach zusam-
menhédngende Umgebung. Auf solchen Mengen haben wir die Aussage gezeigt. q.e.d.
Nicht alle lokalen Hamiltonschen Vektorfelder sind auch Hamiltonsche Vektorfelder:

Beispiel 2.117. Es sei T? = R?/Z? der zweidimensionale Torus, dessen Punkt durch
das Koordinatenpaar (q,p) mod Z gegeben sind. Nun betrachten wir die Familie von
Verschiebungen ®(t,(q,p)) = (p + t,q). Das ist ein differenzierbare Fluss, der dann
von einem Vektorfeld induziert ist. Fir alle t sind diese Abbildungen offenbar kano-
nische Abbildungen. Also ist ® Fluss eines lokalen Hamiltonschen Vektorfeldes. Aus
p = —%—Zl,q = %—IZ wiirde %—I; = 0,%—21 = —1, d.h. H = —q+ C folgen. Aber q ist nur
eine lokale Koordinate auf T?, und die Abbildung H : T?> — R mit %—I; =0 und %—I; =1

existiert nicht. Somit ist ®(t,-) kein Hamiltonscher Phasenfluf.

Ubungsaufgabe 2.118. Man zeige, dafi auf einer offenen Teilmenge Q C R die
lokal Hamiltonschen Vektorfelder eine Unteralgebra der Lieschen Algebra aller Vektor-
felder bilden. Dabei ist der Kommutator zweier lokal Hamiltonscher Vektorfelder F' und
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G sogar ein Hamiltonsches Vektorfeld, dessen Hamilton Funktion eindeutig durch die
Felder Vektorfelder F' und G mittels der Formel

H(z) = F(z) - JG(x)

gegeben ist. Somit bilden die Hamiltonschen Vektorfelder ein Ideal in der Lieschen
Algebra der lokal Hamiltonschen Vektorfelder.

2.11 Integrable Systeme

Um ein System von 2n gewdhnlichen Differentialgleichungen zu integrieren, miissen 2n
erste Integrale bekannt sein. Wenn ein System von Hamiltonschen Differentialgleichun-
gen gegeben ist, stellt sich heraus, daff es in vielen Féllen geniigt, nur n erste Integrale
zu kennen, denn jedes von ihnen erlaubt, die Ordnung des System nicht nur um 1, son-
dern gleich um 2 herabzusetzen. Wir erinnern uns, daf§ die Funktion f und nur dann
ein Integral der Bewegung eines Systems mit der Hamilton-Funktion H ist, wenn die
Poissonklammer {f, H} identisch verschwindet.

Definition 2.119. Zwei Funktionen f und g auf einer offenen Teilmenge Q0 C R??
sind miteinander in Involution, wenn ihre Poissonklammer identisch verschwindet.

Wenn mehrere Funktionen f = (fi,..., fm) auf einer offenen Teilmenge Q C R*"
alle paarweise miteinander in Involution sind, dann bleiben die entsprechenden Pha-
senfliisse durch einen Punkt zy € Q2 alle innerhalb der entsprechenden Niveaumengen

{z e Q| filz) = filzo), ..., fm(x) = fmla0)} = [T {f(x0)} mit z0 €

Wenn fiir eine der Funktionen fi, ..., f,, diese Niveaumengen mit den entsprechenden
Niveaumengen der restlichen Funktionen iibereinstimmen, dann ist der Funktionswert
dieser Funktion an allen Punkten durch die Funktionswerte der restlichen Funktionen
eindeutig bestimmt. Wenn alle diese Funktionen stetig differenzierbar sind, dann gibt
es Punkte zy € ), an denen der Rang der Ableitung der Abbildung

f:Q=R" xw f(z)=(fi(x),..., fm(x))

maximal ist. An diesen Punkten xq gibt es dann eine Auswahl dieser Funktionen, deren
Gradienten alle an diesem Punkt z( linear unabhéngig sind, und fiir die die Gradienten
aller dieser Funktionen in xy von den Gradienten der ausgewihlten Funktionen linear
abhangen. Wegen der Stetigkeit der Gradienten, und weil die Dimension des Unterrau-
mes von R?" der von den Gradienten V fi(z),...,V f,(z) auf gespannt wird in dem
Punkt z = x9 maximal ist, muss dann das gleiche in einer Umgebung von xy gelten.
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Aus dem Satz der impliziten Funktion folgt, dass die Niveaumengen der ausgewéhl-
ten Funktionen durch die Punkte in einer Umgebung von x; einen Tangentialraum
besitzen, der das orthogonale Komplement ihrer linear unabhéngigen Gradienten ist.
WEeil alle anderen Gradienten aber lokal von diesen Gradienten linear abhéngigen, ver-
schwinden die Gradienten aller Funktionen auf den Niveaumengen der ausgwéhlten
Funktionen. Deshalb stimmen in einer Umgebung von zy die Niveaumangen der aus-
gewéhlten Funktionen mit den Niveaumangen aller Funktionen iiberein. In diesem Fall
sind in einer Umgebung von x(y die Funktionswerte aller Funktionen eindeutig durch
die Funktionswerte der ausgewéhlten Funktionen bestimmt. Wir sagen dann, dass alle
Funktionen algebraisch nur von den ausgewé&hlten Funktionen abhé&ngen. Solche alge-
braisch abhéngige Funktionen beinhalten dann keine zusétzliche Information. Deshalb
wollen wir sie weglassen. Wir kénnen dann zumindest auf der Umgebung von solchen
Punkten xg, an denen der Rang der Ableitung von der funktion f = (fi,..., f,,) maxi-
mal ist, annehmen, dass all Gradienten V f1, ...,V f,, linear unabhéngig sind. Offenbar
kann es maximal n solcher Funktionen geben, die zusétzlich alle paarweise miteinder
in Involution sind.

Wenn die Bahn eines Hamiltonschen Vektorfeldes durch einen Punkt xq nach lange-
ren Zeit in die Umgebung des Punktes z zuriickkehrt, dann muss die Hamiltonfunktion
an allen diesen Punkten die gleichen Werte annehmen. Nun kann man sich vorstellen,
das die Bahn eines Hamiltonschen Vektorfeldes sogar in einer hoherdimensionalen Men-
ge einer Umgebung von x( dicht liegt, und deshalb die Hamiltonfunktion wegen ihrer
Stetigkeit sogar auf dieser hoherdimensionalen Menge konstant sein muss. Allerdings
kann das nur global passieren, dadurch dass die Bahn unendlich oft in Umgebungen
von zq zuriickkehrt. Deshalb beeinflussen auch die globalen Eigenschaften der Pha-
senflilsse von Hamiltonschen Vektorfeldern, das lokale Verhalten der entsprechenden
Hamiltonfunktionen. Um diesen Zusammenhang in den Blick zu bekommen, sollten
wir annehmen, dass die Phasenfliisse der betrachteten Hamiltonschen Vektorfelder zu-
mindest fiir alle Punkte aus der Niveaumenge global existieren. Solche Hamiltonschen
Systeme, die maximal viele algebraisch unabhéngige Integraler der Bewegung haben,
die alle paarweise miteinander in Involution sind, heiflen integrabel:

Definition 2.120. Ein Hamiltonsches System einer Hamiltonfunktion H auf einer
offenen Teilmenge Q2 C R?™ heifit vollstindig integrabel, wenn es neben der Hamilton-
funktion H noch n — 1 andere Funktionen gibt, die

(i) alle paarweise miteinander in Involution sind,
(ii) deren Gradienten linear unabhdngig sind,

(iii) wnd deren Hamiltonschen Vektorfelder vollstindig sind.
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Definition 2.121. Eine Untergruppe I' C R™ heifit diskret, wenn es eine offene Um-
gebung von 0 € R™ gibt, deren Schnittmenge mit I' nur die Null enthdlt.

Liouville hat nun beweisen, dass man diese Systeme tatsdchlich integrieren kann.
Hier ist eine exakte Formulierung dieses Satzes.

Satz 2.122. (Liouville) Sei Q2 C R*" eine offenen Teilmenge, xo ein Punkt in Q, und
f=1(f1, -, fn) zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf <2,

(i) die alle paarweise miteinander in Involution sind,
(ii) deren Gradienten auf der Niveaumenge N = f~'[{f(z0)}] linear unabhingig sind,

(iii) und deren Hamiltonsche Vektorfelder X (f1),..., X (fn) durch alle Punkte x € N
der Niweaumenge Integralkurven auf ganz R besitzen.

Dann sind die Zusammenhangskomponenten von N homdomorph zu dem Quotienten
R™/T, wobei I' eine diskrete Untergruppe vom R™ ist. Die Phasenfliisse der Hamilton-
schen Vektorfelder X (f1),..., X (f.) wirken dabei wie die Translationen des R™.

Beweis: Wegen dem Satz der impliziten Funktion gibt es fiir alle x € N eine offene Um-
gebung U und einen Homéomorphismus ¥ von U auf eine offene Teilmenge V C R,
so dass UNN durch U auf VN(R" x {0}) =V N{z € R*" | x,,1 =0,..., 79, = 0} ist.
Dabei sind ¥ und die Umkehrabbildung U~ sogar zweimal stetig differenzierbar. Ins-
besondere besitzt jeder Punkt von N dann eine Umgebung, die homéomorph zu einer
offenen Teilmenge des R™ ist. Weil die Gradienten V fi,...,V f, auf der Niveaumen-
ge lineare unabhéngig sind, und weil J invertierbar ist, sind auch die Hamiltonschen
Vektorfelder X (f1),..., X(f,) auf N linar unabhéngig. Also besitzt die n-dimensionale
Niveaumenge N n linear unabhéngige Vektorfelder X (f1), ..., X(f,), die alle paarweise
miteinander kommutieren. Weil f1, ... f, alle paarweise miteinander in Involution sind,
verschwinden die Richtungsableitungen dieser Funktionen in Richtung einer der Vek-
torfelder X (f1),..., X (f.) auf ganz N. Insbesondere werden diese Vektorfelder durch
U’ auf Vektoren in R"™ x {0} C R" x R™ abgebildet.
Wir definieren jetzt folgende Abbildung von R™ x N nach N:

d:R"x N — N, (t,l’) — (I)(t,ilf) = (I)X(fl)<t17(pX(fn)(t27 .. ,q)X(fn)(tn,l') o )

Hierbei bezeichnet ®x (s, . .., Px(y,) die Fliisse der Vektorfelder X (f1), ..., X (f,). We-
gen der Bedingung (iii) sind sie auf ganz N fiir alle (¢4, ...,t,) € R definiert. Weil die
Funktionen fi,..., f, alle paarweise miteinander in Involution, sind sie auf dem Bild
von t — ®(t, z) lokal konstant. Deshalb liegt das Bild von ® in N. Weil die Funktionen
fis- .., fn zweimal stetig differenzierbar sind, sind die Vektorfelder X (f1),..., X (f)n)
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einmal stetig differenzierbar, und die Abbildung F' zweimal stetig differenzierbar. We-
gen der Bedingung (i) kommutieren alle diese Fliisse miteinander. Deshalb kénnen wir
die Reihenfolge der Abbildungen ®xs,(t1,), ..., ®x(s,)(tn, ) in der Definition von F
beliebig vertauschen. Aus der Flusseigenschaft (ii) der lokalen Fliisse folgt

Ot +t,x)) =Pt x) =0, P(t,x)) firalle ¢t €R".

Wir zeigen jetzt, dass fiir alle z € N das Bild von t — ®(¢,x) in N abgeschlossen und
offen ist. Dazu benutzen wir die Abbildungen V¥, die wir oben eingefiihrt haben. Die
Abbildungen ¥U~! o ® besitzen lokal invertierbare Ableitungen. Wegen dem Satz der
inversen Funktion sind sie dann lokal bijektiv, also insbesondere lokal auch surjektiv.
Deshalb ist das Bild von ¢ +— ®(t, z) eine Umgebung aller seiner Elemente, und damit
offen. Wenn eine Folge im Bild von ¢ — ®(¢, x) gegen ein Element y € N konvergiert,
dann besitzt y auch eine Umgebung U mit einem entsprechenden Homoéomorphismus
U. Dann gibt es eine Umgebung von y in N, die im Bild von ¢t — ®(t,y) enthalten
ist. Dann gibt es in dieser Umgebung auch unendlich viele Element im Bild von ¢ +—
O(t,z). Aus der Gleichung ®(t',y) = ®(t,z) folgt dann &(t — ¢/, x) = &(—t, (¢, z) =
O(—t',P(t',y) = y. Also liegt auch y im Bild von ¢ — ®(¢,z). Deshalb ist das Bild
von t +— ®(t,x) auch abgeschlossen. Das Bild unter einer stetigen Abbildung einer
zusammenhéngenden Menge ist wieder zusammenhéngend. Deshalb ist fiir alle z € N
das Bild von t — ®(t,x) zusammenhéngend und in der Zusammenhangskomponente
von N enthalten, die x enthélt. Weil das Bild aber offen und abgeschlossen ist, stimmt
es dann mit der Zusammenhangskomponente iiberein, die x enthélt.

Sei jetzt Ny eine Zusammenhangskomponente von N, also das Bild der Abbildung
t — ®(t,x) fir alle x € Ny. Als letztes zeigen wir noch, dass die beiden Mengen

{t e R" | ®(t,x) =z fiir ein z € No}  {t € R" | (¢, z) = x fiir alle z € Ny}

iibereinstimmen und diskrete Untergruppen von R" sind. Weil fiir alle x € Ny die
Abbildung t — ®(t,z) eine surjektive Abbildung von ¢ € R™ auf N ist, gibt es fiir
zwei x,y € Ny ein t € R" mit ®(¢t,z) = y bzw. ®(—t,y) = x. Dann folgt aus der
Kommutativitdt von dem Fluss @, dass die beiden Mengen

{teR"[0(t,2) = x} {t e R" | ®(t,y) =y}

tibereinstimmen. Beide Mengen sind wegen der Kommuativitit von ¢ — ®(¢, ) Unter-

gruppen von R”. Weil die Abbildungen ¢ — ¥~ o ®(¢, z) lokale Homdomorphismen

sind, gibt es eine Umgebung der {0} € R", die nur das Element 0 in dieser Menge

enthélt. Also ist diese Menge eine diskrete Untergruppe vom R”. q.e.d.
Wir wollen jetzt solche diskreten Untergruppen vom R™ untersuchen.
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Lemma 2.123. Fir eine Untergruppe I' C R™ ist folgendes dquivalent:

(i) Es gibt eine offenen Umgebung der Null im R™, die schnittfremd zu T'\ {0} ist.
(ii) Jede beschrinkte Menge im R™ enthdlt hochstens endlich viele Elemente von .
(iii) Entweder ist I' = {0} oder es gibt ein Element kiirzester Lange in T\ {0}.

(iv) Die Schnittmenge von I' mit jedem linearen Unterraum vom R™ ist eine diskrete
Untergruppe dieses linearen Unterraumes.

(v) Fir~y e I'\{0} ist TNRy eine diskrete Untergruppe von Ry. Wenn I" ¢ Ry, dann
gibt es ein Element in '\ Ry mit minimalem Abstand zu Rry.

(vi) Es gibt endlich viele linear unabhdngige Elemente v, ...V, in T, die I’ erzeugen.

Beweis: Wenn (i) gilt, dann gibt es ein ¢ > 0, so dass B(0,e) N I" = {0} gilt. Weil
die Differenz zweier Elemente von I' wieder in I' liegt, ist dann die Lénge der Differenz
zweier Elemente in I entweder gleich Null oder géfler als €. Dann enthélt jeder Ball
B(w, ) hochstens ein Element in I'. Wenn A eine beschrénkte Menge ist, dann ist der
Abschluss von A eine kompakte Menge und besitzt eine endliche Uberdeckung von
Béllen vom Radius 5. Als enthélt A hochstens endlich viele Elemente.

Wenn I' # {0} dann gibt es eine beschrénkte Menge, die ein Element von I' \ {0}
enthélt. Also folgt (iii) aus (ii).

Aus (iii) folgt, dass es ein € > 0 gibt, so dass B(0,¢) NT" = {0} gilt. Daraus folgt
(i). Also sind (i)-(iii) dquivalent.

WEeil die Schnittmenge einer offenen Umgebung der Null in R™ mit jedem linearen
Unterraum vom R” eine offene Umgebung der Null in dem linearen Unterraum ist,
folgt (iv) aus (i). Die Umkehrung folgt, weil R" ein linearer Unterraum vom R"™ ist.

Es gelte (i)-(iv), und 7 sei ein Element von I'\ {0}. Dann gibt es fiir alle z € Ry
einn € Z, so dass x —ny € B(0, ||v||) gilt. Fiir jedes Element von I'N (R™\ R), dessen
Abstand zu Ry kleiner als 0 ist, gibt es in B(0,60 + ||7||) eine Element von I' mit dem
gleichen Abstand zu R~y. Wegen (ii) gibt es dann ein Element in I'\ Ry) mit minimalem
Abstand zu Ry. Wenn umgekehrt (v) gilt und v € T\ {0}, dann gibt es ein £ > 0 so
dass alle Elemente von (I'\ {0}) "Ry und I" \ R~y lidnger als ¢ sind. Also gilt (i).

Wir beweisen jetzt unter den Bedingungen (i)-(v) induktiv in m die Aussage (vi).
Das erste vy definieren wir als das kiirzeste Element von I' \ {0}, soweit es existiert.
Dann ist I' N Ry, = Z~;, weil es sonst in Ry, ein kiirzeres Element geben wiirde. Sei
P :R" - R" mit x — Pi(z) = 2 — &17%71 die orthogonale Projektion auf das
orthogonale Komplement von Ry;. Dann ist der Kern von P; gleich Ry;. Wegen (v) ist
das Bild von I unter P; eine diskrete Untergruppe vom R"™. Offenbar gilt I' ~ Z~; &
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Py (T"). Wir fahren jetzt induktiv fort und erhalten dadurch induktiv linear unabhéngige
Elemente 7y, ..., 7, € I', die I" erzeugen. Wenn umgekehrt (vi) gilt, dann gibt es lineare
Abbildungen Iy, ..., 1, auf R" so dass v = l1(Y)71 + ... + L ()7 fiir alle v € T' gilt.
Weil [y, ..., 1, auf beschrankten Mengen beschrankt sind, folgt (ii). q.e.d.

Die Anzahl der Erzeugenden von I' in (vi) ist die Dimension des von I' erzeugten
Unterraumes und deshalb unabhéngig von der Wahl der Erzeugenden. Sie wird Rang
der diskreten Untergruppe genannt. Wegen (vi) sind fir diskrete Untergruppen I' C R™
vom Rang n die Quotienten R™/T" isomorph zu R"/Z", also n-dimensionale Tori. Wir
kénnen R"™ in eine direkte Summe des Unterraumes, der von I' erzeugt wir und dessen
orthogonalem Komplement zerlegen. Der Quotient R"/T" ist isomorph zu der direkten
Summe von dem orthogonalen Komplement und dem Quotienten des von I' erzeugten
Unterraumes durch I'. Wenn der Rang von I' nicht n ist, ist also R"/T" nicht kompakt.

Korollar 2.124. Unter den Bedingungen von dem Satz von Liouville ist eine Zusam-
menhangskomponente der Niveaumenge N genau dann kompakt, wenn sie isomorph zu
einem Torus ist. q.e.d.

Zum Abschluss diese Abschnittes wollen wir zeigen, dass alle Hamiltonschen Syste-
me lokal vollstandig integrabel sind:

Satz 2.125. Sei Q C R?*™ cine offene Teilmenge und H eine zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion auf 2. Dann besitzt jeder Punkt x € ), an dem VH nicht ver-

schwindet, auf einer Umgebung U C € von x zweimal stetig differenzierbare Funktionen
fi=H, fo..., fn, die auf U die Bedingungen (i)-(ii) aus der Definition 2.121 erfiillen.

Bevor wir diesen Satz beweisen konnen brauchen wir ein wenig Vorbereitung. Zwei
dynamische Systeme ® : R X 2 — Q2 und @ : R X 2 — (2 sind offenbar dquivalent,
wenn es einen Homéomorphismus W : 2 — € gibt, so dass Folgendes gilt:

O(t,) =Wod(t,-)oWU ! fiiralle tcR.

Aus der Gruppeneigenschaft folgt, dass das dquivalent dazu ist, dass das fiir kleine ¢
gilt. Entsprechend induzieren zwei Vektorfelder ' und F' auf den offenen Teilmengen
Q und 2 dquivalent lokale Fliisse, wenn fiir alle z € €2 und hinreichend kleine ¢

Cp(t,x) = W(Op(t, U (2)))

gilt. Diese Gleichung ist offenbar dquivalent dazu, dass ¥ die Integralkurven von /' auf
die Integralkurven von F' abbildet. Wenn wir das nach ¢ differenzieren folgt
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Diese Formel beschreibt wie sich Vektorfelder unter differenzierbaren Homoéomorphis-
men transformieren. Unter den Koordinatenvektorfeldern einer offenen Teilmenge €2 C
R™ verstehen wir die konstanten Vektorfelder auf die Einheitsvektoren des R™.

Lemma 2.126. Sei ) C R" eine offene Teilmenge und X1, ...,X,, kommutierende
stetig differenzierbare Vektorfelder auf 2. Alle Punkte x € ), in denen Xy,..., X,
linear unabhdingig sind, besitzen eine Umgebung U C ) mit einem zweimal stetig diffe-
renzierbaren Homdoomorphismus ® von einer offenen Teilmenge O C R™ auf U, das die
ersten m Koordinatenvektorfelder von O in die Vektorfelder X4, ..., X,, transformiert.

Beweis: Sei xy € Q2 ein Punkt, an dem die Vektorfelder X1, ..., X,, linear unabhéngig
sind. Dann gibt es in (¢, 2+ x¢) € R"” x Q eine Umgebung von (0, 0), auf der die Fliisse

(t,l’) — (I)Xl(tl,q)x2(t2, Ce ,(I)Xm(tm,l' —|—$0) .. )

definiert sind. Wir wéhlen einen lineare Unterraum V' der Dimension n — m vom R",
dessen Schnittmenge mit der linearen Hiille von X (xo),. .., X;n(xo) gleich {0} ist. Die
Einschrankung der obigen Abbildung auf die Schnittmenge der Umgebung von (0, 0)
mit (t,v) € R" x V definiert eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung nach €,
deren Ableitung im Punkt (¢,v) = (0,0) invertierbar ist. Wegen dem Satz der inversen
Funktion gibt es dann einen zweimal stetig differenzierbaren Homéomorphismus ¢ von
einer Umgebung O von (0,0) € R" x V auf eine Umgebung U von z, mit zweimal stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung. Weil die lokalen Fliisse ®x, (t1,),..., ®x,, (tm, )
kommutieren, werden die Integralkurven der Vektorfelder X, ..., X,, durch ®~! auf die
Integralkurven der ersten m Koordinatenvektorfelder von R™ x V' abgebildet. Weil die
Vektorfelder X1,..., X, durch ®~! auf stetig differenzierbare Vektorfelder abgebildet
werden, die eindeutig durch ihre Integralkurven bestimmt sind, transformiert & die
ersten m Koordinatenvektorfelder von O C R™ x V ~ R" in diese Vektorfelder.q.e.d.

Lemma 2.127. Seien fi,..., f,n zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf einer
offenen Teilmenge Q0 C R?*", die alle paarweise miteinander in Involution sind. Dann
besitzen alle Punkte x € Q, an denen V fi(x),...,Vfn(z) lineare unabhingig sind,
eine Umgebung U und einen zweimal stetig differenzierbaren Homdomorphismus ¥ auf
eine offene Teilmenge O C R*", so dass X(f1),..., X (fm) durch U auf die ersten m
Koordinatenvektorfelder abgebildet werden, und filv = Yon—mat,-- -, fmlv = Yan gilt.

Beweis: Die Abbildung f = (fi,...,fm) : € — R™ hat in einem Punkt zy € Q,
in dem V fi(zg),...,V fn(xo) linear unabhéingig sind, eine Ableitung vom Rang m.
Offenbar ist die Aussage dquivalent zu der analogen Aussage fiir die Funktion f— f(zo).
Deshalb konnen wir f(zo) = 0 annchmen. Sei K der Kern von f'(xg) als linearer
Unterraum von R?*". Sei jetzt W ein m dimensionaler Unterraum von R?", den f’(x)
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isomorph nach R™ abbildet. Dann gibt es eine offene Teilmenge 2 von K x W, die durch
(k,w) + w9 + k + w diffeomorph auf 2 abgebildet wird. Im Folgenden identifizieren

wir 2 mit €. Die zweimal stetig differenzierbare Abbildung
T:Q— KxR™ (k,w)— (k, f(zo+k+ w)

hat im Punkt (0,0) € Q cine invertierbare Ableitung. Wegen dem Satz der inversen
Funktion bildet ¥ eine Umgebung U C Q bijektiv mit zweimal stetig differenzierbarer
Umkehrabbildung ¥~ auf eine offene Umgebung O von (0,0) ab.

Weil die Funktionen fi,..., f,, paarweise miteinander in Involution sind, kommu-
tieren die Hamiltonschen Vektorfelder X (f1),..., X(fn), und ihre Integralkurven ver-
bleiben in den entsprechenden Niveaumengen von f. Wenn wir wie oben beschrieben €2
mit  identifizieren, dann werden durch ¥ diese Vektorfelder in stetig differenzierbare
kommutierende Vektorfelder X7, ..., X,, auf O transformiert. Die Werte dieser Vek-
torfelder bei (0,0) liegen also in K und spannen einen m dimensionalen Unterraum X
von K auf. Sei V ein 2n — 2m-dimensionaler Unterraum von K, dessen Schnittmenge
mit X gleich {0} ist. Dann kénnen wir O mit einer offenen Teilmenge von X x V x R™
identifizieren. Wir wenden das vorangehende Lemma auf die stetig differenzierbaren
Vektorfelder X1, ..., X,, von O an, und wihlen in dem Beweis dort die Menge V' als
V x R™. Dann erhalten wir eine Homdomorphismus @ von einer offenen Umgebung O
von (0,0) € X xV xR™ auf eine offene Umgebung von (0,0) € O. Sei jetzt U das Urbild
dieser offenen Umgebung von (0, 0) in O unter ¥, aufgefasst als Teilmenge von €, und
¥ = ®! o ¥. Dann ist ¥ eine bijektive zweimal stetig differenzierbare Abbildung von
U auf O, mit zweimal stetig differenzierbarer Umkehrabbildung. Die Hamiltonschen
Vektorfelder X (f1),...,X(fn) werden durch ¥ in die ersten m Koordinatenvektor-
felder transformiert. Weil die Funktionen fi,..., f,, ldngs der Integralkurven dieser
Vektorfelder konstant sind, li8t ®~! die letzten m Koordinaten invariant und es gilt
flo=Yons1, -, fmly = Wap. q.e.d.
Beweis von Satz 2.125: Wenn in der Situation des vorangehenden Lemmas m kleiner
als n ist, dann sind die Funktionen ¥, ..., ¥y, _,, konstant auf den Integralkurven
der Hamiltonschen Vektorfelder X (f;)..., X (fm). Deshalb sind diese Funktionen mit
allen Funktionen fi,..., f,, in Involution. Deshalb gibt es dann lokal ein zusatzliches
Integral der Bewegung. Auerdem sind die Ableitungen von ¥, ..., ¥y, ,, linear
unabhéngig von den Ableitungen von fi,..., f,,. Wir wenden also das vorangehende
Lemma mehrfach an und erhalten auf einer immer kleineren Umgebung eines Punktes
xo € Q mit VH(xg) # 0 eine immer grofere Anzahl an Integralen der Bewegung.q.e.d.

Im Fall von n glatten Funktionen f1,..., f, auf einer offenen Menge Q0 C R?", die
alle paarweise miteinander in Involution sind, besitzt wegen dem vorangehenden Lem-
ma jeder Punkt xq € €2, an dem die Gradienten V fi,..., V f, linear unabhéngig sind,
einen Diffeomorphismus einer offenen Umgebung U von x, auf eine offene Teilmenge
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O C R*", die die Hamiltonschen Vektorfelder in die ersten n Koordinatenvektorfelder
transformiert und deren letzte n Koordinaten mit den Funktionen iibereinstimmen.
Diese Abbildungen miissen nicht kanonisch sein.

Ubungsaufgabe 2.128. Sei f : R” — R™ eine zweimal stetig differenzierbare Abbil-
dung und ¥ : R*® — R* die Abbildung mit (q¢,p) — ¥(q,p) = (¢ + f(p),p).

(i) Zeige, dass ¥ die Hamiltonschen Vektorfelder der letzten n Komponenten p von
(q,p) € R?™ auf die ersten n Koordinatenvektorfelder von R®*" abbildet.

(ii) Charakterisiere die Funktionen f, fir die U kanonisch ist.

Ubungsaufgabe 2.129. Auf R*" seien folgende Funktionen fi, ..., f. gegeben

fii R =R, (q,p) = fila.p) = a +p}.
(i) Zeige, dass alle diese Funktionen paarweise miteinander in Involution sind.

ii) Bestimme die Menge aller Punkte an denen die Gradienten dieser Funktionen line-
g
ar unabhdngig sind. Zeige, dass diese Menge eine Vereinigung von Niveaumengen
1st, und charakterisiere die entsprechenden Funktionswerte.

(iii) Gebe eine mdglichst grofie Teilmenge von Q an, auf der die Hamiltonfunktion
H = fi+ ...+ f, vollstindig integrabel ist.

(iv) Zeige, dass alle Niveaumengen Tori sind.

(V) Zeige dass die Hamiltonschen Vektorfelder X (f1),..., X (f.) vollstindig sind.

2.12 Winkelwirkungsvariable

In diesem Abschnitt wollen wir fiir ein vollsténdig integrables System eine kanonische
Abbildung konstruieren, die die Hamiltonschen Vektorfelder in die ersten n Koordi-
natenvektorfelder iiberfithrt und deren letzte n Eintrige die Algebra der Integrale der
Bewegung erzeugt. Dabei nehmen wir an, dass die Niveaumengen kompakt sind.

Lemma 2.130. Seien f = (fi,..., fn) zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf
einer offenen Teilmenge Q C R?", deren Gradienten auf einer kompakten Zusammen-
hangskomponente Ny einer Niveaumenge [~ [{f(xo)}] linear unabhingig sind. Dann
gibt es einen zweimal stetig differenzierbaren Homdomorphismus W mit zweimal ste-
tig differenzierbarer Umkehrabbildung U= von einer offene Teilmenge U C Q, die die
kompakte Zusammenhangskomponente Ny enthdlt, nach R™/Z™ x O. Hier ist O eine
offene Teilmenge von R™. Die letzten n Komponenten von v stimmen mit der Ein-
schrinkungen f|y tberein.
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Beweis: Wir schrianken f auf eine offene Umgebung von Ny ein, deren Schnittmenge
mit der Niveaumenge f~'[{f(z0)}] gleich Ny ist. Jeder Punkt z € N, besitzt eine
Umgebung, wie wir sie im Lemma 2.127 konstruiert haben. Weil die Niveaumenge
kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Dann gibt es eine offene Umgebung
O von f(z0) € R™, so dass fiir alle y € O die Niveaumengen f~![{y}] in dieser endlichen
Teiliiberdeckung enthalten sind. Alle diese Niveaumengen sind dann kompakt, und die
Hamiltonschen Vektorfelder sind auf ihnen vollstéindig. Wegen dem Satz von Liouville,
sind alle diese Niveaumengen isomorph zu R™/T'(y). Die diskreten Untergruppen I'(y)
haben dann fiir alle y € O den Rang n. Offenbar hingen die Erzeugenden von I'(y)
zweimal stetig differenzierbar von y € O ab. Deshalb gibt es einen Isomorphismus von
den Niveaumengen auf R"/Z", der zweimal stetig differenzierbar von y € O abhéingt.
Dann folgt die Aussage aus dem Lemma 2.127 q.e.d.

Man kann die letzten n Komponenten dieser Abbildung ¥ so verdndern, dass es
eine kanonische Transformation wird. Um das zu zeigen benutzt man den Formalismus
des Erzeugenden Funktionals einer kanonischen Abbildung.

Lemma 2.131. Sei (q,p) — (Q, P) eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung mit
stetig differenzierbarer Umkehrabbildung von einer offenen einfach zusammenhdngen-
den Teilmenge Q C R?" auf eine offene einfach zusammenhingende Teilmenge Q' C

R2". Das Vektorfeld
i—1

ist genau dann ein Gradientenvektorfeld ist, wenn (q,p) — (Q, P) kanonisch ist.

Beweis: Wegen Lemma 2.5 ist ein Vektorfeld F' genau dann ein Gradientenvektorfeld,
wenn die Ableitung F’ eine symmetrische Matrix ist. Fiir das Vektorfeld F' = (p, 0) gilt
offenbar F' — (F')' = J.

Fiir das Vektorfeld F' = >~ | Q; VP, fallen in F' — (F')" die zweiten Ableitungen
von P wegen dem Schwarzen Lemma weg. Dann gilt F’' — (F') = —(®')*J®' (Ubungs-
aufgabe), wobei ¢’ die Jacobimatrix von (q,p) — (Q, P) ist.

Dann folgt, dass das Vektorfeld F' = (p,0) + >, Q;VP; genau dann ein Gradi-
entenvektorfeld ist, wenn die Jacobimatrix ® der Abbildung (¢, p) — (Q, P) auf 2 in
Sp(n) liegt. Dann folgt die Aussage aus dem Satz 2.113. q.e.d.

Wir schreiben fiir das Gradientenvektorfeld F' = (p,0) + > ", Q; VP; der Funktion
S auch dS = p-dq+Q-dP, und nennen solche Gradientenvektorfelder auch Einsformen.
Deshalb definiert p - dg + @ - dP auf einer einfach zusammenhéngenden Teilmenge eine
Funktion S. Wir nehmen jetzt an, dass diese Funktion nur von den Variablen ¢ und P
abhéngt. Dann folgt aus dS(q, P) =p-dq+ Q - dP

a8 a5
p_f)_q und Q—a—P
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Wir konstruieren in der Situation von Lemma 2.130 eine kanonische Transformation
(q¢,p) — (Q, P), deren erste n Komponenten ) mit den ersten n Komponenten von ¥
iibereinstimmen, und deren letzte n Komponenten nur von f abhingen. Wir nehmen
dafiir an, dass in einem Punkt xzy € Ny die Ableitung von f nach p invertierbar ist.
Das konnen wir durch eine geeignete Wahl von Koordinaten immer erreichen. Das
entsprechende erzeugende Funktional S(g, P) soll nur von ¢ und P abhingen. Weil
P dann die Integrale der Bewegung darstellt, sind fiir festes P auch die Funktionen
(fi,.-., fn) und damit auch die Niveaumengen fixiert. Die Funktion S stimmt auf den
Niveaumengen mit dem Wegintegral | pdq iiberein. Wir wollen die Funktion S zunéchst
auf den Niveaumengen konstruieren.

Ubungsaufgabe 2.132. Zeige in der Situation von Lemma 2.130, dass es fiir alle
y € O eine zweimal stetig differenzierbare Funktion S auf R™ gibt, so dass

9S(t)
ot

Dabei ist ® die Wirkung von R™ auf der Niveaumenge [~ [{f(y}], die wir im Satz von
Liouwille konstruiert haben.

= X(fi)(®(t,y)) - (p,0)(P(t,y)) fir allet € R" und S(0) =0 gilt.

Satz 2.133. In der Situation von Lemma 2.130 wéihlen wir Erzeugende v1(y), - .., Yn(y)
der diskreten Untergruppe von der Niveaumenge durch y. Wir definieren die Funktionen

Pi(y) =Sny) ..., Puly) =5S(v)).

Wenn die Ableitung der Abbildung P in f(xo) invertierbar ist, und die Ableitung g—;;
im Punkt xo invertierbar ist, dann ist die Abbildung (Ign/zn x P) oV eine kanonische
Abbildung von einer offenen Umgebung von Ny auf das kartesische Produkt von R™/Z™
mit einer offenen Umgebung von f(xq € O.

Beweis: Weil g—£ im Punkt z, invertierbar ist, ist eine Umgebung von z, eindeutig
durch p(q, f) und ¢ parametriesierbar. Weil die Ableitung von P im Punkt f(xg) inver-
tierbar ist, ist eine Umgebung von xy auch durch p(q, P) und ¢ parametrisierbar. Dort
definieren wir die Funktion S durch S(gq, P) = fq(i p(q, P)dgq. Fiir festes P stimmt dieses

S mit dem aus der obigen Ubungsaufgabe iiberein, und ist mehrdeutig. Die Differenz
zwischen den Zweigen sind ganzzahlige Linearkombinationen von den Eintragen von P.
Deshalb sind die Ableitungen der Differenzen nach P lokal konstant. Die verschiede-
nen Zweige von () unterscheiden sich dann nur um ganze Zahlen. Inshesondere sind die
Differenzen von den Werten von ) an den Erzeugenden v;(y),...,v,(y) und 0 gleich
den kanonischen Einheitsvektoren von R". q.e.d.

Die Komponenten der Variablen () werden Winkelvariable genannt und die Kom-
ponenten der Variable P Wirkungsvariable.



Kapitel 3

Stabilitit von dynamischen
Systemen

Es ist das Hauptziel dieses Kapitels, ein mdoglichst gutes Verstédndnis des qualitati-
ven Verhaltens des von einer gewohnlichen Differentialgleichung erzeugten Flusses in
der Néahe eines kritischen Punktes zu gewinnen. Diese Fragestellung steht in engem
Zusammenhang mit dem Langzeitverhalten, der sog. Stabilitéitstheorie.

Zuerst beweisen wir das “Prinzip der linearisierten Stabilitéit”, welches es erlaubt,
aus dem Spektrum des in einem kritischen Punkt linearisierten Vektorfeldes Aufschluf3
iiber die Ljapunovstabilitdt dieses kritischen Punktes zu bekommen. Im letzten Para-
graphen dieses Kapitels betrachten wir, in Analogie zur Klassifizierung linearer Fliisse,
hyperbolische kritische Punkte eines differenzierbaren Vektorfeldes. Wir beweisen den
Linearisierungssatz von Grobmann und Hartmann sowie den Satz iiber die lokalen
stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten.

3.1 Die Klassifikation linearer Fliisse

In diesem Abschnitt untersuchen wir zunéchst die Stabilitdt von dynamischen Syste-
men, die dem Fluss lineare Vektorfelder auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
E entsprechen. Solche dynamischen Systeme haben immer die Null als Fixpunkt. Wir
werden spéter sehen, dass in einer Umgebung von Fixpunkten, das Verhalten von all-
gemeineren dynamischen Systemen durch solche Systeme beschrieben werden kann.
Deshalb ist es sinnvoll sich zunéchst auf solche Systeme einzuschréanken. Die entspre-
chenden dynamischen Systeme sind dann durch einen linearen Fluss gegeben:

O(t,z) = ez, Ac L(E)

101
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Wir betrachten zuerst zweidimensionale reelle Systeme
o= Ar fir r€R? und A€ L(R?).

Aus dem ersten Kapitel wissen wir, daf§ die Losungen durch das Spektrum o(A) und
die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte charakterisiert sind und dafl wir sinn-
vollerweise A diagonalisieren bzw. auf Jordansche Normalform bringen:

=By mity=Px und B=P 'AP

und einem geeigneten invertierbaren P € £(R?) betrachten. Dazu miissen wir verschie-
dene Falle unterscheiden:

1. Fall: A hat reelle nichtverschwindende Eigenwerte verschiedenen Vorzeichens. In
diesem Fall ist A halbeinfach und es existiert ein invertierbares P € £(R?) mit

B:P‘IAP:<())\ 2) A<0<p.

Also wird der von B erzeugte Flufl e’y (in y-Koordinaten!) durch
t— (eMy', ey?)

gegeben. In diesem Fall sagt man, der Nullpunkt sei ein Sattel.

2.Fall: Alle Eigenwerte haben negative Realteile. Dann benutzen wir das Folgende
Stabilitatskriterium. In diesem Fall sagt man, der Nullpunkt sei eine Senke oder er sei
asymptotisch stabil.

Satz 3.1 (Stabilitatskriterium). Fir A € L(E) auf einem endlichdimensionalen Ba-
nachraum E konvergiert exp(tA) in L(E) im Grenzwert t — oo genau dann gegen
Null, wenn alle Eigenwerte (komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms)
von A negativen Realteil haben.

Beweis: Wir bringen A auf Jordansche Normalform. Weil alle Normen eines endlich-
dimensionalen Vektorraumes dquivalent sind, geniigt es die Aussage fiir die Jordansche
Normalform von A zu beweisen. Wegen Ubungsaufgabel.60 sind dann alle Losungen
von & = Az Linearkombinationen von x(t) = t" exp(t\)x, wobei A ein Eigenwert von
A ist. Weil |exp(tA)| = exp(tR(N)) gilt, konvergieren diese Losungen fiir ¢ — oo genau
dann gegen Null, wenn die Realteile von allen Eigenwerten negativ sind. q.e.d.
Wir betrachten nun verschiedene Unterfélle:
(a) Die Eigenwerte sind reell: A < ;i < 0. Wenn A diagonalisierbar ist, dann folgt

()
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Dann erhiilt man y(t) = (eMy!, e*'y?). Ist A nicht diagonalisierbar, dann muf} notwen-
digerweise A = p sein. So hat A die Jordansche Normalform

Al )
B(O )\) mit A < 0.

Die Matrix P ist dabei reell P € L(R?), da A reell ist. Dann hat die transformierte
Gleichung y = By die Losungen y(t) = y1(t), y2(t)) mit

yi(t) = ae™ + Bte™ ya(t) = e

mit «, § € R. Man kann beispielweise (bei geeigneten Konstanten o und ) y; = £ als
Funktion von y, = n ausdriicken. Dann erhalten wir

£ = (a/B)n+ (1/X)nlog(n/B) mit X <O.

In allen diesen Fillen sagt man, 0 sei ein (stabiler) Knoten, wobei man im letzten Fall
oft von einem uneigentlichen Knoten und im Fall von B = diag(\, A) von einem Focus
spricht.

(b) Die Eigenwerte sind komplex: also konjugiert komplex, wie wir bereits wissen.
Ist Ac € £(C?) die Komplexifizierung von A € L(R?), so folgt aus Acz = Az durch
Konjugation AcZ = Az, d.h. Acz = Az < AcZ — \Z. Ist also z ein Eigenvektor von Ac
zum Eigenwert \ so besitzt C? die Basis

{2,2} = {z +iy,x — iy} mit z,yecR%.
Wegen \ ¢ R ist dann {x,y} eine Basis von R2 Ferner gilt mit A\ = a + iw:

Ax 4+ iAy = Ac(x +1iy) = (o + iw)(z + iy) = ar —wz + i(ay + wr),

Axr = ax — wy Ay = wr + ay.

Wir sehen: hat A € £(R?) einen nichtreellen Eigenwert A = o + iw, mit w # 0, so ist
auch A = a — iw ein Eigenwert und es existiert ein invertierbares P € £(R?) mit

(%

B:P‘lAP:(Sj _“), w> 0.

Um e'® zu berechnen, identifizieren wir R? mit C durch (£,7) < £ + in. Wegen

(cau _aw) @ = (32 ; Z@ o (a4 iw)(€ + i),
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entspricht bei dieser Identifikation B der Multiplikation mit A = a + iw. Wenn wir
L(C) mit C wie iiblich durch M € L(C) « m = M1 € C identifizieren, erhalten wir
einen R-Algebraisomorphismus £(R?) < £(C) = C. Folglich entspricht B" fiir alle
n € N der Matrix zu A" und somit €' der Matrix zu e = e®(cos(wt) +1 sin(wt)), also

‘B az [coswt —sinwt
e’ =e . :
sinwt  coswt

Geometrisch bewirkt also e'? eine Streckung mit dem Faktor e* und eine Drehung im

mathematisch positiven Sinn um den Winkel w. In diesem Fall sagt man, der Ursprung
sei ein stabiler Strudel oder eine stabile Spirale.

3.Fall: Alle Eigenwerte haben positive Realteile. Durch die Zeitumkehr kénnen
wir diesen Fall in den zweiten transformieren. Es folgt fiir jede nichttriviale Losung

lim |u(t)| = oo und tlim u(t) =0

t—o00 ——00

A tH(—A)

Man sagt, der Ursprung sei eine Quelle. Wegen e = e~ erhédlt man die Phasen-
portréits von Fall 2 durch Umkehren der Pfeile. Man spricht dann von instabilen Foci,
Knoten und Strudeln.

4.Fall: Die Eigenwerte sind rein imaginér. In diesem Fall kann A auf die Form

B:P‘lAP:<2 _O“), w >0,

transformiert werden. Folglich gilt
‘B coswt —sinwt
e’ =1 ,
sinwt  coswt
und alle Losungen sind periodisch mit der Periode 27/w. In den y-Koordinaten sind
die Orbits Kreise mit 0 als Mittelpunkt, in den z-Koordinaten Ellipsen. In diesem Fall
sagt man, 0 sei ein Zentrum oder ein Wirbel.

Die Information iiber die Eigenwerte von A € £(R?) ist in dem charakteristischen

Polynom
det(A — \) = A? — Spur(A)A + det(A)

enthalten. Mit der Diskriminante D = Spur?(A) — 4det(A) werden die Eigenwerte
durch %(Spur(A) 4+ v/D) gegeben. Folglich sind die Eigenwerte reell, wenn D > 0 gilt,
und sie sind komplex mit negativem Realteil fiir Spur(A) < 0 und D < 0, usw.. Also
kann man die geometrische Information iiber die Phasenportrits von # = Ax, die vom
charakteristischen Polynom abgeleitet werden kann, zusammenfassen:
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Sattel: det(A) < 0.
Senken: det(A) > 0 und Spur(A4) < 0.

Knoten: Spur?(A) > 4det(A).

Wirbel: Spur?(A) < 4det(A).
Zentren: det(A) > 0 und Spur(A4) = 0.
Quellen: det(A) > 0 und Spur(A4) > 0.
Knoten: Spur?(A) > 4det(A).
Wirbel: Spur?(A) < 4det(A).

3.2 Hyperbolische lineare Fliisse

Im Folgenden wollen wir die sogenannten hyperbolischen linearen Fliisse einfiihren.
Sie sind im Wesentlichen dadurch charakterisiert, dass sie keine Grenzfélle enthalten
die durch sehr kleine Storungen ihr Verhalten dramatisch verdndern kénnen. Wir be-
trachten dafiir den allgemeinen Fall eines beliebigen K- Vektorraums £ der Dimension
m < oco. Fiir A € L(E) nennen wir dann kurz e den von A erzeugten linearen Fluf
auf F (statt der préziseren Bezeichnung

d:RxE—E, (tz)— s,

die wir frither verwendeten). Der Nullpunkt von E, der ein kritischer Punkt von ‘4 ist
(der einzige, wenn A injektiv ist), heifit eine Senke (bzw. Quelle), wenn

lim ez = 0 bzw. lim ez =0 fir alle z € E '\ {0}.

t—o00 t——o00

Wegen dem Stabilitatskriterium ist 0 genau dann eine Senke (bzw. Quelle), wenn gilt
R(A) <0  bzw. R(\) >0 firalle e o(A).

Ist 0 eine Senke (bzw. Quelle), so sagt man auch, der lineare FluB e sei eine Kon-
traktion (bzw. Expansion). Wir wollen nun zeigen, dafl bei einer Kontraktion (bzw.
Expansion) jede Flullinie ¢,(t) = ez mit & # 0 fiir t+ — oo exponentiell gegen 0
(bzw. “gegen oc0”) konvergiert. Dazu bendtigen wir das folgende wichtige Lemma.

Ist M C C nicht leer und ist 5 € R, so schreiben wir im folgenden

R(M) < 5,
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wenn R(m) < g fir alle m € M gilt. Analog sind verwandte Ungleichungen zu interpre-
tieren. Ferner verstehen wir unter einer Hilbertnorm || - || eine aus einem Skalarprodukt
abgeleitete Norm, d.h. fiir ein geeignetes Skalarprodukt (-,-) auf F gilt ||z||* = (z, z).

Lemma 3.2. Fir A € L(F) und o € R gelte R(c(A)) < «. Dann ezistiert eine
Hilbertnorm || - || auf E mit e < e fiir alle t € Ry,

Beweis: Es sei K = C. Dann wissen wir, da3 A bzgl. einer geeigneten Basis die Form
A=D+ N mit D:dlag()\l,,/\1,/\2,,)\2,,)\k,,/\k):dlag(,ul,,,um)

und N = 0 sowie DN = ND. Auerdem koénnen wir die Basis {e1,...,¢e,} von E
so wihlen, daB gilt: Ne; = e;_; oder 0. Ersetzen wir e; durch a; = é7¢; mit 6§ > 0,
so bleibt D unveréndert, und fiir N gilt: Na; = da;_; oder 0. Also hat die Matrix
von N beziiglich der Basis {ay, ..., a,} hochstens in der oberen Nebendiagonalen von
Null verschiedene Elemente, und zwar die Zahlen . Wenn wir nun die zu dieser Basis
gehorige euklidische Norm verwenden, erhalten wir zu jedem € > 0 eine Hilbertnorm
| - || auf E mit | N|| <e. Fiir D = diag(uy, . .., ftm) und ‘P gilt offensichtlich

1D = max ;| [Pl = max [e"] = max ™) < o0,
1<i<m 1<j<m 1<j<m

wenn wir € > 0 so wihlen, dafl (\) < a — € fiir alle A € g(A) ist. Also gilt fiir ¢ > 0

HetAH _ ||€tD+tN|| _ ||6tD6tN|| < ||€tD|| . ||€tN|| < 6t(a—e)etHNH < Gt(a_€)6t€ N

Da der Realteil eines komplexen Skalarproduktes ein reelles Skalarprodukt ist, induziert
eine Hilbertnorm || - || g, die auf der Komplexifizierung E¢ eines reellen Vektorraumes
E definiert ist, auf dem reellen Untervektorraum E eine Hilbertnorm || - ||g. Da fir
A € L(F) und = € E offensichtlich ||Az||g = ||Acz||g. gilt, folgt ||Allz = ||A] &
Also erhalten wir die Behauptung im reellen Fall (K = R) durch Anwenden der obigen
Resultate auf die Komplexifizierung. q.e.d.

Korollar 3.3. (i) Gilt R(c(A)) < a, so existiert eine Konstante 3 > 0 mit

™| < Be  fiir alle t > 0.

(ii) Gilt R(o(A)) > «, so existiert eine Konstante -y > 0 mit

e x| > ve®||z|| fir x € E undt> 0.
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Beweis: (i) folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf dem endlichdimensionalen Raum
L(FE) und dem vorangehenden Lemma. In (ii) folgt aus dem vorangehenden Lemma

wegen o(—A) = —o(A) fiir eine geeignete Hilbertnorm || - ||
e~ = ||tV < e @t fir t > 0.
||| = le”*e x| < [le ™| ||ex| < e |e'z| fir 2z € Eundt > 0.
Daraus folgt (ii) wieder wegen der Aquivalenz der Normen. q.e.d.

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir das folgende Theorem {iber das exponen-
tielle Abklingen bzw. Anwachsen der Flufilinien im Falle einer Senke bzw. Quelle.

Satz 3.4. Es Sei A € L(E). Dann sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt einer Senke.

(ii) Es existieren a > 0 und 8 > 0 mit ||e"z| < Be=||z| fiir alle t > 0 und x € E.
(iii) Es existieren eine Hilbertnorm || - | auf E und o > 0 mit |et] < e=* fiirt > 0.
Ebenso sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Quelle.

(ii’) Es existieren a > 0 und 3 > 0 mit ||ez| > Be?t||z|| fiir allet > 0 und x € E.
(iii’) Es existieren eine Hilbertnorm || - || und o > 0 mit ||etAx|| > e~t||x|| fiir t > 0.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem vorangehenden Korollar. q.e.d.
Im folgenden bezeichnen wir mit m(\) die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes
Avon A € L(E). AuBierdem zerlegen wir das Spektrum o(A) disjunkt,

a(A) = 05(A) Uan(A) Uou(A),

in das “stabile Spektrum”: os(A) ={\ € a(A)|R(N) < 0},
das “neutrale Spektrum”: on(A) ={X € o(4)|R(\) = 0},
und das “instabile Spektrum”: ou(A) ={A € a(A)|R(N) > 0}.

Definition 3.5. Der von A erzeugte Fluf} et heifst hyperbolisch, wenn o, (A) = 0, also
0(A) =o0s(A) Uay,(A).

Das folgende Theorem liefert die mehrdimensionale Verallgemeinerung des zweidi-
mensionalen Sattels.
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Satz 3.6. Sei et ein hyperbolischer linearer Fluff. Dann gibt es eine Zerleqgung
F=FE,®oF, mit A=A, DA, und et = et @ et

derart, daf e eine Kontraktion und e eine Expansion sind. Sie ist eindeutig mit

dim(E,) = ) m()) dim(E,) = Y m(\).

Aeos(A) A€oy (A)

Beweis: Wir betrachten zuerst den komplexen Fall: K = C. Wir setzen

E,= P B. E= P B2 mit Ex={zcE|A-N)"Yz=0}.
AGJS(A) )\EO'M(A)

Dann ist £ = E, @& F,, und diese Zerlegung zerlegt A = A, & A,. Offenbar gilt
0(As) = 0s(A) und o(A,) = o.(A).

Nun folgt aus dem Stabilititskriterium, dafl e4s eine Kontraktion bzw. e eine Ex-

pansion ist. Offenbar gelten die Formeln fiir die Dimensionen. Es bleibt noch, die Ein-
deutigkeit zu zeigen. Aus dem Satz iiber die Jordansche Normalform wissen wir, dass
ein Unterraum von E genau dann invariant unter A ist, wenn er eine direkte Summe
von invarianten Unterrdumen folgender Zerlegung ist:

E = E.
(4)

Die Eigenwerte der Einschrinkung von A auf einen invarianten Unterraum von E be-
stehen aus den Eigenwerten A € g(A), fiir die der entsprechende invariante Unterraum
von FE) nicht trivial ist. Insbesondere besitzt jeder invariante Unterraum von E eine
Zerlegung in eine direkte Summe von invarianten Unterrdumen von Fg und von F,.
Wegen dem Stabilitédtskriterium ist jeder invariante Unterraum von FE, auf dem die
Einschrankung von A eine Kontraktion ist, ein invarianter Unterraum von F,, und
jeder invariante Unterraum von FE, auf dem die Einschrinkung von A eine Expansion
ist, ein Unterraum von F,. Daraus folgt die Eindeutigkeit der Zerlegung.

Es sei nun K = R. Dann kénnen wir das bereits Bewiesene auf die Komplexifizierung
Ec = F +iE und Ac € L(E¢) anwenden. Also gilt

Ec = (Ec)s ® (Ec)y und Ac = (Ac)s ® (Ac)u,

Ac)

derart, daf e!4o)s eine Kontraktion und et4e) eine Expansion sind. Wir setzen

E, = (E¢),NEund E, = (Ec),NE.
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Ein komplexer Unterraum von E¢ ist die Komplexifizierung von der Schnittmenge EcN
E, wenn er invariant unter der komplexen Konjugation ist. Die komplexe Konjugation
bildet Ey auf {x € E | (A — X\)™Mx = 0} ab. Deshalb ist eine direkte Summe von
solchen Unterrdumen genau dann invariant unter der komplexen Konjugation, wenn
die entsprechende Teilmenge von o(A) invariant unter der komplexen Konjugation ist.
Also sind (E¢)s und (Eg), invariant unter der komplexen Konjugation und damit die
Komplexifizierungen von FE, und F,. Die Behauptung folgt aus der entsprechenden
Behauptung im komplexen Fall. q.e.d.

Die invarianten Untervektorrdume F, bzw. E, des hyperbolischen linearen Flusses
et4 heifilen stabile bzw. instabile Untervektorrdume des Flusses. Ein hyperbolischer
linearer FluB kann eine Kontraktion (£, = {0}) oder eine Expansion (E; = {0}) sein.

Es erhebt sich die Frage, was an den Phasenportréits dieses Abschnitts charakteri-
stisch ist. Ist es moglich, durch Einfiithren geeigneter nichtlinearer Koordinaten einen
Sattel in einen Knoten oder einen stabilen Knoten in eine instabile Spirale zu verwan-
deln? Wir werden zeigen, dafl dies nicht der Fall ist, dafl es aber wohl méglich ist, einen
stabilen Knoten in einen stabilen Strudel zu transformieren. Dazu miissen wir zuerst
den Begriff 4quivalenter Fliisse prézisieren.

Definition 3.7. Seinen ® und ® zwei lokale Flisse auf den topologischen Riumen
und Q, mit den Definitionsbereichen W C Rx Q und W € Rx Q. Die Lokalen Fliisse ®
und ® heifen flufiquivalent, wenn es einen orientierungserhaltenden Automorphismus
o : R — R und einen Homéomorphismus U von Q auf Q gibt, so dass o x U ein
Hoéomorphismus von W auf W ist, und o ® = ® o (o x U) auf W gilt.

Jedes Paar (o, ¥) mit diesen Eigenschaften heifit eine (topologische) FluBéquiva-
lenz. Folglich ist (o, ¥) genau dann eine topologische FluBéquivalenz, wenn das folgende

Diagramm kommutiert:

RxQcW —2. Q

lax@ l@
RxQcW —— Q.
Hierbei ist @ x ¥ durch a x U : W — R x Q, mit (a x ¥)(t,z) = (a(t), U(x)) definiert.
Sind © und Q offene Teilmengen vom R™, und U stetig differenzierbar mit stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung, so heifen ® und ® stetig differenzierbar dquivalent
und (@, ¥) ist eine C'-FluBiiquivalenz. Sind Q und Q Banachréiume und ¥ linear, so
heien ® und ® linear fdquivalent und (o, ¥) ist eine lineare FluBiiquivalenz.

Bemerkung 3.8. Fin orientierungserhaltender Automorphismus von R ist von der
Form
alt)=a-t firalle teR
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mit einer eindeutig bestimmten positiven Zahl o. Und jedes o > 0 definiert dadurch
einen orientierungserhaltenden Automorphismus definiert. Wir im folgenden den Au-
tomorphismus « stets mit der durch ihn bestimmten positiven Zahl identifizieren.
Offenbar sind (topologische) Flufiquivalenz bzw. C-Flufiquivalenz bzw. lineare
FluBdquivalenz Aquivalenzrelationen.
Auperdem bildet eine Flussiquivalenz U die Orbits von ® auf die Orbits von ® ab,
und zwar unter Erhaltung der Orientierung.

Es ist nun leicht, lineare Fliisse linear zu klassifizieren, d.h. die Aquivalenzklassen
der linearen Flulaquivalenz zu bestimmen.

Satz 3.9. Seien A und B lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen.
Dann sind e und ' genau dann linear flufdquivalent, wenn fiir ein o > 0 die beiden
linearen Abbildungen A und aB die gleiche Jordansche Normalform haben.

Beweis: Ist (o, ¥) eine lineare FluBiiquivalenz zwischen e und e'Z, so gilt

Voeld =B ol = Woed=e"BoVT firallet € R.

Da der Generator des Flusses eindeutig bestimmt ist, ist das zu A = V"1 oaB o ¥
aquivalent. Also haben A und aB die gleiche Jordansche Normalform.
Umgekehrt folgt daraus, dass A und aB fiir ein @ > 0 die gleiche Jordansche
Normalform haben, dass es ein invertierbares ¥ gibt mit A = ¢~'aBU. q.e.d.
Der néchste Satz zeigt, daf die differenzierbare Klassifizierung nichts Neues ergibt.

Satz 3.10. Fir lineare Abbildungen A und B auf endlichdimensionalen Vektorrdaumen
sind et und e'® genau dann C'-fluPiquivalent, wenn sie linear flufdquivalent sind.

Beweis: Es sei (o, ¥) eine C1-FluBiquivalenz zwischen e und ‘8. Damm fiihrt der
stetig differenzierbare Homoomorphismus ¥ € C! dem kritischen Punkt 2 = 0 des
Flusses e in einen kritischen Punkt 3 des Flusses e'? iiber, also in ein y mit e*By =y
fir alle s € R. Bezeichnen wir mit 7" die Translation  — z — y, so stellt (o, T o )

eine FluBiquivalenz zwischen e*4 und e'” dar wegen

ToVoety =Toeldsr —y=e"BU(x) —y
= *PU(x) — By = eB(T o U)(z) firallex € E,t € R

AuBlerdem ist 7o U(0) = 0 und C' = (T o ¥)'(0) eine invertierbare lineare Abbildung.
Durch Differenzieren der Beziehung in x = 0 folgt aus

(ToW)oeds =eP(ToW)(z) = Ce=eBC fiiralleteR.
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Also ist (o, C) eine lineare Fluiquivalenz zwischen e und e*f. Die Umkehrung ist
offensichtlich. q.e.d.

Fiir die wesentlich schwierigere topologische Klassifizierung linearer Fliisse benoti-
gen wir das folgende

Lemma 3.11. Die Realteile aller Eigenwerte von A € L(E) auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum E seien negativ, und ® sei der von A erzeugte lineare Fluf$ auf
E, d.h. ®(t,-) = ' fiirt € R. Dann ewistiert eine Hilbertnorm |- || auf E, derart, daf

P:RxS— E\{0}, (tz)— Ot 2)
auf RxS=Rx{x € E||z| =1} ein Homéomorphismus ist.

Beweis: Wihle a > 0 so, dass die Realteile aller Eigenwerte von A kleiner als —a sind.
Dann existiert nach Lemma 3.2 eine Hilbertnorm || - || auf £ mit

e < e fiir alle t > 0.

Es sei y € E \ {0} beliebig. Dann ist ®(t,y) = ey # 0 fiir alle t € R wegen y =
O(—t, P(t,y)) und wegen Satz 3.4

lyll = 12(£,-) o @(=t,y)[| < e[| @(—t,y)ll, also [|D(=t,y)] > e™|lyll

fiir alle ¢ > 0. Daraus ergibt sich unmittelbar, dafl jeder nichtkritische Orbit die Sphére
S in genau einem Punkt schneidet. Also ist

O:RxS— E\{0}

eine stetige Bijektion. Es bleibt zu zeigen, daf§ die Umkehrabbildung stetig ist.

Es sei also (yx)ren eine Folge in £\ {0}, die gegen y € E'\ {0} konvergiert. Dann
existieren eine Folge (#x) in R und eine Folge (xy) in S mit y, = P(t, zx). Da S
kompakt ist kénnen wir durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge annehmen, daf
(zr)ren gegen x € S konvergiert. Durch Auswahl einer weiteren Teilfolge kénnen wir
auch annehmen, daf (#;) gegen t € R konvergiert. Gilt ¢ € (0, 00], so folgt fiir grofe k

lywll = 19 (tr, zp)|| < e [lag ]| = e7%,

also [|y|| < e, woraus wegen y # 0 folgt, dafl ¢ endlich ist. Ist ¢ € [—o0,0), so folgt
fiir grofle k
el = [|®(t, z)|| < e ||k = e,

also [ly|| > e = el woraus sich ¢ > —oo ergibt. Somit ist + € R, und aus der
Stetigkeit von ® folgt y = ®(¢,x) = ®(¢, x). Da dies fiir jede konvergente Teilfolge gilt,
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sehen wir, daf die Umkehrabbildung ®~! (d.h. die “Projektion” von y € E\ {0} lings
des Orbits y(y) auf S) stetig ist. q.e.d.
Das obige Lemma besagt geometrisch, dal jeder nichtkritische Orbit die Einheits-
sphére S einer geeigneten Hilbertnorm transversal schneidet. Das folgende Lemma be-
sagt anschaulich, dal die Orbits einer Kontraktion “geradegebogen” werden kénnen.

Lemma 3.12. Die Realteile aller Figenwerte von A € L(E) auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum E seien negativ. Dann ist e flufiquivalent zu e t1g mit einer
Flufiquivalenz der Form (1,W).

Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma existiert eine Hilbertnorm || - || auf E,
derart, dafl fiir die zugehorige Einheitssphare S gilt:

R xS — E\{0}, (tx)—ce=0a(n)

ist ein Hom6omorphismus. Es sei nun S die Einheitssphére bzgl. der urspriinglichen
Norm || - ||g von E. Dann definieren wir eine Bijektion ¥ : E — E durch ¥(0) = 0 und

\I/(J?) t (I)(twr)

=l “SEMO

wobei t die nach dem vorangehenden Lemma eindeutig bestimmte reelle Zahl ist mit

®(t,z) € S. Da die Abbildung

)
'—> —
1yl =

U:S—8, y

offensichtlich ein Homsomorphismus ist und da ¥(z) ='W o (¢, r) gilt, ist aufgrund
von dem vorangehenden Lemma U ein Homdomorphismus von £ \ {0} auf sich. Um
zu zeigen, dafl W stetig ist in 0 € F, sei V eine beschriankte Umgebung von 0. Dann
existiert ein ¢y > 0 mit e ?S C V fiir alle t > t;. Es sei nun

U:{x€E| ||x|y<”€+0,4u}.
Dann gilt fiir x € U
12(~to, 2)]| = lle" ]| < le™4 - [|l=]| < 1.
Wegen dem vorangehenden Lemma gilt fiir £ > 0 mit dem entsprechenden «

12(t = to, 2) ]| = | @(t, D(—to, 2))[| < e™*[|O(—to, z)[| < e < L.
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Wir sehen, daf t < —t fiir das eindeutig bestimmte ¢ = t(x) mit ®(¢,z) € S gilt. Also
folgt W(U) C V aus der Definition von W. Somit ist ¥ stetig in 0. Analog zeigt man,
dal ! in 0 stetig ist. Folglich ist ¥ ein Homdomorphismus von E auf sich.

Damit (1, V) eine FluBdquivalenz ist, mufl gezeigt werden, daf

Vod(t,x)=e "W¥(z) fiirallex € £ undallet € R

gilt. Fiir z = 0 ist dies trivialerweise richtig. Fiir  # 0 ist x = ®(s, y) fir ein geeignetes
Paar (s,y) € R x S. Hieraus folgt aufgrund der Definition von ¥ fiir alle t € R

Wod(t,x) = Wod(t,b(s,y) = Vod(t +s,y) —e 7Y :<L)
Iyl & Iyl &

Nach diesen Vorbereitungen kéonnen wir den zentralen Klassifikationssatz fiir hyperbo-
lische Fliisse beweisen. Dabei definieren wir fiir eine lineare Abbildung A € L(F)

Aeos(A) Aoy (A)

Satz 3.13. Zwei hyperbolische lineare Flisse et und e'B sind genau dann fluBdqui-
valent, wenn my(A) = my(B) gilt. Die Dimensionen der stabilen und instabilen Un-
terrdume sind die einzigen Invarianten der Flufdquivalenz solcher Fliisse.

Beweis: <: Wegen Satz 3.6 existiert eine direkte Summenzerlegung
E = Es D Eua 6tA — etAS D etAu

mit dim(E,) = m_(A), derart, da8 e/s eine Kontraktion und e eine Expansion
sind. Aufgrund des Stabilitatskriteriums und dem vorangehenden Lemma existiert ei-
ne FluBiquivalenz (1, ¥,) zwischen e4s und e~*1p,. Analog erhalten wir wegen e*4v =
e~"=44) eine FluBiquivalenz (1, ¥,) zwischen e’ und e‘lg,. Nun verifiziert man un-
mittelbar, dafl (1, Vs & ¥,,) mit

UV, oV, E,0E, > E,oE, x4y~ VYx)+ U, (y)

eine FluBiquivalenz zwischen e = e4s @ v und e~'1p, @ e'lp, ist.
Analog existieren eine direkte Summenzerlegung

F=F,&F,,eP @B
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und eine FluBiquivalenz (1, ¥, @ ¥,) zwischen e 15, & e'1p,. Wegen dim E, = dim F,

existieren ein Isomorphismus 7§ : E; — F, und ein Isomorphismus 7, : E, — F,.

Dann ist (1,75 @ T,) eine FluBdquivalenz zwischen den Fliissen e *lg, @ e'lp, und

e 'lp, @ e'ly,. Also folgt die FluBiquivalenz von e und €' aus der Transitivitt.
=: Ist (o, ¥) eine Fluiquivalenz zwischen e und e'Z, so folgt aus

U(ez) = P (z) fiir alle (t,2) ER x E

daBl U[F,] C F, und somit, aus Symmetriegriinden, auch W~![F,] C E, gilt (weil
der Homéomorphismus ¥ die Konvergenz gegen 0 fiir ¢ — oo erhilt). Also bildet
¥ den Vektorraum F,; homoomorph auf den Vektorraum F; ab. Nun folgt aus dem
Gebietsvarianzsatz der Topologie (z.B. Dugundji), da8 dim(F;) = dim(FEj) ist. Also
erhalten wir m4(A) = m+(B) aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in Satz 3.6. q.e.d.

Bemerkung 3.14. (i) Die topologische Klassifizierung linearer Fliisse et mit o(A) C
iR, d.h. mit 0(A) = 0,(A) ist ein ungeldstes Problem.

(ii) Es ist nicht schwer zu sehen, dafi die Menge der A € L(E) mit 0(A) = o,(A) U
ou(A) offen und dicht in L(E) ist, d.h. die Eigenschaft, einen hyperbolischen Fluf
zu erzeugen, ist eine generische Eigenschaft, sie kommt fast allen A € L(E)
zu. Folglich kénnen wir mit dem vorangehenden Satz fast alle linearen Fliisse
klassifizieren (was allerdings nichts niitzt, wenn wir uns speziell fir solche Flisse
interessieren, die nicht hyperbolisch sind).

(iii) Ist e ein hyperbolischer linearer Fluf, so ist er insbesondere flufdquivalent zu
dem einfachen “mehrdimensionalen Sattel”.

Ubungsaufgabe 3.15. (i) Beschreiben Sie die Phasenportrits eines ebenen linearen
Flusses in den tm Text nicht behandelten Fillen, d.h. wenn mindestens ein Ei-
genwert Null ist.

(ii) Beschreiben Sie die Phasenportrits des linearen Flusses et mit A € L(R?), d.h.
des dreidimensionalen linearen Flusses, unter den verschiedenen mdglichen Ver-
teilungen der Eigenwerte von A in .

(iii) Veranschaulichen Sie sich das Phasenportrit des linearen Flusses et mit A =
diag(wy, —wi, wa, —wy) € L(R?).

(iv) Beweisen Sie, daff {A € L(E)|o(A) NiR = 0} offen und dicht in L(E) ist.
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3.3 Stabilitat linearer Fliisse

Zunachst verallgemeinern wir die Definition 1.10 auf nicht autonome gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen.

Definition 3.16. Sei Q) C E eine offene Umgebung der Null eines endlichdimensio-
nalen Banachraums und J C R ein offenes Intervall und f eine lokal Lipschitzstetige
Funktion auf J x Q. Fir alle (1,€) € J x Q besitzt dann das folgende Anfangswertpro-
blem eine eindeutige maximale Losung t — u(t, ,&) auf einem Intervall [7,tT(7,§)):

z(t) = f(t,z) mit z(t) =¢.

Fiir alle t € J sei f(t,0) = 0, und damit die konstante Funktion O eine Lésung der
entsprechenden Anfangswertprobleme.

(i) Die Losung 0 heifit (Ljapunov-)stabil, wenn fiir jede Umgebung U C 2 von 0 und
jedes T € J eine (kleinere) Umgebung V von O ezistiert, so dass u(t,7,§) € U fir
alle £ € V und alle t > 7 gilt. Andernfalls heifit sie instabil.

ii) Die Losung 0 heifst attraktiv, wenn fir jedes T € J eine Umgebung V von 0 existiert,
so dass die Losungen t — u(t,7,&) auf [T,00) definiert ist, und im Grenzwert
t — oo gegen 0 konvergiert.

(iii) Die Losung 0 heifit asymptotische stabil, wenn sie stabil und attraktiv ist.

SchlieBlich sagt man, die Nulllosung sei gleichméBig stabil bzw. gleichmé&fig attrak-
tiv, wenn die Umgebung V' bzw. W unabhéngig von 7 € J gewéahlt werden kénnen und
wenn der Grenzwert gleichméBig bzgl. (7,€) € J x W existiert. Die letzte Forderung
bedeutet, daB zu jeder Umgebung U von 0 ein T > 0 existiert mit u(t,r,€&) € U fiir
t >7+T und alle (7,£) € J x W. Die Nulllésung ist gleichméBig asymptotisch stabil,
wenn sie gleichméfBig stabil und gleichméfig attraktiv ist.

Bemerkung 3.17. (i) Wenn wir fir U eine Umgebung von 0 mit dist(U,0) > 0
wdhlen, impliziert Satz 1.20, daf tT(1,€) = oo fiir alle & € V' gilt. Folglich ist
die Nullloésung genau dann stabil, wenn zu jeder Umgebung U von 0 und jedem
T € J eine Umgebung V von 0 existiert mit

t7(1,8) = 0o und u(t,7,€) € U fiir alle (t,€) € [1,00) x V.

Wenn die Nulllosung instabil ist, kann es, bei festem T € J, beliebig nahe bei 0
Anfangswerte & mit t7(1,€) < oo geben.
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(ii) Der Begriff der Stabilitdt ist eine Verschdrfung der “stetigen Abhdingigkeit von
den Anfangswerten”. Sie bedeutet, daf lime_ou(t,7,§) = 0 fir jedes 7 € J
gleichmdfig auf kompakten Teilintervallen von J gilt.

(iii) Die Begriffe der Stabilitit und Attraktivitit sind unabhdngig von T € J in folgen-
dem Sinn: wenn x = 0 stabil bzw. attraktiv bzgl. T € J ist, so auch bzgl. o € J.
In der Tat, wenn x = 0 stabil bzgl. T € J ist, existiert zu jeder Umgebung U von
0 eine Umgebung V von 0 mit x(t,7,§) € U fir (t,€) € [r,00) x V. Ist 0 < t, s0
existiert eine Umgebung V von 0 mit u(t,o,n) € V fir (t,n) € [0, T] % V. Dies
folgt leicht aus der Stetigkeit von u und der Kompaktheit des Intervalls [o,T].
Also gilt u(t,o,n) € U fir (t,n) € [0,00) x V.

Fiir v < o ist V. =u(o,7,V) eine Umgebung von 0, da u(o,7,.) ein Homdomor-
phismus ist. Also gilt auch in diesem Fall u(t,o,n) € U fir (t,n) € [0,00) x V.

(iv) Stabilitat und Attraktivitit sind unabhdingige Begriffe. Z.B. ist ein Zentrum stabil,
aber nicht attraktiv. Umgekehrt kann man zeigen, daff es ein autonomes in R?
gibt, dessen Nulllosung attraktiv und instabil ist.

(v) Ist f entweder unabhingig von t oder periodisch in t, so impliziert die Stabilitit
bzw. die asymptotische Stabilitit die Gleichmafigkeit der entsprechenden Eigen-
schaften. Der einfache Beweis ist dem Leser tiberlassen.

(vi) Ist u = u(.,79.&) eine globale Lisung von & = f(t,x), so besitzt die Differential-
gleichung

die globale Nulllosung und y mifit die Abweichung von u. Deshalb heifst die Lisung
u stabil bzw. attraktiv etc., wenn die triviale Losung die entsprechenden FEigen-
schaften besitzt. Ist insbesondere f unabhdngig von t und gilt f(xo) =0, d.h. ist
xo ein kritischer Punkt, so heifst xqg stabil bzw. attraktiv etc., wenn die konstante
Lésung u(t) = xo,t € R die entsprechenden Figenschaften hat.

(vii) Die obigen Bemerkungen gelten auch im unendlichdimensionalen Fall.
Wir studieren zuerst die Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen.

Satz 3.18. Es sei A € L(E). Dann ist die Nulllésung der linearen Differentialgleichung
& = Az genau dann stabil, wenn o,(A) = 0 und fir X € 0,(A) die Finschrinkung von
A auf den Eigenraum {x € E | A — \)"WNx = 0} diagonalisierbar ist.

Die Nulllésung ist genau dann asymptotisch stabil, wenn Ro(A) < 0 gilt.
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Beweis: Es geniigt den Fall 7 = 0, d.h. den Fluf e'4¢,€ € E, zu betrachten Es sei
a = sup{||e’]| | t € R} < oo. Dann folgt fiir € > 0

le el < [l - llgll < e fir alle (t,€) € Ry x B(0, 5),

d.h. die Stabilitdt der Nulllosung. Ist xy,...,z,, eine Basis von FE, so folgt mit £ =
S €l aus ¢ = 3 ey, der Aquivalenz der Normen und der Definition der Ope-
ratornorm, dafl a < oo genau dann gilt, wenn jede der Losungen etdx;,i = 1,...,m,
beschrankt ist. Dies ist genau denn der Fall, wenn jede Losung von # = Az beschrankt
ist, also beide Bedingungen erfiillt sind. Ist eine Bedingung verletzt, so folgt die Exi-
stenz eines z € E mit |[e!z| — oo fiir t — 0o. Da dann auch || (ex)|| fiir jedes € > 0
unbeschrankt wéchst, ist die Nulllosung instabil. Der zweite Teil der Behauptung folgt
unmittelbar aus dem bereits Bewiesenen und dem Stabilitatskriterium. q.e.d.
Als néchstes betrachten wir “gestorte Systeme” der Gestalt

T = Ar+g(t, x),

wobei g eine in einem geeigneten Sinne kleine Storung ist. Genauer soll im folgenden
gezeigt werden, dafl unter der Voraussetzung

g(t,x) = ofl|z)) fir = —0,

gleichméflig bzgl. t € J, das gestorte System nahezu dasselbe asymptotische Stabi-
litdtsverhalten wie die ungestorte “Linearisierung” & = Ax besitzt.

Wir beginnen mit einer einfachen aber wichtigen Bemerkung. Ist g € C'(J x €, F) in
der zweiten Variablen lokal Lipschitz stetig und u(t) = u(t, 7, ) die maximale Losung
der Differentialgleichung auf ¢ € J(7, &), so besitzt die inhomogene lineare Gleichung

T = Ax + g(t,u(t)) firte J(1,¢),
die eindeutig bestimmte Losung u auf J(7,§) mit u(r) = £. Also folgt aus der Variation
der Konstanten, dafl u folgender nichtlinearen Integralgleichung geniigt:

t
u(t) = =74 4 /e(t_s)Ag(s,u(s))ds, fiur t € J(7,¢).
Diese Integralgleichung ist die Grundlage fiir den folgenden - im wesentlichen auf Ljapu-

nov zuriickgehenden - Stabilitdtssatz (sowie fiir zahlreiche Existenzbeweise im analogen
Fall unendlichdimensionaler Evolutionsgleichungen, z.B. bei parabolischen Systemen).
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Satz 3.19 (Asymptotische Stabilitit). Fir A € L(F) gelte Ro(A) < 0. Ferner sei
g € C(J x Q, E) in der zweiten Variablen lokal Lipschitz stetig mit

g(t,x) =o(||zl|) fir x — 0 gleichmdfig bzgl. t € J.
Dann ist die Nulllosung der gestorten Gleichung gleichmdjf$ig asymptotisch stabil:
&= Ax+ g(t,x).

Beweis: Es existieren positive Konstanten o und 8 mit ||e}| < Be~9 fiir alle t > 0,
wobei wir 4 > 1 annehmen diirfen. Also folgt die Abschitzung

lu()|] < Be=7|¢]| +ﬁ/6_"(t_s)llg(87U(S))llds fir 7 <t <t7(7,8).

Es sei nun € € (0, @) beliebig. Es existiert ein § € (0, €) mit

lg(t, )] < %Hl’!l fiir [lz]| <6 und ¢ > 7.

Fir [[£]| < % und t € [r,t7(7,€)) gilt dann [Ju(t)|| < ¢ < € und die Nulllosung ist

gleichméBig stabil. Andernfalls gibt es £ € B(0, %) und t € (7,t1(7,£)) mit
t=inf{t € [7,¢"(7,§))u(t)| = d}.

Dann folgt fiir 7 <t < ¢

¢ ¢
lu(®)]] < Je—ot=7) —i—e/e_a(t_s)Hu(s)Hds & elu(t)| < deT +€/eo‘s|]u(s)||ds

T T

Mithilfe von Lemma 1.62 erhalten wir die Abschétzung
w(t)|| < de= @907 fiir 7 < ¢ <, also insbesondere § = |u(t)| < de~ @) < §
u(®)] | |

was unmoglich ist. Dann ist die Nulllosung gleichméfig attraktiv ist. q.e.d.
Zum Beweis des entsprechenden Instabilitidtssatzes benotigen wir das folgende

Lemma 3.20. Fir A € L(E) gelte « < Ro(A) < 3. Dann existiert eine Hilbertnorm
| - || auf E, so daf fir das zugehdorige innere Produkt (-, -)

al|z|]? < R(Az,z) < B||z||*  fir alle z € E gilt.



3.3. STABILITAT LINEARER FLUSSE 119

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall K = C. Wie in dem Beweis von Lemma 3.2
gezeigt hat A die Form A = D + N mit D = diag(u1, - .., ftm), Wobei pq, ..., f,, die
mit Vielfachheit gezéhlten Eigenwerte von A sind. Zu jedem e > 0 gibt es auflerdem
eine Hilbertnorm || - || auf E gibt mit || V|| < e. Wir wéhlen € > 0 und || - || mit

¢ < min{f — max(Ro(A)), min(Ro(A)) — a}.

Wegen (Dx,z) = > p;la?|?, wobei z',... 2™ die Koordinaten von z bzgl. der (zur
Konstruktion der Norm) verwendeten Orthonormalbasis sind, gilt

min[Ro(A)]||z||* < R(Dz, z) < max[Ro(A)]||z|>.

Da ferner R(Az, z) = R(Dz,x) + R(Nz,z) und |[R(Nz,z)| < ||N|| - ||z|]* < €||=|]? ist,
folgt die Behauptung aus der Wahl von € und aus

R(Dz, z) — e|lz]|* < R(Az, 2) < R(Dz, z) + ez*.

Es sei nun K = R. Dann kénnen wir das eben Bewiesene auf die Komplexifizierung
Ac in E¢ anwenden. Die Hilbertnorm || - ||¢ auf E¢ induziert (durch Restriktion auf
E C Eg) eine Hilbertnorm || - || auf E (vgl. den Beweis von Lemma 3.2). Fiir die
zugehorigen Skalarprodukte erhalten wir

I+ nliz — lig — nl
4

|z +yl]> — ||z -y
(z,y) = 1

al|z]|? = af|z]|z < R{Acz, 2)c = (Ax,z) < Bz = B||lz||* fiir alle z € E.q.e.d.

R(E[n)c fiir alle &,n € Ec  bzw.

fiir alle x,y € E.  Hieraus folgt

Satz 3.21 (Instabilitét). Der Operator A € L(E) besitze mindestens einen Eigenwert
mit positivem Realteil und g € C(J x Q, E) sei lokal Lipschitzstetig, so dass

g(t,x) = o(||z|]) firxz— 0  gleichmdfig firt € J gilt.
Dann ist die Nulllosung der gestorten Gleichung & = Ax + g(t,x) instabil.

Beweis: Nach Voraussetzung ist das instabile Spektrum o,(A) nicht leer. Folglich
existiert ein vy mit 0 < v < Ro,(A). Wegen o(A — v) = o(A) — v ist das neutrale
Spektrum o,(A,) von A, = A — 7 leer und A, erzeugt einen hyperbolischen linearen
FluB 4. Wegen Satz 3.6 gibt es eine direkte Summenzerlegung £ = E_ @ E., welche
A, in A, = (A,)- ® (A,)+ zerlegt, so daB o5(A,) = o((A4,)-) und o,(4,) = o((4,)+)
gelten. Offensichtlich zerlegt diese Zerlegung auch den Operator A, A = A_ & A,
und o(A;) = 0,(A) sowie 0(A-) = 05(A) U g,(A). Es gilt also Ro(A-) < 0 und
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Ro(Ay) > a > 0 fir ein geeignetes a > 0. Wir wéhlen nun g € (0,«) fest. Dann
existieren nach Lemma 3.2 Hilbertnormen || - ||+ auf £y und || — |- auf E_ so daf§

RA_z_|z_)_ < fllz_||> firallex_ € E_ und

R(Arzi|zy ) > aflzg |2 fiir alle 2, € B,
gilt. Offensichtlich wird durch
(- +ap,y-+yr) = (T, y-)- + (T4,y4)+
ein inneres Produkt auf F = E_ @& E definiert und somit eine Norm || - || mit
|z||> = lo- + 2o |]? = [Ja_||2 + |z |2 firallex =2 42, € E.

SchlieBllich setzen wir

e 1* = fle-|® _ [|Pa]® — [|Q]*
2 2

U(z) = fir alle v € E,

wobei P: ' — FE, und @) : E — E_ die natiirlichen Projektionen sind, und v = aT_ﬁ.
Dann existiert ein ¢ > 0 mit

lg(t, o)l < yllefl - fir [l <6,

Es sei u eine Losung mit ||u(0)|| < § und ¥(u(0)) > 0. Dann erfiillt ¢(t) = ¥(u(t))

p(t) = R(Pu(t), Pu(t)) — R(Qu(t), Qu(t))
= R(Aup (t), uy (1)) = R(Au_(1),u(1))
+R(Pu(t), Pg(t, u(t))) — R(Qu(t), Qg(t, u(t)))
> af|[Pu(t)||* = BlQut) || = APl - [1Pu)]| - [lu@)]] =A@l - |Qu)l - [[u®)]

)
fir ¢ > 0 mit ||u(t)|| < 6. Weil fiir alle z € E
[Pzl < =l NQuf <zl gilt, folgt [Pl<1 Q<1  und

p(t) = ol [Pu®)]|* = BIQut)I* — (I Pu®)ll + [Qu(®) D u(t)]l.
Fiir kleine ¢ > 0 folgt ¢(t) = W(u(t)) > 0 aus ¢(0) > 0 und damit auch

1Qu)|| < [[Pu®)] lu@)] < 2[|Pu@)].

Also erhalten wir

p(t) > (a — 4y | Put)|I* — BlQu(t)|I* = 284(t)
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fir alle £ > 0 mit |Ju(?)|] < und ¢(¢) > 0. Durch Integration folgt

p(t) > p(0)e*”

fiir die obigen Werte von t. Hieraus liest man insbesondere ab, da8 ¢(t) > 0 fiir alle
t > 0 mit |lu(t)|| < ¢ gilt. Mit anderen Worten: keine Losung mit Anfangswert in
B(0,6) N U710, 00) verliit den “Doppelkegel” W~1[0, o), bevor sie den Ball B(0, )
verldBt. Also erreicht jede Losung mit von Null verschiedenem Anfangswert in B(0, )N
¥~10,00) den Rand von B(0,d), was die Instabilitéit der Nullldsung beweist. q.e.d.

Als Korollar der beiden vorangehenden Sétze erhalten wir das folgende Prinzip der
linearisierten Stabilitét fiir kritische Punkte autonomer Differentialgleichungen. Dieses
fundamentale Prinzip ist eines der bekanntesten Stabilitédts- bzw. Instabilitdtskriterien,
das besonders in den angewandten Naturwissenschaften unzéhlige Anwendungen hat.

Korollar 3.22. Es sei f € CY(Q, E) mit f(zy) = 0. Gilt dann Ro(f'(z0)) < 0, so
ist der kritische Punkt zo der autonomen Differentialgleichung & = f(x) asymptotisch
stabil. Hat f'(xg) einen Eigenwert A\ mit RA > 0, so ist xo instabil.

Beweis: Mit A = f/(zg) € L(F) und g(y) = f(y + x0) — f/'(zo)y gilt g(y) = o(||y||) fir
y— 0und gy = f(y+x9) = Ay + g(y). Also folgt die Behauptung unmittelbar aus den
beiden vorangehenden Satzen. q.e.d.

Beispiel 3.23. (i) Wir betrachten das Rduber-Beute-Modell

T =(a— Py — \r)x
y=(0r =7 —pyly

mit beschrdanktem Wachstum und positiven Konstanten o, 3,7,6, X\, u. Dieses Sy-

. . oy 6% « ﬁ 0467)\ N
stem besitzt die kritischen Punkte (0,0), (0, —%), (%,0) und (AZiﬁg’ A;Hrﬁg) , wobei
der letzte Punkt der Schnittpunkt z der beiden Geraden L und M ist. Mit den

offensichtlichen Identifikationen gilt

, _Ja—By—2)\x —0x
fl(w,y) = 5y Sz — — 2uy | also

/ :04 0 / Y a+p1 0 , (O —« *
A (R B O R R I OB P

riea =58 o

mit z = (§,n). Hieraus und aus dem Satz liest man ab, daf$ die kritischen Punkte
(0,0) und (0, =1) stets instabil sind. Der kritische Punkt (%,0) ist asymptotisch
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A 0 A 0

stabil fiir ¢ < X wund instabil fir & > 1. Fir die Eigenwerte )\% von f'(&,n)
errechnet man leicht

(A& + um) £ /(N + )2 — 4€n + 0p)
- .

A

[V

Fiir den fiir die Anwendungen interessanten Fall, dafS die Geraden L und M sich
im positiven Quadranten schneiden, also & > 0 und n > 0 sind, liest man aus
dieser Formel ab, daff Ro(f'(§,m)) < 0 gilt. Aus der expliziten Formel fiir (&,n)
folgt somit, daff fiir & > + der kritische Punkt z asymptotisch stabil ist.

(ii) Setzen wir in (2=) X = u = 0, so erhalten wir die Volterra- Lotka-Gleichungen
von 1:

&= (o= fy)x
y= (6 =)y

Dieses System besitzt die kritischen Punkte (0,0) und (3, %). Aus den obigen

Berechnungen (mit A = u = 0) folgt wieder, dafs (0,0) instabil ist. Ferner gilt

Y oy 10 —b
r(5:5) e

also )\]%0 + iy/ay. In diesem Fall ist der kritische Punkt (%, %) ein Zentrum fir

die linearisierte Gleichung, aber fiir das nichtlineare System ist mit dem Satz
keine Aussage mdglich.

Bemerkung 3.24. (i) Der Satz macht keine Aussagen iber das Stabilititsverhalten
im Fall o(f'(x)) NiR # 0. In diesem Fall hingt das Stabiltitsverhalten von den
Termen hoherer Ordnung ab. Um dies zu sehen, betrachten wir das System

b=—y+a

j=a+y’
mit (0,0) als einzigen kritischen Punkt, der ein Zentrum fir die Linearisierung
ist. Fir r? = 2? +y? folgt ri = & + yy = —ay + 2 + zy + y* = 2 + y*, also

$4_‘_4

7= fir r > 0.

Folglich ist 7 > 0 und die Orbits laufen von (0.0) weg, d.h. (0,0) ist instabil.



3.3. STABILITAT LINEARER FLUSSE 123

Das System
i=—y—a’
- 3
y=x -y
hat dieselbe Linearisierung im kritischen Punkt (0,0). Nun folgt 7 = —x‘lrﬁ <0

fir r > 0. Folglich “laufen die Orbits in (0,0) hinein”, d.h. (0,0) ist stabil. Es
ist leicht zu sehen, daf$ das Phasenportrdt bei allgemeineren Stérungen héherer
Ordnung wesentlich komplizierte aussehen kann.

(ii) Das zentrale in dem Satz enthaltene Stabilititsresultat ist eine lokale Aussage. Es

(iii)

(iv)

enthdlt keine Angaben tiber den FEinzugsbereich eines asymptotisch stabilen kriti-
schen Punktes. Finige Aussagen in dieser Richtung werden wir in den folgenden
Paragraphen kennenlernen.

Offensichtlich bleibt der Satz richtig, wenn f € C(Q, E) lokal Lipschitz stetig und
in xo differenzierbar ist.

Unter geeigneten Voraussetzungen an den FEvolutionsoperator U der nichtauto-
nomen linearen Gleichung © = A(t)x lassen sich verwandte Resultate auch fiir
gestorte nichtautonome Gleichungen

T =A(t)+ g(t,x)

beweisen. Da solche Voraussetzungen in praktischen Fdillen jedoch kaum zu ve-
rifizieren sind, werden wir uns im folgenden in erster Linie mit dem besonders
wichtigen Fall autonomer Gleichungen befassen.

(v) Wenn wir in Beispiel nur die in den kritischen Punkten linearisierten Gleichun-

gen betrachten, so liegen im Fall (0,0) ein Sattel, im Fall (0, —%) eine Quelle,
im Fall ($,0) eine Senke fiir & < ~v0 und ein Sattel fir & > %, sowie im Fall
(&,7n) € (0,00)? eine Senke vor. Die Abbildungen von 1 zeigen, daf - anschaulich
gesprochen - diese qualitativen Strukturen der Phasenportrdits auch im nichtlinea-
ren Fall in der Nihe der kritischen Punkte erhalten bleiben. Aus diesem Grund
sagt man auch, der kritische Punkt xo des autonomen System & = f(x) sei eine
Senke bzw. eine Quelle bzw. ein Sattelpunkt, wenn der Nullpunkt eine Senke bzw.

eine Quelle bzw. ein Sattelpunkt fir die linearisierte Gleichung
g = f'(zo)y

ist. Im letzten Abschnitt werden wir diese Ausdrucksweise mittels eines wichtigen
allgemeinen “Linearisierungssatzes” rechtfertigen.
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(vi) Um die obigen Stabilitatssdtze praktisch anwenden zu kénnen, bendtigt man Kri-
terien, welche es erlauben festzustellen, ob Ro(A) < 0 gilt. Da die Figenwerte die
Wurzeln des charakteristischen Polynoms

det(A — A) = A"+ e A"+ @A " P4 A @ A+ ag,

sind (im Fall dim(E) = m)), mdchte man maglichst aus den Koeffizienten eines
Polynoms ablesen, ob alle Wurzeln in der negativen Halbebene liegen.

Es gibt eine Reihe von Kriterien dieser Art. Das bekannteste diirfte das folgende
Routh-Hurwitz- Kriterium sein. Es sei

Pm(2) = 2"+ a12™ a2 F A,

ein Polynom mit reellen Koeffizienten, und fir k =1,...,m sei
a;y az as ... ... Q9k—1
1 Qo Ag4 ... ... QA2k—2
D 0 a az ... ... Q9r_3
k= 1 a9 ag ... QA9k—4

mit a; = 0 fiir j > m. Dann haben alle Wurzeln von p,, genau dann negative
Realteile, wenn folgende Ungleichungen erfillt sind:

ar >0 und Dy, >0 firk=1,2,...,m.

Ubungsaufgabe 3.25. (i) Zeigen sie, daf das Phasenportrit des gestirten linearen
Systems
. 5 . T
T =—-y+rrsin—
r
r? = 2%+ y2
. 5 . T
y=x+yrsin—
r
folgende Eigenschaft hat: Es gibt eine Folge von konzentrischen Kreisen um (0,0)

mit Radien %, so daf sich “die Orbits abwechselnd im mathematisch positiven
Sinn zu diesen Kreisen hin- bzwvon ihnen wegdrehen”.

Hinweis: Leiten Sie ein Differentialgleichung fir die Polarkoordinaten (r, ) her.
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(ii) Das folgende, von Field und Noyes aufgestellte System

€ = x4y — 2y — qr’
(F=N) y=2fz—y—uy

pi=x—%

ist ein mathematisches Modell zur Beschreibung einer chemischen Oszillation,
der sog. Belousov-Zhabotinsky-Reaktion (vgl. z.B. Spektrum der Wissenschaften,
5(1980), 131-137, fiir eine Beschreibung dieser Reaktion, insbesondere die dorti-
gen Bilder!). Hierbei sind f,p,q und € positive Konstanten (mit e < 1) und die
Gleichungen sind bereits dimensionslos geschrieben. Die Griffen x,y und z ent-
sprechen chemischen Konzentrationen. Folglich sind nur “nichtnegative Losun-
gen”. d.h. Lisungen im positiven Oktanden R% von Interesse.

3.4 Linearisierungen

In diesem Abschnitt sind (E,|| - ||) ein endlichdimensionaler Banachraum, Q@ C FE
eine offene Teilmenge und f € C'(Q, E). Wir wollen den von f erzeugten Fluf @ in
der Nihe eines kritischen Punktes xy in Situationen studieren, in denen das Prinzip
der linearisierten Stabilitdt Korollar 3.22 nicht anwendbar ist. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, daf§ f'(x¢) einen hyperbolischen linearen Fluf§ erzeugt. Wir zeigen,
daf lokal d.h. in der N#he von zg, der Flul ® fluBéquivalent zum linearen Fluf§ et/ (*0)
ist, d.h., daf§ die Sattelpunktstruktur qualitativ erhalten bleibt. Auflerdem werden wir
prizise Aussagen iiber die “stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten” W, und W,
herleiten.

Sind X und Y metrische Riume und ® : W — X sowie ® : W — Y Fliisse auf X
bzw. Y, so sagen wir, ® ist in 20 € X zu @ inyg € Y (lokal) C*-fluBéiquivalent, oder
kurz: ®|zq ist zu Q:)|y0 C*-fluBaquivalent, 0 < k < oo, wenn es Umgebungen U von
und V' von y, gibt, derart, daf der von ® auf U (durch Restriktion) induzierte lokale
FluBzu dem von @ auf V induzierten lokalen Fluf C*-fluiquivalent ist.

Im folgenden sei @ : W — Q) stets der von f auf €2 erzeugte FluB}, und wir schreiben
wieder ¢ -z fiir (¢, x). Wir wollen den Flusses in der Nihe eines hyperbolischen kriti-
schen Punktes x( studieren. Hierbei heifit der kritische Punkt xy des von f erzeugten
Flusses hyperbolisch, wenn o, (f'(z0)) = 0 ist, d.h. wenn der lineare Fluf e!/'(®0) ist,

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Fliissen und Homdomorphismen.
Nach Lemmal.34 ist ndmlich ®(¢,-) fiir jedes ¢ € R ein lokaler Homéomorphismus. Ins-
besondere ist fiir den linearen Fluf} e fiir jedes ¢t € R ein Automorphismus von E. Aus
diesen Griinden ist es sinnvoll (und fiir Anwendungen auf andere Probleme niitzlich),
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zuerst den Fall von Homoomorphismen zu betrachten. Zur Motivierung der folgenden
Definition beweisen wir zuerst den folgenden Spezialfall des Spektralabbildungssatzes.

Lemma 3.26. Fiir A € L(E) gilt o(e?) = ™ = {M) € 0(A)}.

Beweis: Wegen o(A) = o(A)¢) konnen wir - durch Ubergang zur Komplexifizierung -
annehmen, daf§ £ ein komplexer Banachraum ist. Sind dann Ay, ..., \; die paareweise
verschiedenen Eigenwerte von A, so besitzt E die direkte Summenzerlegung £ = £ &
... @ E}, besitzt, die sowohl A als auch e” reduziert. Es geniigt also, o(e) = e”4) mit
A; = A|E; fir j =1,...,k zu beweisen. Wir kénnen somit annehmen, dafl o(A) = {\}
und A = A + N mit einem nilpotenten Operator N € L(FE) gilt. Es gibt folglich ein
z € E\ {0} mit Az = Az, d.h. Nz = 0. Hieraus folgt

d.h. o(e?) D e?™ . Gilt umgekehrt ety = py fiir ein € C und y € £\ {0}, so folgt

1
_ AN A Lok
pwy =e‘e'y=e Zk!N Y.
k=0
Dann gibt es einen kleinsten Index [ mit 0 <! < m und N l“y = 0. Durch Anwenden
von N auf (2) erhalten wir

uN'y = e*N'y,

also 1 = e* wegen N'y # 0, was o(e?) C e impliziert. q.e.d.

Es sei nun A € L£(E), und A erzeuge einen hyperbolischen linearen Flufl et4, d.h.
on(A) = o(A)NiR = ). Dann folgt aus dem vorangehenden Lemma, daf o(e?)NS! = ()
gilt, wobei S' = {z € C | |z| = 1} die Einheitskreislinie der komplexen Ebene ist. Mit
anderen Worten e € L(E) besitzt keine Eigenwerte vom Betrag 1. Allgemein heifit nun
ein Automorphismus 7" € L(FE) hyperbolisch, wenn T" keine Eigenwerte vom Betrag 1
besitzt, d.h. wenn o(T) NS' = ( gilt. Ist T € GL(E) hyperbolisch, so gilt

o(T) =0o(T)Uo(T) mit
oo(T)={ ea(l) ||\ <1} 0o(T) ={A€a(T) | |\ > 1}.

Bezeichnen wir wieder mit m(\) die algebraische Multiplizitdt des Eigenwertes A €
o(T), dann sind fir K = C

Ey= P {z€E|(A-T7)"Y2=0} Ex= @ {zcE|AN-T)"Vz=0}.

Aeoo(T) A€ooo(T)
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invariante Untervektorrdume von F, die T" reduzieren, d.h.
E=FE®FE, uwdT=Ty&T, undo(Ty)=00(T) und o(Ty)=0c(T).

Ist K = R, so wenden wir diese Zerlegung auf die Komplexifizierung an und restringie-
ren anschlieSend auf die reellen Teilrdume, d.h.

Ey=(Ec)oNE und Ey = (Ec)e NE sowie Ty = (T)o|Ey und To = (Te)o0| Feo.

Dann verifiziert man leicht, daf die Relationen auch im reellen Fall gelten.
Das folgende Lemma stellt ein Analogon zu Lemma 3.2 dar. Zur einfacheren For-
mulierung verwenden wir die anschauliche Schreibweise

lo(A)| < a < [N <a firalle A € o(A).
Andere Ungleichungen sind analog zu interpretieren.
Satz 3.27. Es sei T € L(E) invertierbar und hyperbolisch, und fir o € R, gelte
0(Ty)| < o und |o((The) )| < .
Dann gibt es eine Hilbertnorm || - || auf E so dafi Ey und E,, orthogonal sind und mit
max{[[ T, (7o) '} < a

Beweis: Wegen || Ac|| = || A|| (vgl. den Beweis von Lemma 3.2 kénnen wir 0.B.A. K = C
annehmen. Nach dem Beweis von Lemma 3.2 wissen wir dann, dafl 7o = D + N ist,
mit einem nilpotenten Operator N € L(Ey) und einem Diagonaloperator (bzgl. einer
geeigneten Basis) D = diag(u1, ..., pg), wobei uq, ..., ug die geméB ihrer Vielfachheit
gezihlten Eigenwerte von Tj sind. Auflerdem wissen wir, daf3 wir die Basis so wahlen
konnen, daB fiir die zugehorige euklidische Norm || - ||o auf Ey gilt

|Nlo <a—max{|u;| |j=1,...,k}.
Hieraus folgt unmittelbar
[Tollo < [[Dllo + [N llo < max{[p;] | 1 <5 <k} +[[No < a.

Analog finden wir eine Hilbertnorm || - || auf Ey, so dafl fir die zugehorige Opera-
tornorm gilt: || 72! < @ Dann wird durch

||917||2 = ||x0||(2) + ||xoo||gO firallex =20+ 20 € B D E = F

die gewiinschte Hilbertnorm auf F definiert. q.e.d.
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Bemerkung 3.28. st T € L(E) invertierbar und hyperbolisch, so ist
lo0(T)] < 1 < |ow(T)]-
Da fiir jedes invertierbare B € L(E) trivialerweise

o) = (o8 = {3]r e om)}

gilt, folgt |o(T )| < 1. Also existieren ein a < 1 und eine Norm || - || auf E mit
| <a<lund [T <a< 1.
Fiir x € Ey folgt hieraus
TFx = (Ty)*x — 0 fiir k — oo,
und fir y € E ergibt sich
Ty = (To)Fy — 0 fiir k — oo.

In Analogie zu linearen Fliissen nennt man deshalb Eq den stabilen und Ey den insta-
bilen Untervektorraum von T (oder genauer: des von T erzeugten diskreten Flusses).

Fiir einen topologischen Raum sei Cy,(X, F') der Banachraum der beschriankten steti-
gen Funktionen von X nach E mit der Supremumsnorm. Ist X kompakt, so ist natiirlich
Cy(X,E) =C(X,E) und

lullo = max |u(z)] = fluflc.

Auflerdem ist es klar, daff wir eine dquivalente Norm auf Cy(X, E) erhalten, wenn wir
die Norm in E durch eine dquivalente Norm ersetzen. Es sei nun £ = E; @ E5 eine
direkte Summenzerlegung von F, und fiir die zugehorigen Projektionen P; : £ — E;
gelte ||P|| < 1. Dann 148t sich jedes Element u € E als u = Pyu + Pou schreiben, mit
Pu € Cy(X, E;). AuBlerdem gilt trivialerweise

I1Bslleyxmy = sup [ Palz)] < 1B ulloe < flull-
fir ¢ = 1,2. Folglich werden durch (Pu)(xz) = Pu(z) fir alle z € X stetige Projek-
tionen P; : Cp(X, E) — Cy(X, E;), mit P, + P, = 1p definiert, d.h. es gilt Cy(X, E) =
Co(X, E1) @ Cyp(X, Ey), und P; : Cy(X, E) — Cy(X, E;) sind die zugehorigen Projektio-
nen. Setzen wir

ullcyx,2) = max{ || Piullo,x,z), | Paullcyx,m2) )
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so folgt aus

1 1 1
SMullos = SR+ Polloe < S(1Prullos + 1| Pytlc)

11
= S U Pulleyeem) + 1 Peulloyoxent < llulleyoom < llufls,

daB || - |c,(x,k) eine dquivalente Norm auf Cy(X, E) ist.

Schliellich bendtigen wir noch das Analogon zum Begriff der “Fluliquivalenz” fiir
den Fall topologischer Abbildungen. Sind X und Y topologische Rdume und A : X —
X sowie B : Y — Y Homoomorphismen, so heiffit ein Homéomorphismus ¥ : X — VY
eine topologische Konjugation von A nach B, falls ¥ o A = B o ¥ gilt. Sind X und
Y offene Teilmengen von Banachriumen und sind A, B und ¥ C*-Diffeomorphismen,
1 < k < oo, so heiit ¥ eine C*-Konjugation. SchlieSlich heifien A und B topolo-
gisch (bzw. C*-)konjugiert, falls eine topologische (bzw. C*-)Konjugation von A nach
B existiert. Hierdurch wird trivialerweise eine Aquivalenzrelation in der Klasse der
Homdoomorphismen (bzw. der C*-Diffeomorphismen) definiert. Nach diesen Vorberei-
tungen kénnen wir nun den globalen Hartmannschen Linearisierungssatz beweisen.

Satz 3.29. Fir ein invertierbares und hyperbolisches T € L(E), und fiir jede Lip-
schitz stetige Funktion g € Cy(E, E) mit geniigend kleiner Lipschitzkonstanten, sind
die Abbildungen T und T + g topologisch konjugiert.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma und der Bemerkung danach gibt es eine
Hilbertnorm || - || auf £ mit

max{|[ Do, 7'} < o < 1.

Da beim Ubergang zu einer dquivalenten Norm auf E die Lipschitzkonstante von ¢ mit
einem positiven Faktor multipliziert wird, kénnen wir die Norm || - || auf E verwenden
und annehmen, daf fiir Folgendes fiir ein 2\ < min{1 — o, ||T7}|| 7'} gilt:

lg(x) =gl < Mlz =yl fiir alle 2,y € E.

(i) Wir zeigen zuerst, dal 7'+ g € C(E, F) ein Homdomorphismus ist. Da, fiir jedes
z € E, die Gleichung Tz + g(x) = 2z dquivalent zur Fixpunktgleichung

v=T""(z—g(z)) = f(2)

ist, ist 7'+ g bijektiv, falls f, : E — E genau einen Fixpunkt z(z) hat. Wegen

1£:(x) = L@ < 1T llg(y) — g(=)] < M7l =yl

1
< 5”96 — 9| fir alle z,y € E
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folgt dies aus dem Banachschen Fixpunktsatz. Wir erhalten fiir z,z € F

2(2) = 2(2)[| = If:(x(2)) — f2(z(2))]
< [Ifo(2(2)) = Lz + (1 £2(2(2)) = fx(z(2)]

1 _ _ .
< Slle(z) = =@+ 1T - 12 - 2],

also [|z(2) —z(2)|| < 2T Y|||]z—Z|]. Alsoist z(-) = (T'+g)~! : E — F Lipschitz stetig.
(ii) Es sei nun h € Cy(F, E) eine zweite Lipschitz stetige Funktion mit der Lipschitz-

konstanten A. Ferner nehmen wir an, daf es zu jedem Paar (g, h) solcher Funktionen
genau ein H = H(g,h) € C(E, E) gibt mit

H—1p € CGy(E,E) und (T'+g)o H = Ho (T + h).
Dann gilt fiir a = H(g,0)
(T+g)oa=aoT,

und fiir b = H(0, g)
Tob=bo(T+yg).
Es folgt
(T+g)oaob=aoTob=aobo (T +yg).

Wegen a = 1p + v und b = 1lg + v mit u,v € Cy(E, E) folgt aob = 1 + w mit
w=v+uob € Cy(E, E). Wegen der Eindeutigkeit von H ist aob = H(g,g) = 1 ist.
Analog folgt b o a = 1g. Folglich ist a ein Homémorphismus von E auf sich, also eine
topologische Konjugation von T+ ¢ nach T

(iii) Mit H = 1g + u bleibt zu zeigen, daBl es genau ein u € Cy(E, E) gibt mit

(T'+g) o (g +u) = (g +u)o (T +h).
Da nach (i) T'+ h ein Homéomorphismus ist, ist das dquivalent zu

lg+u=T+g)o(lg+u)o(T+h)"?
=go(lg+u)o(T+h) ' +To(T+h) ' +Touo(T+h)"

Wegen 1 = (T + h) o (T + h)~! ist die letzte Gleichung dquivalent zu

u=F(u)=Touo(T+h) ™ +G(u) mit
G(u)=go(lp+u)o(T+h)" —ho(T+h)"

Offensichtlich bildet F den Banachraum C,(E, E) in sich ab. Es bleibt zu zeigen, daf
F genau einen Fixpunkt in Cy(E, E) hat.
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Wegen E = Ey & E, und da Ey und E., orthogonal sind, folgt || Py, || Psol| < 1 fiir
die zugehorigen Projektionen (vgl. den Beweis von Theorem). Die Fixpunktgleichung
fiir F' ist somit dquivalent zu dem Paar von Gleichungen

POOU:F()(U):TOOPOOUO(T+]I)_1+POOG(U)
Pyou=TyoPyouo(T+h)" + PyoG(u).

Da die letzte Gleichung durch Multiplikation von links mit 7' und von rechts mit
T + h in die dquivalente Gleichung

Pyoou=Fy(u) =T oPgxouo(T+h)—T. oPyoG(u)o (T +h)

iibergeht, ist die Fixpunktgleichung fiir £ dquivalent zu der letzten und der vorvorletz-
ten Gleichung. Nach den den vorangehenden Betrachtungen induziert die Zerlegung
E = Ey ® Ey die Zerlegung Cy(E, E) = Cy(E, Ey) @& Cy(F, Ex) mit

[ulleye,m) = max{|[ Poulo, || Potloo }

1 "
§||u||<>o < |lulleyp,p) < ||ullo  fiir alle u € B.

Also wird durch F' = Fy+ F,, eine Abbildung von Cy,(F, E) in sich definiert, derart, dafl
die Fixpunktgleichung u = F(u) zur Fixpunktgleichung v = F(u) #quivalent ist. Fiir
u,v € B und x € F erhalten wir mit y = (T'+ h)"!(z) und z = (T + h)(x) und unter
Verwendung von der Abschitzung an die Normen von T und 7}, die Abschéatzungen

[Fo(u)(z) — Fo(v)(z)]
< al[Pou(y) — Pov(y)ll + lg(y + u(y)) — g(y + v(y))|
< af|Po(u — v)||oo + Allt — v]|o und
[Foc(u)(z) = Foo(v) (2)]]
< af[Pxu(z) — Poov(2)]| + [lg(z + u(z)) — g(z + v(2))|
< ]| Poo (= 0)[|oo + At — v]|o,  also
[Fo(w) — Fo(v)[loo < al[Po(u = v)lloc + 2A[lu = vllc,(p.5)

< (a+2N)[lu —vcyep und
[ Foo (1) = Foo(0)[loo < (a4 2X)Ju — vl ¢y, 2),

woraus wegen Fy(Cy(E, E)) C Cy(E, Ey) und Foo (Co(E, E)) C Cp(FE, Ey)
IFU) - FOlleyen < (@ +20)]u = tllye  fir alle u,v € Co(E, E)

folgt. Wegen a + 2\ < 1 folgt die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes von F' aus
dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.
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Bemerkung 3.30. (i) Der obige Beweis zeigt, dafi es genau eine topologische Konju-
gation h von T nach T + g gibt, welche h — 15 € Cy(E, E) erfillt (falls natirlich
die Lipschitzkonstante von g hinreichend klein ist).

(ii) Wenn es g € C*(E,E),1 < k < oo, so gilt, ist es natiirlich zu erwarten, daf
die topologische Konjugation von T + g nach g auch die entsprechenden Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften hat, d.h. daf T + g und T C*-konjugiert sind. Dies
st jedoch im allgemeinen nicht richtig. Fir weitere Untersuchungen in dieser
Richtung sei auf Hartmann verwiesen.

Zur Lokalisierung des obigen Linearisierungssatzes benotigen wir das folgende

Lemma 3.31. Es sei F ein beliebiger normierter Vektorraum, und ro, : F — B(0, «)
set die radiale Retraktion:

= firfall <o

Dann ist r,, gleichmsig Lipschitz stetig mit der Lipschitzkonstanten 2.
Beweis: Fiir ||z]| > a > ||y| gilt

Ira(2) = ra()ll = |ellel ™z — yl| < alle| ™z = yll + [[allz] "y — =]
=< llz =yl + l=] gl (=]l — a)
=< [l =yl + [lz] = [lyll < 2|z = yl|

Sind ||z|| > o und ||y|| > «, erhalten wir

Irallzll = ra(@)ll = ladlzll~ 2 — ally|~y|
< allz| =z =yl + allyll - Il =y~
< lz =yl + [zl = lylll <2[|lz = yl|

Hieraus folgt die Behauptung. q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun das Hauptresultat dieses Abschnittes
beweisen. Dazu erinnern wir daran, daB E ein endlichdimensionaler Banachraum ist,

dafl 2 offen ist in F und daf$ f € C1(Q, E) gilt.

Satz 3.32 (Grobman, Hartmann). FEs sei x¢ ein hyperbolischer kritischer Punkt von
®¢. Dann sind ®y|,, und e/'@)|y isochron fluiquivalent.
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Beweis: (i) Da die Translation offensichtlich eine isochrone FluBdquivalenz darstellt,
konnen wir 0.B.d.A. zy = 0 annehmen. Fiir alle A > 0 existiert ein a > 0 mit || f'(x) —
f(0)]] < 2 fiir alle z € B(0, ). Aufgrund des Mittelwertsatzes ist die Funktion z +—
f(z)— f'(0)z auf B(0, a) Lipschitz stetig mit der Lipschitzkonstanten 4. Wir definieren
g € Cy(E, E) mittels der radialen Retraktion r, : E — B(0, ) durch

9= (f—f(0)ora.
Wegen dem vorangehenden Lemma ist g Lipschitz stetig ist mit der Lipschitzkonstanten
A. Mit A= f'(0) € L(E) gilt

(A+9)lBo.0) = flB0.0)-
Ist @444 der von A + g auf E erzeugte Fluf}, so stimmt ® 4, auf B(0, ) also mit ®;
{iberein. Es geniigt also zu zeigen, dafl ® 4., und e isochron fluBiquivalent sind.
(ii) Mit g ist auch A + ¢ Lipschitz stetig ist. Also ist ® 44, nach Satz 1.40 (v) ein
globaler Flufi. Wegen & = Az + g(x) folgt aus der Variation der Konstanten
t
Dy, (t,x) = o+ /e(t_T)g(q)A+g(T, x))dr fiir alle t € R.
0

Hieraus ergibt sich
t

[@a1g(t,2) = Pasy(t, )l < M|z —y[| + /6“_7)”’4IIA [Pasg(T,2) = Pary(T,y)| dr
0

fiir t > 0 und z,y € E. Nach Multiplikation dieser Ungleichung mit e~*4l erhalten wir
mithilfe von Lemma 1.62 die Ungleichung

[P asg(t, ) — Parg(t,y)]| < [l — ylle™AD fiir alle 2,y € E und t > 0.
¢

Wegen g € Cy(E, E) erhalten wir [P asy(t,z) — ez < gl /et_TlnA”dT

0
fir t € R und =z € FE, also Day(t,) — e € Cy(E,E) fiir alle t € R.
Schlieflich folgt

t
(@l — e (2) = (Pasy(t,) — ()] < /e””A”Al@Aw(T: ) = Paty(7,y)lldr
0

¢
< ||z — y|etl Al /6)\Td7' = ||z — y||e!! (M —1) fiart>0und z,y € E.
0
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(iii) Da 0 nach Voraussetzung ein hyperbolischer kritischer Punkt ist, ist o(A) NiR =
(. Also folgt aus Lemma 3.26, da8 T = e” ein hyperbolischer Automorphismus von
E ist. Da wir A beliebig klein wihlen konnen, folgt, dal die Lipschitzkonstante von
g = o +g — T beliebig klein gemacht werden kann. Da g € Cy(E, E) gilt, konnen
wir nach dem Hartmannschen Linearisierungssatz annehmen, da§ 7" und ®4,,(1,-) =
T + g topologisch konjugiert sind. Wir wissen auflerdem, dafl es genau eine topologische
Konjugation ¥ von T" nach ®444(1,-) gibt mit ¥ — 15 € Cy(E, E).

Aus WoT =®,,,(1,-) 0V folgt fiir jedes t € R (mit 7% = e'4)

(I)A-i-g(l» ) © ((I)A-i-g(tv ) oWo T_t) = (I)A+g(t> ) © (I)A-i-g(lv ) oWoT™

=Py, )oVoToT™
= (Papy(t,")oWoT " )oT.

Also ist P 444(t,-)oWoT " eine topologische Konjugation von T nach ®44,4(1, -). Wegen
Pug(l,)oWoT ™ —1g=(Pay,(t,") —T)oVoT "+T o (¥ —1g)oT"

folgt wegen @4, ,(t, ) — et € Cy(E, E), da ® 4, 4(t,-) oW o T7" —1p € Cy(E, E) gilt.
Also ist D44 ,4(t,-) o W o T~ = ¥ und somit ®a,,(t,-) o ¥ = Vo e fiir jedes t € R,
d.h. @4, und e sind isochron fluBiquivalent. q.e.d.

3.5 Stabile Mannigfaltigkeiten

Der obige Satz besagt, daf in der Ndhe eines hyperbolischen kritischen Punktes x( das
Phasenportrét des Flusses ® die gleiche topologische Struktur wie das Phasenportrét
der Linearisierung in der Né&he von 0 hat. In Analogie zum stabilen Untervektorraum
E, bzw. instabilen Untervektorraum £, eines linearen Flusses definiert man die stabile
Mannigfaltigkeit W (zo) bzw. die instabile Mannigfaltigkeit W, (z¢) von ®; in z, als

Ws(xo) = {z € E |t — @f(t, ) existiert fiir ¢t € [0, 00) und tlim Qs(t,x) = x0}
Wy(zo) ={x € E |t — D(t, ) existiert fiir t € (—o0,0] und ltlim Q(t,x) = 20}
Offensichtlich gilt xy € W(zo) N W, (z9). Wir wollen nun zeigen, daf}; in der Néhe von
xg, die Mengen Wy(zo) und W, (zo) tatsichlich differenzierbare Untermannigfaltigkei-

ten von FE sind, die sich in xy transversal schneiden, und dafl die Tangentialrdume an
W(xg) bzw. W, (x¢) parallel zu E; bzw. FE, sind:

TIOWS(JI()) =29 + Es TxOWu(xO) = X + Eu
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Zum Beweis dieses Sachverhaltes betrachten wir wieder Homéomorphismen von E auf
sich. Ist h : E — E ein Homéomorphismus mit A(0) = 0, so nennen wir die Menge

Wo:={x € E|h"(xz) — 0 fiir n — oo}

die stabile Menge von h in 0, wobei A" die n-fache Iterierte von h bezeichnet. Analog
definiert man die instabile Menge von h in 0 durch

Wew ={z € E|h"(z)— 0 fir n — oo},

wobei h™" := (h™!)" gesetzt ist. Offensichtlich gehen W, und W, ineinander iiber,
wenn wir h durch h=! ersetzen. Folglich geniigt es, Wy zu betrachten.

Sei T' € L(F) invertierbar und hyperbolisch, und E = Ey ® Eo.,T = Ty ® Tx sei
die oben eingefiihrte Zerlegung in den stabilen und den instabilen Untervektorraum.

Satz 3.33. Sei g : E — E Lipschitz stetig mit g(0) = 0. Besitzt g eine geniigend kleine
Lipschitzkonstante, so existiert eine eindeutig bestimmte gleichmdflig Lipschitz stetige
Funktion h : Ey — E, so daff der Graph von h die stabile Menge Wy von T + g
in 0 ist. Gehort g in einer Umgebung von 0 zur Klasse C*,1 < k < oo, so auch die
Funktion h. In diesem Fall gibt es eine Umgebung V von 0 in Ey, derart, daf

Wy = {(z,h(x)) |z € V}
eine C*-Mannigfaltigkeit ist. Gilt auferdem ¢'(0) = 0, so ist TyWY = Ej.

Beweis: Es sei
By ={u:N— E | u(k) — 0 fir k — oo}.

Offenbar ist By ein abgeschlossener Untervektorraum des Banachraums B(N, E) al-
ler beschrénkten Folgen in £ mit der Supremumsnorm || - ||. Also ist By selbst ein
Banachraum mit der Supremumsnorm. Es sei

Wy = {u € By | u(k) = (T + g)*2 fiir ein z € E und alle k € N}.
Dann gilt offensichtlich Wy = {u(0) | u € Wy}. Ferner ist
ueWysuk+1)=(T+g)(u(k)) fir alle k € N.
Mit den Projektionen Fy : F — Ey und P, : E — E. ist das dquivalent zu

Pou(k + 1) = To Pou(k) + Pog(u(k)) Poou(k + 1) = Too Pou(k) + Poog(u(k)), und

Poulk + 1) = TyPyu(k) + Pog(u(k)) Pu(k) = T2 Pau(k + 1) — T2 Pog(u(k))
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fiir k € N. Setzen wir fir x € E und u € By:

ToPou(k — 1) + T ' Poou(k + 1) + Pog(u(k — 1)) — To' Poog(u(k))

F(x,u)(k) = {P0$ + T2 (Psou(1) — Paog(u(0))) fiir k = 0,

so sehen wir, dafl x € Ey genau dann zu Wy gehort, wenn u ein Fixpunkt von F(z,-) in
By ist. Wie im Beweis des Hartmannschen Linearisierungssatzes sei fiir ein 2\ < 1 — «

max{[|To||, |7} < o < 1 max{[|Rol|, [|P][} <1 llg(z) — g)]| < Az — o

fiir alle z,y € E. Aulerdem benutzen wir in By die dquivalente Norm

1
[ull 5 = max{[| Poul|oo, || Pootil|oo } mit o f[ullo < Jlulls < fluflo

fiir alle u € By. Fiir x € E und u,v € By erhalten wir die Abschéitzungen

1F(z,u) = F(z,v)[[p < (o + 2X)[Ju =[5
1F (2, w)(B)]| < (a+ Mlulk = DIl + aA[[u(B)]| + efulk + D[] fir k> 1.

Es folgt, dafl F(z,-) den Banachraum By in sich abbildet, und F(z,-) : By — By eine
Kontraktion mit der von z € E unabhingigen Kontraktionskonstanten a + 2\ < 1
ist. Der Banachsche Fixpunktsatz impliziert die Existenz eines eindeutig bestimmten
Fixpunktes U(x) von F(z,-) in By. Aus der Abschétzung

V@)~ Ut ls = | P, Ul) ~ Py, U]
< [P, U() ~ Fe.U@)ls + Fla.Uw) - F@.Uw) s
< (o + 2X)|U(x) ~ Ulw)lls + | Pox — Poyl]  folet

V() - Ul < =00

h(z) = P,oU(z)(0)  fiir alle z € Ej.

fiir alle z,y € E Wir setzen nun

Dann bildet A den Raum Ej Lipschitz stetig in F., ab, und
Wy = {x,h(x)) | x € Eg} = graph(h).
Wir bezeichnen mit S, 5_1 : By — By die “Verschiebungsoperatoren”

u(k —1) fir alle k € N\ {0}

(S_1u)(k) = u(k + 1) fiir alle k € N (Syu)(k) = {0 fir ke — 0.
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Offensichtlich sind S_; und S; stetig mit  max{||S_1|5, |||} < 1.
Schliellich definieren wir G : By — By durch

G(u)(k) = g(u(k)) fir alle k € N.

Gilt dann g € C*(Bg(0,0), E) fiir ein f > 0 und ein k € N* U {00}, so folgt G €
C*(Bpg, (0, 3), By) und fiir ¢’(0) = 0 auch G’(0) = 0. Mit dem “Einheitsvektor” ey =
(1,0,...) € By kann F(x,-) in folgender Form geschrieben werden:

F((L’, ) = (P()[E)e() + TOPO(Sl + G o} 51) + Tozlpoo(s—l — G)
Mit H(z,u) = u — F(z,u) erhalten wir H € C*(E x Bp,(0, 3), By)
0H

K - ]lBo - %(O, 0) = T()P()Sl + T;DIPOOS,L

Mithilfe von max{||S_1||5, ||S1]|s} < 1 folgt die Abschitzung
1Kl < a < 1.

Dann ist 22(0,0) € L(By) invertierbar. Wegen H(0,0) = 0, und da fiir jedes = € E
das Element U(z) € By eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

H(z,u) =0

ist, folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen daf§ in einer Umgebung von = = 0
die Funktion
Ey — By, x+—Ulx)

zur Klasse C* gehort. Da die “Evaluationsabbildung” By — E, u +— u(0) offensichtlich
linear und stetig ist, ist die Funktion h : EFy — E in einer Umgebung V" von 0 in der
Klasse C*. Folglich ist W} als Graph einer C*-Funktion eine C*-Mannigfaltigkeit der
Dimension dimg E£y. Da durch

Voxrw (z,h(x)) € E

eine Parametrisierung von W\ gegeben wird, ist der Tangentialraum T,W," das Bild
von Fy unter (1g, x A'(0) in Ey X E,, wobei wir 0.B.d.A. K = R annehmen konnen.
Durch Differenzieren der Identitdt H(z, U(z)) = 0 im Punkt = = 0 folgt

OH OH o .
OH

U'(0) € L(Ey, By) und %(0,0)5 = —(Py)ey fiiralle ¢ € E.
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Wir erhalten Po22(0,0)¢ = 0 und mit der Definition von K und Anwenden von P
PU(0) = T 'S 1U'(0) = 0, d.h. Po(U'(0)x)(k) = THU'(0)2) (k + 1)
fiir alle k € N und x € Ey. Hieraus folgt
| P U (0)2)(R)]| < all Pl () (g5 ol fir alle & € N
1 PocU" (0] c(80.80) < tll PocU" (0)l| 220, 0)

d.h. P,,U'(0) =0, da a < 1 ist. Wegen h/(0)§ = Py (U'(0)£)(0) fiir alle £ € Ejy erhalten

wir A/(0) = 0 und somit die Behauptung. q.e.d.
Ist V eine Umgebung eines kritischen Punktes z des Flusses ®¢, so definieren wir

die lokalen stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten von ®; in xy bzgl. V' durch

WY (w0) = {x € Wi(zg) | ®4(t, ) € V fiir t > 0}

WY (x0) = {z € Wy(zo) | @4(t,2) €V fiir t < 0}.
La. gilt WY (z0) # Wy(zo)NV und W)Y (x4) # W, (20) V. Nach diesen Vorbereitungen
konnen wir den angekiindigten Satz iiber die lokalen stabilen und instabilen Mannig-
faltigkeiten beweisen, der im Wesentlichen auf Hadamard und Perron zuriickgeht.

Satz 3.34. Es sei Q) C E eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
Banachraums und f € C*(Q, E) fiir ein k € NU{oc}. Ferner sei zy ein hyperbolischer
kritischer Punkt des von f erzeugten Flusses ®¢. Dann gibt es eine Umgebung V' von
zo, derart, daff W (x) C*-Mannigfaltigkeiten sind. Auferdem gilt

T WY (20) = 20 + By und Ty WY (10) = 20 + E,,
Wobei Ey und E,, die stabilen und instabilen Untervektorrdiume von etf'(*0) gind.
Beweis: O.B.d.A. konnen wir o = 0 annehmen. Wir setzen wieder
g="(f—=f(0)ora,

wobei 7, : E — B(0,a) die radiale Retraktion bezeichnet. Dann ist g gleichméiBig
Lipschitz stetig, g(0) = 0, und g € C*(B(0, a), E) mit ¢’(0) = 0. Durch geeignete Wahl
von a > 0 wird die Lipschitzkonstante von g beliebig klein. Mit A = f/(0) € L(E) gilt

(A+9)lBo.0 = flBO.W>

Also stimmt auf B(0,«) der von A + g erzeugte globale FluB8 ®,4,, mit dem von f
erzeugten FluB ®; iiberein. Wir setzen nun 7' = e. Dann ist T" ein hyperbolischer
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Automorphismus, und wie im Beweis vom Satz von Grobman und Hartmann folgt,
dal § = ®444(1,-) — T global Lipschitz stetig ist, wobei die Lipschitzkonstante von g
durch geeignete Wahl von « beliebig klein wird. Aulerdem gehort g in einer Umgebung
von 0 zur Klasse C*. Offensichtlich ist §(0) = 0, und da %@A+g(-, 0) die Losung des
Anfangswertproblems fiir die linearisierte Gleichung

= (At g (@arg(t.0)z 2(0) =1

ist, folgt aus ®444(£,0) = 0 und ¢'(0) = 0, daB 6%<I>A+g(t,0) = et also §'(0) = 0, gilt.
Folglich erfiillen T" und g die Voraussetzungen des vorangehenden Satzes. Somit ist die
stabile Menge Wy von ®4.,(1,-) = T + § als Graph einer global Lipschitz stetigen
Abbildung h : Ey — FE., darstellbar. Aulerdem gibt es eine Umgebung V) von 0 in Ej
mit h € C*(Vp, E), derart, daf

Wy = {(z,h(z)) € E |2z €V}

eine C’“—Mannigfal‘gigkeit mit TOWOV © = Fy = FE ist. Wir behaupten nun, dal W, =
W,(0) gilt, wobei W(0) die stabile Mannigfaltigkeit von ®4,, im Punkt 0 ist. Da aus
tlim Dayq(t,x) = 0stets Dap,(k,x) — 0 fiir & — oo folgt, ist W,(0) C Wy. Zum Beweis

der umgekehrten Inklusion bemerken wir, dal zu jedem e > 0 ein 6 > 0 existiert mit
|Paty(t, )] <efiir [t| <1 und |z]| <.

Andernfalls gébe es fiir ein € > 0 eine Folge (tg,xy) in [—1,1] x F mit 2 — 0 und
|®atq(tr, z1)| > €. Durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge kénnten wir ¢, — £ €
[—1, 1] annehmen, was ||®44(f,0)]| > € implizierte, im Widerspruch zu ®4,(-,0) = 0.

Es sei € > 0 beliebig und es gelte limy_.o, ®f(k,z) = 0. Dann existiert ein k(e) € N
mit || Paq,(k,x)|| < B fir k> k(e), wobei § > 0 wie oben gewihlt ist. Also folgt

[@asg(t, )| = [ @asglt — ke @y, 2))| < € fir ¢ > k(e) und ¢ € [k, & + 1),

d.h. ©4.4(t,2) — 0 fiir ¢ — oo, und somit Wy C W,(0).
Nach dem Beweis von dem vorangehenden Satz ist h(x) = P, U(x)(0) fiir x € Ey,
wobei die Funktion
E— By, yw U(y)

stetig ist, in y = 0 verschwindet und U(y)(k) = (T + §)"(y) = ®ay4(k,y) fiir alle k € N
erfiillt. Also existiert zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

{(z, h(x)) [lz]] <0} C{y € Wo | [|Patg(k,y)ll < e fiir alle k € N}.
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Aus [[®a44(t )] < e fiir [t] < 1 und [z] < § folgt wie im Beweis der Inklusion Wy C
Ws(0), daBl wir zu vorgegebenem e > 0 die Zahl § > 0 so wihlen konnen, dafl

{(z, h()) [ =]l <0} C{y € Wo | [|Pary(t,y)l <€ fiiralle ¢ € N}.

gilt. Wegen W, = W,(0) existieren also Nullumgebungen V in E und V C V; in E
mit W(}A/ C WY (0). Da in der Nithe von 0 die Fliisse itbereinstimmen, konnen wir V' so
klein wihlen, daB WY (0) = WY (0) gilt. Insbesondere ist WY (0) € Wy, und da Wy der
Graph einer auf Ej definierten Funktion ist, gilt WY (0) C WS/ ¢ fiir eine geniigend kleine
Umgebung V von 0. Also ist W} (0) eine C*-Mannigfaltigkeit mit T,,, W} (0) = E,. Die
Behauptung fiir W, (0) folgt nun durch “Zeitumkehr”. g.e.d.



