Kapitel 1

Mengen und Abbildungen

1.1 Mengen

Georg Cantor (1845-1918) hat den Begriff der Menge definiert als ,eine Zusammen-
fassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen“. Diese Objekte werden Elemente der Menge
genannt. Um ein Objekt a als Element der Menge A zu kennzeichnen, schreiben wir
a € A. Ist a dagegen kein Element der Menge A, so schreiben wir a ¢ A.

Wir kénnen Mengen dadurch beschreiben, dass wir alle ihre Elemente angeben, also
z.B. ist

A= {a}

die Menge, die nur das Element a enthélt und B
B ={a,b,c}

die Menge, die drei Elemente a,b und ¢ enthélt. Dabei kann auch ein Element einer
Menge wieder eine Menge sein:

C ={a{a}}.
M = {z € X | x hat die Eigenschaft p} oder nur M = {z | z hat die Eigenschaft p}

bezeichnet die Menge aller Elemente = (von der Menge X)), die die Eigenschaft p haben ]
A ist eine Teilmenge von B, wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind.
In Symbolen A C B.

1 Bei dieser Beschreibung muss man allerdings Vorsicht walten lassen, um die Russellsche Antinomie
zu vermeiden. La8t man ndmlich die Menge aller Mengen zu, die sich nicht selbst als Element enthalten,
so wird nicht entscheidbar, ob diese Menge sich selbst als Element enthilt oder nicht. Als Ausweg
wird in der axiomatischen Mengenlehre die Frage, ob eine Menge Element einer Menge ist, nicht in
allen Fillen als sinnvoll zugelassen.
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1.2 Operationen von Mengen

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge A U B aller Elemente, die in
mindestens einer der beiden Mengen A und B enthalten sind. Der Durchschnitt zweier
Mengen A und B ist die Menge A N B aller Elemente, die sowohl Element von A als
auch Element von B sind. Die Differenzmenge A\ B ist die Menge aller Elemente von
A, die nicht Element von B sind. Das kartesische Produkt der Mengen A und B ist die
Menge aller geordneten Paare (a,b) von Elementen von A und B.

Ax B={(a,b) |a € Aund b€ B}

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M. Dabei
ist die leere Menge () stets ein Element der Potenzmenge.

z.B. P({a,{a}}) = {0, {a}, {{a}} {a, {a}}}.

Wenn wir nur Teilmengen einer vorgegebenen Menge M betrachten, dann wird fiir
eine solche Menge A € P(M) die Menge M\ A auch als das Komplement A bezeichnet.
Diese Operationen erfiillen die folgenden Regeln:

(Idempotenz) AUA=A ANA=A
(Kommutativitét) AUB=BUA ANB=BnNA
(Assoziativitit) AN(BNC)=(ANnB)NC AUu(BUuC)=(AuB)UC
(Distributivitdt) ~AN(BUC) = (ANB)U(ANC) AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
)

(de Morgan (AN B)° = A°U B¢ (AUB)° = A°N B¢

ACAUB ANBCA
Auphp=A AND=10
A\NA=10 A\D=A
(A = A ACB<+<= B°C A°

(ACBund BC A) = A=B
AuB=1EB = ACB
ANB=A = ACB
(ACCund BC(C) = (AUB)CC
(CCAund C C B) = Cc(ANB)

AxDP=0xA=0

(AxC)U(BxC)=(AUB)xC (AxC)N(BxC)=(ANB) xC.
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1.3 Relationen

Als Relationen auf einer Menge bezeichnet man Aussagen iiber mehrere Elemente der
Menge, die entweder wahr oder falsch sind. Wir wollen hier nur Aussagen iiber zwei
Elemente einer Menge A betrachten. Jede solche Relation beschreiben wir durch eine
Teilmenge R aller geordneten Paare in A x A, in der wir alle die Paare zusammenfassen,
fiir die die Aussage der Relation wahr ist. Wir sagen dann, dass (a,b) € A x A diese
Relation erfiillt, wenn (a,b) zu der Teilmenge R gehort. Andernfalls erfiillt (a,b) die
Relation nicht. Wir fiihren jetzt folgende Eigenschaften einer Relation ein:

Reflexivitat: fiir alle a € A erfiillt (a,a) die Relation.
Symmetrie: falls (a,b) die Relation erfiillt, dann auch (b, a).

Transitivitdt: falls (a,b) und (b, ¢) die Relation erfiillen, dann auch (a, c).

Definition 1.1. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

Eine Aquivalenzrelation definiert dann sogenannte Aquivalenzklassen. Fiir jedes
a € A ist die Aquivalenzklasse [a] von a die Teilmengen aller Elemente b € A, so
dass (a,b) die Relation erfiillt. Die Transitivitdt impliziert, dass fiir jedes Element
b € [a] die entsprechende Aquivalenzklasse [b] eine Teilmenge von [a] ist. Wenn zwei
Aquivalenzklassen [a] und [b] beide ein Element ¢ € A enthalten, dann sind wegen der
Symmetrie sowohl a als auch b in [¢] enthalten. Also ist [a] C [¢] C [a] und [b] C [¢] C [b].
Damit gilt [a] = [¢] = [b]. Also sind zwei Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder
gleich. Wegen der Reflexivitit ist jedes Element in einer Aquivalenzklasse enthalten.
Also zerfillt A in eine disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen, d.h. jedes Element
von A gehért zu genau einer Aquivalenzklasse.

1.4 Abbildungen

Eine Abbildung f : X — Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x von X
genau ein Element f(x) aus Y zuordnet:

f:X=Y oz f(x)

Die Menge X der Argumente wird Definitionsbereich genannt und die Menge Y, in
denen die Abbilde liegen, Wertebereich. Das Bild einer Teilmenge A C X ist die Teil-
menge aller Elemente y des Wertebereichs Y, die Abbild eines Arguments in A sind:

Bild f[A]={y € Y | 3z € Amit f(z) =y}. 3 steht fiir “es gibt (mindestens) ein”



10 KAPITEL 1. MENGEN UND ABBILDUNGEN

Definition 1.2. Fine Abbildung f: X — Y, x+— f(x) heifst

(1) injektiv, wenn je zwei verschiedene Elemente x,z" € X auch auf verschiedene Ele-
mente von Y abgebildet werden:

Vo, 2" € X folgt aus x # 2’ auch f(x) # f(2'). ¥ steht fir “fiir alle”

(ii) surjektiv, wenn das Bild f[X] der ganze Wertebereich Y ist.
VYyeY dreX mit f(z)=uy.

(iii) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Fiir jede Teilmenge B C Y ist das Urbild von B unter f die Menge aller Elemente
von X, die nach B abgebildet werden:

Bl ={xeX | f(z) € B}.

Fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y, 1z — f(z) besteht fiir jedes y € Y das Urbild
S {y}] nur aus genau einem Element. Also existiert auch die Umkehrabbildung

Y = X0y f(y) mit f{yd = {7 ()}
Offenbar gilt dann f~!(f(z)) = z fiir alle z € X und f(f~*(y)) =y fiir alle y € Y.

1.5 Komposition von Abbildungen
Seien f : X - Y, o+~ f(z)und g: Y — Z, y — ¢(y) Abbildungen, dann definiert
gof:X —Z x> g(f(x)) die sogenannte Komposition (Verkettung) von f und g.

Satz 1.3. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fir Abbildungen f :
X=>Y oo flx), g:Y—=>Z y—gly) undh:Z —V, z+— h(z) gilt

ho(gef)=(hog)of.

Sei f: X =Y, xw— f(x) eine Abbildung und seien 1x : X — X, x — z und
1y : Y =Y, y — y die identischen Abbildungen von den Mengen X und Y . Dann gilt

Jolx=f=1lyof=f

Ist die Abbildung f bijektiv, dann gilt auch foft=1y und f'of=1x.
Beweis: (ho(gof))(x) =h(g(f(x))) = (hog)o f(z) VreX
folx(x) = f(z) = (Ly o f)(x) VeeX
fof™y=ff"y)=y=1r(y) Vyey
flof(x)=f1(f(2)) =2=1x(x) Vo e X. q.e.d.



Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.1 Axiome von angeordneten Korpern
Zunachst charakterisieren wir angeordnete Korper durch folgende Axiome:

A1. Axiome der Addition
A2. Axiome der Multiplikation
A3. Distributivgesetz

A4. Ordnungsaxiome

Die reellen Zahlen werden spéter als der eindeutige angeordnete Korper charkterisiert,
der zusétzlich das A5. Vollstandigkeitsaxiom erfiillt.

A1l. Axiome der Addition 2.1. FEs gibt eine Operation
+: RxR—=R, (z,y)—x+y mit

(i) Kommutativgesetz: x +y =y + x fir alle v,y € R.

(i) Assoziativgesetz: x + (y + z) = (x + y) + z fir alle z,y,z € R.

(iii) Ewistenz der Null: es gibt eine Zahl 0 € R mit x +0 = z fiir alle z € R

(iv) Ezistenz des Negativen: zu jedem x € R gibt es ein —x € R mit x 4+ (—z) = 0.

A2. Axiome der Multiplikation 2.2. Es gibt eine Operation
RxR—=R, (z,y)—x-y mit

(i) Kommutativgesetz: x -y =y - x fir alle v,y € R.
(i) Assoziativgesetz: x - (y - z) = (z-y) - z fir alle z,y,z € R.

(iii) Ewistenz der Fins: es gibt eine Zahl1 € R;1# 0 mit x - 1 = x fir alle x € R

11
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(iv) Ezistenz des Inversen: zu jedem x € R\ {0} gibt es ein ™' € R mit x -2~ = 1.
A3. Distributivgesetz 2.3.
r-(y+2)=(x-y)+(x-2)=x-y+x-2 firalex,y,z€R.

Definition 2.4. Allgemein heifst eine Menge K, die die Axiome A1-A3 erfillt Korper.
Fiir Korper gelten daher auch alle Folgerungen aus A1-A3. Es gibt viele Korper.

Beispiel 2.5. Der kleinste Korper besteht aus zwei Elementen Zs = {0,1}. Die Ope-
rationen + und - sind dann definiert durch:

0+0=0 0+1=1 0-0=0 0-1=0
1+40=1 1+1=0 1-0=0 1-1=1

Zeige dass diese Definitionen von + und - auf Z, die Axiome A1-A3 erfiillen und
umgekehrt durch A1-A3 eindeutig bestimmt sind. In R soll aber 1 +1 = 2 # 0
gelten, so dass wir noch weitere Axiome benotigen um den Korper der reellen Zahlen
zu charakterisieren.

Wir beniitzen folgende Abkiirzungen:

r—y=z+(-y) wy=x-Yy —zy = —(z-y) Vr,y € R
1
— =gt y:y-x_l Ve R\{0},y eR
x x
rt+ytz=x+y+z2) axyz=x-(y-2) zy+z=(x-y)+=2 Vo,y,z € R

Satz 2.6. (Folgerungen aus A1)
(i) Fallsx+y=x+z, danny =z
(ii) Fallsz+vy ==, danny =0
(iii) Fallsx+y =0, danny = —x
(iv) —(=z) ==

Bemerkung 2.7. (i) heifit Kirzungsregel.
(ii) zeigt, dass die Null eindeutig durch die Figenschaft x + 0 = x bestimmt ist.
(iii) zeigt, dass das Negative (—x) eindeutig durch x + (—x) = 0 bestimmt ist.
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Beweis: (i) Sei z +y = = + 2, dann folgern wir

y=y+0 =0+y =(x—x)+y
=(-z+2)+y) =-zr+(x+y =—-a+@+2) =(-z+z)+=z
=(x—x)+=z2 =0+=z =2z+0 = z.

(ii) Sei x + y = x, dann gilt x + y = = + 0. Also folgt aus (i) y = 0.
(iii) Sei z +y = 0, dann gilt = +y = x + (—x). Also folgt aus (i) y = —=.
(iv) —z +x =2+ (—z) = 0. Also folgt aus (iii) z = —(—=). q.e.d.

Satz 2.8. (Folgerungen aus A2)

(i) Falls x # 0 und vy = xz, dann y = 2

(i) Falls x #0 und xy = z, dann y =1

(iii) Fallsz #0undx-y=1, danny = x~!
(iv) Fallsx #0 und 27 # 0, dann (z7') ' =2

Bemerkung 2.9. Die Folgerungen sind analog zu denen aus Al. Wieder heifit (i)
Kiirzungsregel, (ii) impliziert wieder die Eindeutigkeit der Eins und (iii) die Findeu-
tigkeit des Inversen.

Beweis: (i) Sei  # 0 und zy = xz, dann folgern wir

y=1ly= <xé)y= (%x)yzi(fﬁy)Z%W):( ) (:c

(ii) Sei x # 0 und xy = =, dann gilt zy = = - 1 Also folgt aus (i) y
(i

SHE

=1.
(iii) Sei z # 0 und xy = 1, dann gilt xy = z - =1, Also folgt aus (i) y
(iv) Sei z # 0. Dann ist x_lx = zx~! = 1. Also folgt (iv) aus (iii). q.e.d.

Satz 2.10. (Folgerungen aus A1-A3)

(i) z-0=0 fir alle . Insbesondere gilt x=* # 0 fiir alle x # 0.
(ii) z-y=0<=2=0 oder y =0

(iii) (—2)y = —zy = 2(-y).

(iv) (-1) -z =—x

(v) (=2)(=y) = zy

(vi) z # 0,y # 0 dann (zy) ™' =y~ lz71.
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Bemerkung 2.11. Die Null hat kein multiplikatives Inverses, sonst wdire wegen (i)
0=0-0""=1. Daraus und aus (i) wirde v =x-1=z-0=0 fiir alle z folgen.

Beweis: (i) z-0+2-0=2-(0+0) =x-0. Aus (ii) von Satz 2.6l folgt dann z -0 =10
(ii) Sei z -y = 0 und z # 0. Dann gilt wegen (i)

1 1 1
yzy-1=1-y=<—-:ﬂ)-y=— (@-y)=--0=0.
T T X

Wegen der Kommutativitit folgt aus (i) auch die Umkehrung 0 -y =x -0 = 0.

(iii)) 0=0-y= (z+4 (—2))y = 2y + (—x)y. Aus (iii) im Satz 2.0l folgt dann

(—2)y = —2y = —yx = (—y)z = 2(—y).

(iv) Setze in (iii) z = 1.

(v) Wegen (iii) und (iv) im Satz 26l gilt (—z)(—y) = —(z - (—y)) = —(—2y) = xy.
(vi) 1 = ay(zy)~! = (zvy) tzy = ((zy)~ 1:5) = y((zy)'z). Wegen Satz 2.8 (iii) folgt
y = () e =y e = ((wy) )t = (ay) (e = (2y) q.e.d.

A4. Ordnungsaxiome 2.12. Es gibt eine Relation < in R mit drei Figenschaften:

(i) Totalitit der Ordnung: Fir je zwei reelle Zahlen x,y € R gilt genau eine der drei
folgenden Relationen x <y oder x =y oder y < x.

(ii) Transitivitit: v <y undy < z = v < 2

r+c<y+4c firalleceR

(iii) Monotonie: v < y =
r-c<y-c fir alle0 <ceR
Definition 2.13. Ein Korper, der das Aziom A4 erfillt, heifit angeordneter Korper.

Die rationalen Zahlen sind ein angeordneter Korper, und jeder angeordnete Korper
enthélt die rationalen Zahlen als Unterkorper. Wir benutzten folgende Abkiirzungen:

r>y<=—y<c r<y<= (r<yoderx=y)<y>uz.
Satz 2.14. (Folgerungen aus A1-A4)
i) 0<z=—2<0undz<0= —2>0
(i) z<y<—=0<y—=zx
(iii) r <y unda < 0= ya < za

(iv) 2 £40=z-2=22>0
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(v) 2>0=1>0
: 1 1
(vi) <z <y=0<, <y

Bemerkung 2.15. Da 1-1 =1 folgt aus (iv) 1 > 0. Dann folgt aus (i) —1 < 0. Also
gilt —1 < 2? fiir jedes x € R. Also gibt es keine reelle Zahl x mit x*> = —1.

Beweis: (i) Sei 0 < 2. Dann folgt mit Monotonie 0 + (—z) < x + (—z), also —x < 0.
Sei < 0. Dann folgt mit Monotonie x + (—z) < —z also auch 0 < —uz.

(ii) Sei x < y. Dann folgt mit Monotonie x — z < y — x, also auch 0 < y — x.

Sei umgekehrt 0 < y — 2. Dann folgt mit Monotonie = < y.

(iii) Sei < y und @ < 0. Dann folgt aus (i) —a > 0. Also gilt wegen Monotonie
—za=1z-(—a)<y-(—a)=—ya<= 0 < za—ya <= ya < xa.

(iv) Sei z > 0. Dann folgt wegen Monotonie z* > 0 -z = 0.

Sei x < 0. Dann folgt aus (i) —z > 0 und mit Monotonie z? = (—z)-(—x) > 0-(—z) = 0.
(v) Sei 2 > 0. Dann ist 2 # 0 und £ % 0. Aus (iv) folgt < -+ > 0. Mit Monotonie folgt

damn i =z.1.150.1.1—9¢,
(vi) Sei 0 < 2 < y. Dann ist > 0 und y > 0 also wegen (v) auch 1 > 0 und i > 0.
Dann folgt mit Monotonie%:%-%-x<%-%-y:%-%-y:%. q.e.d.

Satz 2.16. (Arithmetisches Mittel) Seien x,y € R, dann gilt

r+y
r<y=r<—7— <y

Also liegt zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen immer eine weitere.

Beweis: Aus o < y folgt mit Monotonie z + = < x +y < y +y. Weil aber x + x =
x(1+1):2zund2:1+1>0folgtdann2x<:v+y<2yundx<mTJ’y<y q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.17. Es gelten auch folgende Regeln.:

(i) a<bundc<d=a+c<b+d

(ii) 0<a<bund0<c<d= ac<bd

(iii) ab > 0 <= entweder a > 0,b > 0 oder a < 0,b < 0

(iv) ab < 0 <= entweder a > 0,b < 0 oder a < 0,b> 0

Definition 2.18. (Betrag) Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist die reelle Zahl

x fallsz >0 <+<— 220>0 <+<— z>-—
|z = = max{z, —z}.

—r falsr <0 <+<—= 2u<0 <+— z<-—

x  fallsy <zx

) = V:L’, e R.
maxiz, y} {y falls y > x Y
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Aus der Definition folgt

|z >0 und |z =0<= 2z =0.
—lz] < x < || = z < |z|und —x < |z
| — z| = |z denn | — 2| = max{—z, z}.

Satz 2.19. (Figenschaften des Betrags) Fiir alle z,y € R gilt:
@A) |z| >0 und |z|=0<= 2 =0

(ii) |z -y = [z] - |y]

(iii) |z +y| < |z + y]

Beweis: (i) haben wir schon gesehen.

(ii) Wegen Satz (iii) und (v) &ndern sich beide Seiten nicht wenn wir x durch —z
bzw. y duch —y ersetzen. Fiir x > 0 und y > 0 ist die Aussage klar.

(iii) Zwei Félle: 2 +y > 0: |z +y| =2+ y < |z[ +y < |2] + |y| wegen Monotonie.
r+y<0:lzt+yl=—(x+y)=—-2—y<|z]|—y <|z|+|y| wegen Monotonie.q.e.d.

Korollar 2.20. llz] — |y|| < |z — vl

Beweis: 2| =z =y +y| < |z —y[+ || = [z| = [y| <[z —y|.
Vertausche x und y = |y| —|z| < |y —z| = |z —y|. Also gilt ||z| —|y|| < |x —y|.q.e.d.

Definition 2.21. (Abstand)
Der Abstand d(z,y) zweier Zahlen x,y € R ist die nicht negative Zahl d(x,y) = |z —y|.

Satz 2.22. (Eigenschaften des Abstands)
Der Abstand d: R x R - R, (x,y) — d(z,y) hat folgende Eigenschaften:

(1) d(z,y) >0 und d(z,y) =0<=zx =1y
(ii) d(z,y) = d(y, )
(iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) fir alle z,y,z € R.

Beweis: folgt aus den Folgerungen der Definition und Satz [2.19]
(i) |z —y|=lz—z4+z—y| < |z —z| + |z —y| q.e.d.

Definition 2.23. Sei M C R eine nicht leere Teilmenge von Zahlen.

(1) M heifst nach oben beschrinkt, falls es eine Zahl 5 € R gibt, so dass x < 3 fiir alle
x € M gilt. Dann heifit 3 obere Schranke von M.

(ii) M heifit nach unten beschrdankt, falls es eine Zahl o € R gibt, so dass o < x fiir
alle x € M gilt. Dann heif$st o untere Schranke von M.



