Kapitel 3

Stabilitit von dynamischen
Systemen

Es ist das Hauptziel dieses Kapitels, ein moglichst gutes Verstdndnis des qualitati-
ven Verhaltens des von einer gewohnlichen Differentialgleichung erzeugten Flusses in
der Nahe eines kritischen Punktes zu gewinnen. Diese Fragestellung steht in engem
Zusammenhang mit dem Langzeitverhalten, der sog. Stabilitétstheorie.

Zuerst beweisen wir das “Prinzip der linearisierten Stabilitat”, welches es erlaubt,
aus dem Spektrum des in einem kritischen Punkt linearisierten Vektorfeldes Aufschlufl
iiber die Ljapunovstabilitdt dieses kritischen Punktes zu bekommen. Im letzten Para-
graphen dieses Kapitels betrachten wir, in Analogie zur Klassifizierung linearer Fliisse,
hyperbolische kritische Punkte eines differenzierbaren Vektorfeldes. Wir beweisen den
Linearisierungssatz von Grobmann und Hartmann sowie den Satz iiber die lokalen
stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten.

3.1 Die Klassifikation linearer Fliisse

In diesem Abschnitt untersuchen wir zunéchst die Stabilitdt von dynamischen Syste-
men, die dem Fluss lineare Vektorfelder auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
E entsprechen. Solche dynamischen Systeme haben immer die Null als Fixpunkt. Wir
werden spéter sehen, dass in einer Umgebung von Fixpunkten, das Verhalten von all-
gemeineren dynamischen Systemen durch solche Systeme beschrieben werden kann.
Deshalb ist es sinnvoll sich zunéchst auf solche Systeme einzuschréinken. Die entspre-
chenden dynamischen Systeme sind dann durch einen linearen Fluss gegeben:

O(t,x) = ez, Ac L(E)
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102 KAPITEL 3. STABILITAT VON DYNAMISCHEN SYSTEMEN

Wir betrachten zuerst zweidimensionale reelle Systeme
i=Ar fir r€R* und A€ L(R?).

Aus dem ersten Kapitel wissen wir, daf§ die Losungen durch das Spektrum o(A) und
die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte charakterisiert sind und dafl wir sinn-
vollerweise A diagonalisieren bzw. auf Jordansche Normalform bringen:

=By mity=Px und B=P 'AP

und einem geeigneten invertierbaren P € £(R?) betrachten. Dazu miissen wir verschie-
dene Fille unterscheiden:

1. Fall: A hat reelle nichtverschwindende Eigenwerte verschiedenen Vorzeichens. In
diesem Fall ist A halbeinfach und es existiert ein invertierbares P € £(R?) mit

A0
_ p—1 _
B=P AP_(O ”), A<0<p.

Also wird der von B erzeugte Fluf e'Py (in y-Koordinaten!) durch
t— (My ey?)

gegeben. In diesem Fall sagt man, der Nullpunkt sei ein Sattel.

2.Fall: Alle Eigenwerte haben negative Realteile. Dann benutzen wir das Folgende
Stabilitatskriterium. In diesem Fall sagt man, der Nullpunkt sei eine Senke oder er sei
asymptotisch stabil.

Satz 3.1 (Stabilitatskriterium). Fir A € L(E) auf einem endlichdimensionalen Ba-
nachraum E konvergiert exp(tA) in L(E) im Grenzwert t — oo genau dann gegen
Null, wenn alle Eigenwerte (komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms)
von A negativen Realteil haben.

Beweis: Wir bringen A auf Jordansche Normalform. Weil alle Normen eines endlich-
dimensionalen Vektorraumes édquivalent sind, geniigt es die Aussage fiir die Jordansche
Normalform von A zu beweisen. Wegen Ubungsaufgabel.60 sind dann alle Losungen
von & = Az Linearkombinationen von x(t) = t"™ exp(t\)x, wobei A ein Eigenwert von
A ist. Weil |exp(tA)| = exp(tR(N)) gilt, konvergieren diese Losungen fiir ¢ — oo genau
dann gegen Null, wenn die Realteile von allen Eigenwerten negativ sind. q.e.d.
Wir betrachten nun verschiedene Unterfélle:
(a) Die Eigenwerte sind reell: A < ;1 < 0. Wenn A diagonalisierbar ist, dann folgt

-(62)



3.1. DIE KLASSIFIKATION LINEARER FLUSSE 103

Dann erhélt man y(t) = (eMy!, e'y?). Ist A nicht diagonalisierbar, dann mufl notwen-
digerweise A = p sein. So hat A die Jordansche Normalform

Al )
B—(O )\) mit A < 0.

Die Matrix P ist dabei reell P € L(R?), da A reell ist. Dann hat die transformierte
Gleichung y = By die Losungen y(t) = y1(t), y2(t)) mit

bi(t) = ae + e ya(t) = B

mit a, f € R. Man kann beispielweise (bei geeigneten Konstanten a und (3) y; = £ als
Funktion von y, = 1 ausdriicken. Dann erhalten wir

§=(a/B)n+ (1/A)nlog(n/B) mit A <O.

In allen diesen Fillen sagt man, 0 sei ein (stabiler) Knoten, wobei man im letzten Fall
oft von einem uneigentlichen Knoten und im Fall von B = diag(\, A) von einem Focus
spricht.

(b) Die Eigenwerte sind komplex: also konjugiert komplex, wie wir bereits wissen.
Ist Ac € £(C?) die Komplexifizierung von A € L(R?), so folgt aus Acz = Az durch
Konjugation AcZ = A%, d.h. Acz = Az & AcZ — AZ. Ist also 2 ein Eigenvektor von Ag
zum Eigenwert \ so besitzt C? die Basis

{2,2} = {z +iy,x —iy} mit z,ycR.
Wegen A\ € R ist dann {z,y} eine Basis von R?. Ferner gilt mit A\ = a + iw:

Ax 4+ iAy = Ac(x +iy) = (o + iw)(z + iy) = ar —wz + i(ay + wr),

Axr = ax — wy Ay = wr + ay.

Wir sehen: hat A € £L(R?) einen nichtreellen Eigenwert A\ = o + iw, mit w # 0, so ist
auch A = a — iw ein Eigenwert und es existiert ein invertierbares P € £(R?) mit

B:PlAP:(Z _“’), w > 0.

«

Um e'® zu berechnen, identifizieren wir R? mit C durch (£,7) < £ + in. Wegen

(3 _of”) (f;) = (3§ N ZZ) o (a+iw)(€ + i),
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entspricht bei dieser Identifikation B der Multiplikation mit A = «a + iw. Wenn wir
L(C) mit C wie iiblich durch M € L(C) < m = M1 € C identifizieren, erhalten wir
einen R-Algebraisomorphismus £(R?) < £(C) = C. Folglich entspricht B" fiir alle
n € N der Matrix zu A" und somit eZ der Matrix zu eM = e®(cos(wt) +i sin(wt)), also

B a [coswt  —sinwt
e =e ) .
sinwt coswt

Geometrisch bewirkt also e'? eine Streckung mit dem Faktor e* und eine Drehung im

mathematisch positiven Sinn um den Winkel w. In diesem Fall sagt man, der Ursprung
sei ein stabiler Strudel oder eine stabile Spirale.

3.Fall: Alle Eigenwerte haben positive Realteile. Durch die Zeitumkehr kénnen
wir diesen Fall in den zweiten transformieren. Es folgt fiir jede nichttriviale Losung

lim |u(t)| = oo und lim wu(t) =0

t—o0 t——o00

Man sagt, der Ursprung sei eine Quelle. Wegen et = e #~4) erhilt man die Phasen-

portriats von Fall 2 durch Umkehren der Pfeile. Man spricht dann von instabilen Foci,
Knoten und Strudeln.
4.Fall: Die Eigenwerte sind rein imaginir. In diesem Fall kann A auf die Form

B:P‘lAP:(g _O“’) w0,

transformiert werden. Folglich gilt

B coswt —sinwt
e ="
sinwt coswt )’

und alle Losungen sind periodisch mit der Periode 27 /w. In den y-Koordinaten sind
die Orbits Kreise mit 0 als Mittelpunkt, in den z-Koordinaten Ellipsen. In diesem Fall
sagt man, 0 sei ein Zentrum oder ein Wirbel.
Die Information iiber die Eigenwerte von A € £(R?) ist in dem charakteristischen
Polynom
det(A — \) = A? — Spur(A)A + det(A)

enthalten. Mit der Diskriminante D = Spur?(A) — 4det(A) werden die Eigenwerte
durch % (Spur(4) + VD) gegeben. Folglich sind die Eigenwerte reell, wenn D > 0 gilt,
und sie sind komplex mit negativem Realteil fiir Spur(A) < 0 und D < 0, usw.. Also
kann man die geometrische Information iiber die Phasenportrits von & = Az, die vom
charakteristischen Polynom abgeleitet werden kann, zusammenfassen:
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Sattel: det(A) < 0.
Senken: det(A) > 0 und Spur(A4) < 0.

Knoten: Spur?(A) > 4det(A).

Wirbel: Spur?(A) < 4det(A).
Zentren: det(A) > 0 und Spur(A) = 0.
Quellen: det(A) > 0 und Spur(A) > 0.
Knoten: Spur?(A) > 4det(A).
Wirbel: Spur?(A) < 4det(A).

3.2 Hyperbolische lineare Fliisse

Im Folgenden wollen wir die sogenannten hyperbolischen linearen Fliisse einfiihren.
Sie sind im Wesentlichen dadurch charakterisiert, dass sie keine Grenzfille enthalten
die durch sehr kleine Storungen ihr Verhalten dramatisch verdndern kénnen. Wir be-
trachten dafiir den allgemeinen Fall eines beliebigen K- Vektorraums E der Dimension
m < oo. Fiir A € L(E) nennen wir dann kurz ¢4 den von A erzeugten linearen Fluf
auf E (statt der priziseren Bezeichnung

d:RxE—E, (tz)— ez,

die wir frither verwendeten). Der Nullpunkt von E, der ein kritischer Punkt von e ist
(der einzige, wenn A injektiv ist), heifit eine Senke (bzw. Quelle), wenn

lim ez = 0 bzw. lim ez =0 fir alle x € F'\ {0}.

t—o00 t——o00

Wegen dem Stabilitatskriterium ist 0 genau dann eine Senke (bzw. Quelle), wenn gilt
R(A) <0  bzw. R(A) >0 fiiralle \e€o(A).

Ist 0 eine Senke (bzw. Quelle), so sagt man auch, der lineare Flul e sei eine Kon-
traktion (bzw. Expansion). Wir wollen nun zeigen, dafl bei einer Kontraktion (bzw.
Expansion) jede Flufilinie ¢,(t) = ez mit o # 0 fiir t — oo exponentiell gegen 0
(bzw. “gegen o0”) konvergiert. Dazu bendtigen wir das folgende wichtige Lemma.

Ist M C C nicht leer und ist § € R, so schreiben wir im folgenden

R(M) < B,
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wenn R(m) < g fir alle m € M gilt. Analog sind verwandte Ungleichungen zu interpre-
tieren. Ferner verstehen wir unter einer Hilbertnorm || - || eine aus einem Skalarprodukt
abgeleitete Norm, d.h. fiir ein geeignetes Skalarprodukt (-,-) auf E gilt ||z||* = (z, z).

Lemma 3.2. Fir A € L(F) und o € R gelte R(c(A)) < a. Dann existiert eine
Hilbertnorm || - || auf E mait e < e fir alle t€R,.

Beweis: Es sei K = C. Dann wissen wir, da3 A bzgl. einer geeigneten Basis die Form
A=D+ N mit D:dlag()\l,,)\l,)\g,,)\2,,)\k,,)\k):dlag(m,,um)

und N™ = 0 sowie DN = ND. Auflerdem konnen wir die Basis {e1,...,e,} von F
so wihlen, daf gilt: Ne; = e;_; oder 0. Ersetzen wir e; durch a; = é’¢; mit § > 0,
so bleibt D unveréndert, und fiir N gilt: Na; = da;_; oder 0. Also hat die Matrix
von N beziiglich der Basis {ay, ..., a,} hochstens in der oberen Nebendiagonalen von
Null verschiedene Elemente, und zwar die Zahlen . Wenn wir nun die zu dieser Basis
gehorige euklidische Norm verwenden, erhalten wir zu jedem e > 0 eine Hilbertnorm
| - || auf E mit | N|| <e. Fiir D = diag(uy, . .., ftm) und et gilt offensichtlich

1Dl = max [u| [|e"] = max [e"] = max ) < e,
1<j<m 1<j<m 1<j<m

wenn wir € > 0 so wihlen, dal R(\) < a — € fiir alle A € o(A) ist. Also gilt fiir £ > 0

HetA” — "etD+tN" — ”etDetNH < HetD” . ”etNH < et(a*€)€t|\N|\ < et(afe)ete — eat

Da der Realteil eines komplexen Skalarproduktes ein reelles Skalarprodukt ist, induziert
eine Hilbertnorm || - || g, die auf der Komplexifizierung E¢ eines reellen Vektorraumes
E definiert ist, auf dem reellen Untervektorraum E eine Hilbertnorm || - ||g. Da fiir
A € L(E) und x € FE offensichtlich ||Az||g = ||Acz| g, gilt, folgt ||Allr = ||A| g
Also erhalten wir die Behauptung im reellen Fall (K = R) durch Anwenden der obigen
Resultate auf die Komplexifizierung. q.e.d.

Korollar 3.3. (i) Gilt R(c(A)) < a, so existiert eine Konstante > 0 mit

||| < Be®  fir alle t > 0.

(ii) Gilt R(c(A)) > «, so existiert eine Konstante v > 0 mit

e x| > ve®||z|| fir =€ E undt > 0.
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Beweis: (i) folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf dem endlichdimensionalen Raum
L(E) und dem vorangehenden Lemma. In (ii) folgt aus dem vorangehenden Lemma

wegen o(—A) = —o(A) fiir eine geeignete Hilbertnorm || - ||
le=t )| = |efA || < e fiir ¢ > 0.
|z|| = [[e” e x| < [le7 |||z < e e x| fir z € E undt> 0.
Daraus folgt (ii) wieder wegen der Aquivalenz der Normen. q.e.d.

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir das folgende Theorem iiber das exponen-
tielle Abklingen bzw. Anwachsen der Fluflinien im Falle einer Senke bzw. Quelle.

Satz 3.4. Es Sei A € L(E). Dann sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt einer Senke.

(ii) Es ewistieren a > 0 und 8 > 0 mit || x| < Be=| x| fiir allet > 0 und x € E.
(iii) Es existieren eine Hilbertnorm || - || auf E und o > 0 mit ||| < e~ fiirt > 0.
Ebenso sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Quelle.

(ii’) Es existieren o > 0 und 3 > 0 mit ||e!z| > Be®t||z| fir allet >0 und x € E.
(iii’) Es existieren eine Hilbertnorm || - || und o > 0 mit || x|| > e=t||x|| fiir t > 0.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem vorangehenden Korollar. q.e.d.
Im folgenden bezeichnen wir mit m(\) die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes
Avon A € L(F). AuBerdem zerlegen wir das Spektrum o(A) disjunkt,

0(A) =o0s(A)Uo,(A)Uo,(A),

in das “stabile Spektrum”: gs(A) ={A € a(A)|R(N\) < 0},
das “neutrale Spektrum”: on(A) ={X € 0(4)|R(N) = 0},
und das “instabile Spektrum”: ou(A) ={X € o(A)|R(N) > 0}.

Definition 3.5. Der von A erzeugte Fluf} e heifst hyperbolisch, wenn o, (A) = 0, also
0(A) = 05(A) Uoy(A).

Das folgende Theorem liefert die mehrdimensionale Verallgemeinerung des zweidi-
mensionalen Sattels.
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Satz 3.6. Sei ' ein hyperbolischer linearer Fluf. Dann gibt es eine Zerlequng
EFE=FE.dFE, mit A=A, DA, und et = et @ etA“,

derart, daf e's eine Kontraktion und e eine Expansion sind. Sie ist eindeutig mit

dim(E,) = Y m()) dim(E,) = Y m(\).

AEos(A) A€ou(A)

Beweis: Wir betrachten zuerst den komplexen Fall: K = C. Wir setzen

E,= @ B. E.= P B mit Bi={recE|A-\N"Vz=0}
AEas(A) A€oy (A)

Dann ist £ = E, ® E,, und diese Zerlegung zerlegt A = A, & A,. Offenbar gilt
0(As) =0s(A) und o(A,) = o,(A).

Nun folgt aus dem Stabilitdtskriterium, dafl e*4s eine Kontraktion bzw. e« eine Ex-

pansion ist. Offenbar gelten die Formeln fiir die Dimensionen. Es bleibt noch, die Ein-
deutigkeit zu zeigen. Aus dem Satz iiber die Jordansche Normalform wissen wir, dass
ein Unterraum von E genau dann invariant unter A ist, wenn er eine direkte Summe
von invarianten Unterrdumen folgender Zerlegung ist:

E = @ E\.
)

Ao (A

Die Eigenwerte der Einschriankung von A auf einen invarianten Unterraum von E be-
stehen aus den Eigenwerten A € o(A), fiir die der entsprechende invariante Unterraum
von F nicht trivial ist. Insbesondere besitzt jeder invariante Unterraum von E eine
Zerlegung in eine direkte Summe von invarianten Unterrdumen von F, und von E,.
Wegen dem Stabilitdtskriterium ist jeder invariante Unterraum von FE, auf dem die
Einschrankung von A eine Kontraktion ist, ein invarianter Unterraum von FEj, und
jeder invariante Unterraum von FE, auf dem die Einschréankung von A eine Expansion
ist, ein Unterraum von FE,. Daraus folgt die Eindeutigkeit der Zerlegung.

Es sei nun K = R. Dann konnen wir das bereits Bewiesene auf die Komplexifizierung
Ec = E+iE und Ac € L(E¢) anwenden. Also gilt

EC = (E(C)S b (EC)U und AC = (AC)S @ (A(C)ua
derart, daf ") eine Kontraktion und ef49) eine Expansion sind. Wir setzen

E, = (Eg),NEund E, = (E¢),NE.
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Ein komplexer Unterraum von E¢ ist die Komplexifizierung von der Schnittmenge E¢N
E, wenn er invariant unter der komplexen Konjugation ist. Die komplexe Konjugation
bildet Ey\ auf {x € E | (A — X\)™Mx = 0} ab. Deshalb ist eine direkte Summe von
solchen Unterrdumen genau dann invariant unter der komplexen Konjugation, wenn
die entsprechende Teilmenge von o(A) invariant unter der komplexen Konjugation ist.
Also sind (Eg)s und (E¢), invariant unter der komplexen Konjugation und damit die
Komplexifizierungen von Eg und E,. Die Behauptung folgt aus der entsprechenden
Behauptung im komplexen Fall. q.e.d.
Die invarianten Untervektorrdume E bzw. E, des hyperbolischen linearen Flusses
4 heiflen stabile bzw. instabile Untervektorrdume des Flusses. Ein hyperbolischer
linearer Flu kann eine Kontraktion (£, = {0}) oder eine Expansion (Es = {0}) sein.
Es erhebt sich die Frage, was an den Phasenportréts dieses Abschnitts charakteri-
stisch ist. Ist es moglich, durch Einfithren geeigneter nichtlinearer Koordinaten einen
Sattel in einen Knoten oder einen stabilen Knoten in eine instabile Spirale zu verwan-
deln? Wir werden zeigen, daf dies nicht der Fall ist, daf es aber wohl moglich ist, einen
stabilen Knoten in einen stabilen Strudel zu transformieren. Dazu miissen wir zuerst
den Begriff dquivalenter Fliisse prézisieren.

Definition 3.7. Seinen ® und ® zwei lokale Fliisse auf den topologischen Riumen €2
und Q, mit den Definitionsbereichen W C Rx Q und W C Rx Q. Die Lokalen Fliisse ®
und @ heifen flufiquivalent, wenn es einen orientierungserhaltenden Automorphismus
a : R — R und einen Homéomorphismus U von Q auf Q gibt, so dass o x U ein
Hodomorphismus von W auf W ist, und ¥ o ® = ® o (o x W) auf W gilt.

Jedes Paar (o, ) mit diesen Eigenschaften heifit eine (topologische) FluBdquiva-
lenz. Folglich ist (v, U) genau dann eine topologische FluBiaquivalenz, wenn das folgende
Diagramm kommutiert:

RxQcW —25 Q

lax@ l@
RxQcwWw —2- Q.
Hierbei ist @ x W durch a x ¥ : W — R x Q, mit (a x ¥)(t,x) = (a(t), V(z)) definiert.
Sind Q und Q offene Teilmengen vom R™, und U stetig differenzierbar mit stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung, so heifien ® und @ stetig differenzierbar dquivalent
und (, ¥) ist eine C*-FluBiquivalenz. Sind Q und Q Banachriume und ¥ linear, so
heien ® und ® linear dquivalent und (v, ¥) ist eine lineare FluBiquivalenz.

Bemerkung 3.8. FEin orientierungserhaltender Automorphismus von R ist von der
Form
a(t)=a-t firale teR
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mit einer eindeutig bestimmten positiven Zahl o. Und jedes o > 0 definiert dadurch
einen orientierungserhaltenden Automorphismus definiert. Wir im folgenden den Au-
tomorphismus o stets mit der durch thn bestimmten positiven Zahl identifizieren.
Offenbar sind (topologische) Flufdiquivalenz bzw. C*-FluBdquivalenz bzw. lineare
FluBéquivalenz Aquivalenzrelationen.
Auperdem bildet eine Flussiquivalenz U die Orbits von ® auf die Orbits von ® ab,
und zwar unter Erhaltung der Orientierung.

Es ist nun leicht, lineare Fliisse linear zu klassifizieren, d.h. die Aquivalenzklassen
der linearen Flulaquivalenz zu bestimmen.

Satz 3.9. Seien A und B lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen.
Dann sind et und ' genau dann linear fluPiquivalent, wenn fiir ein o > 0 die beiden
linearen Abbildungen A und aB die gleiche Jordansche Normalform haben.

Beweis: Ist (o, ¥) eine lineare FluBiquivalenz zwischen e und e*B, so gilt
Voe=e"P oV = Vo =e"oT firalletcR.

Da der Generator des Flusses eindeutig bestimmt ist, ist das zu A = V"o aB o ¥
dquivalent. Also haben A und aB die gleiche Jordansche Normalform.
Umgekehrt folgt daraus, dass A und aB fir ein a > 0 die gleiche Jordansche
Normalform haben, dass es ein invertierbares ¥ gibt mit A = U~'aBW¥. q.e.d.
Der néchste Satz zeigt, daf die differenzierbare Klassifizierung nichts Neues ergibt.

Satz 3.10. Fir lineare Abbildungen A und B auf endlichdimensionalen Vektorrdumen
sind et und e'B genau dann C'-fluPiquivalent, wenn sie linear flufiquivalent sind.

Beweis: Es sei (o, ¥) eine C1-FluBiquivalenz zwischen et und e'®. Damm fiihrt der
stetig differenzierbare Homoomorphismus ¥ € C! dem kritischen Punkt z = 0 des
Flusses e in einen kritischen Punkt y des Flusses e*? iiber, also in ein y mit e*By =y
fiir alle s € R. Bezeichnen wir mit 7" die Translation + — = — y, so stellt (a,T o V)
eine FluBaquivalenz zwischen e*4 und e*? dar wegen

ToWoels =Voely —y=e"BU(x) —y
= e"BU(z) — By = B (T o V) (x) firallex € Bt €R

Auflerdem ist 7o U(0) = 0 und C' = (T o ¥)’(0) eine invertierbare lineare Abbildung.
Durch Differenzieren der Beziehung in x = 0 folgt aus

(ToW)oes =eB(ToW)(x) = Ce=eBC fiirallet € R.
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Also ist (a, C) eine lineare FluBiquivalenz zwischen e und e'P. Die Umkehrung ist
offensichtlich. q.e.d.

Fiir die wesentlich schwierigere topologische Klassifizierung linearer Fliisse benoti-
gen wir das folgende

Lemma 3.11. Die Realteile aller Figenwerte von A € L(FE) auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum E seien negativ, und ® sei der von A erzeugte lineare Fluf$ auf
E, d.h. ®(t,-) = e fiirt € R. Dann existiert eine Hilbertnorm || -|| auf E, derart, daf

P:RxS— E\{0}, () Ot x)
awuf RxS=Rx{x € E||z| =1} ein Homéomorphismus ist.

Beweis: Wihle o > 0 so, dass die Realteile aller Eigenwerte von A kleiner als —« sind.
Dann existiert nach Lemma 3.2 eine Hilbertnorm | - || auf £ mit

e < e fiir alle t > 0.

Es sei y € E\ {0} beliebig. Dann ist ®(t,y) = ¢y # 0 fiir alle t € R wegen y =
O(—t,d(t,y)) und wegen Satz 3.4

lyll = 12(t,-) o @(=t, y)|| < e[| @(=t,m)ll, also [|D(—t,y)]| > e*[ly]|

fiir alle ¢ > 0. Daraus ergibt sich unmittelbar, dafl jeder nichtkritische Orbit die Sphére
S in genau einem Punkt schneidet. Also ist

$:RxS— E\{0}

eine stetige Bijektion. Es bleibt zu zeigen, dafl die Umkehrabbildung stetig ist.

Es sei also (yx)ren eine Folge in E'\ {0}, die gegen y € E \ {0} konvergiert. Dann
existieren eine Folge (#x) in R und eine Folge (xy) in S mit yp = (¢, zx). Da S
kompakt ist kénnen wir durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge annehmen, daf
(zk)ken gegen x € S konvergiert. Durch Auswahl einer weiteren Teilfolge kénnen wir
auch annehmen, da8 (;) gegen t € R konvergiert. Gilt ¢ € (0, 0o], so folgt fiir grofe k

yell = 1 (te, z1) || < e [Jag]| = e,
also ||y|| < e, woraus wegen y # 0 folgt, daf ¢ endlich ist. Ist ¢ € [—00,0), so folgt
fiir grofle k

lyell = 19 (te, z1) || < e [Jay]] = e,
also ||y|| > e = el woraus sich t > —oo ergibt. Somit ist ¢ € R, und aus der

Stetigkeit von ® folgt y = ®(t, z) = ®(¢, ). Da dies fiir jede konvergente Teilfolge gilt,
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sehen wir, daf die Umkehrabbildung ®~! (d.h. die “Projektion” von y € E \ {0} lings
des Orbits y(y) auf S) stetig ist. q.e.d.
Das obige Lemma besagt geometrisch, dafl jeder nichtkritische Orbit die Einheits-
sphére S einer geeigneten Hilbertnorm transversal schneidet. Das folgende Lemma be-
sagt anschaulich, daf3 die Orbits einer Kontraktion “geradegebogen” werden koénnen.

Lemma 3.12. Die Realteile aller Eigenwerte von A € L(E) auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum E seien negativ. Dann ist et flufdquivalent zu e t1g mit einer
Flufidquivalenz der Form (1, V).

Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma existiert eine Hilbertnorm || - || auf £,
derart, dafl fiir die zugehorige Einheitssphére S gilt:

RxS— E\{0}, (tz)r— etz =)

ist ein Homdomorphismus. Es sei nun S die Einheitssphére bzgl. der urspriinglichen
Norm || - || von E. Dann definieren wir eine Bijektion ¥ : £ — E durch ¥(0) = 0 und

\I/(ZL‘) t (I)(t,l’)

TR A

wobei ¢ die nach dem vorangehenden Lemma eindeutig bestimmte reelle Zahl ist mit
®(t,x) € S. Da die Abbildung

Y

VS-S yo L
vl

offensichtlich ein Homéomorphismus ist und da ¥(z) = e!W o ®(¢, z) gilt, ist aufgrund
von dem vorangehenden Lemma ¥ ein Homéomorphismus von £\ {0} auf sich. Um
zu zeigen, dafl U stetig ist in 0 € F, sei V' eine beschrédnkte Umgebung von 0. Dann
existiert ein to > 0 mit e~ *S C V fiir alle t > t,. Es sei nun

U= {ze Bl < =y}
Dann gilt fir z € U
1@(~to, 2)]| = [l ]| < fle™4 - [|l=]| < 1.
Wegen dem vorangehenden Lemma gilt fiir £ > 0 mit dem entsprechenden «

[0t — to,2)| = |(t, ®(~to, )| < e[ B(—~to, 2)]| < e < 1.
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Wir sehen, daf t < —t fiir das eindeutig bestimmte ¢ = t(x) mit ®(¢,z) € S gilt. Also
folgt W(U) C V aus der Definition von W. Somit ist ¥ stetig in 0. Analog zeigt man,
daf U~ in 0 stetig ist. Folglich ist ¥ ein Homdomorphismus von E auf sich.

Damit (1, V) eine FluBdquivalenz ist, mufl gezeigt werden, daf

Uod(t,z)=e"W(x) fiirallex € Fundallet € R

gilt. Fiir z = 0 ist dies trivialerweise richtig. Fiir  # 0 ist z = ®(s, y) fiir ein geeignetes
Paar (s,y) € R x S. Hieraus folgt aufgrund der Definition von ¥ fiir alle t € R

Vod(t,x) =Vod(t,P(s,y) =Vod(t+s,y) = em(trs) Y ot (6_8 J )
1yl 1yl

() =) ged

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den zentralen Klassifikationssatz fiir hyperbo-
lische Fliisse beweisen. Dabei definieren wir fiir eine lineare Abbildung A € L(F)

m_(A)= Y m(\) ma(A)= > m(N).

A€Eos (A) )\EO'u(A)

Satz 3.13. Zwei hyperbolische lineare Flisse et und e'B sind genau dann flufdqui-
valent, wenn my(A) = my(B) gilt. Die Dimensionen der stabilen und instabilen Un-
terraume sind die einzigen Invarianten der Flufdquivalenz solcher Flisse.

Beweis: <: Wegen Satz 3.6 existiert eine direkte Summenzerlegung
E = Es D Eu, etA _ etAS D etAu

mit dim(E,) = m_(A), derart, daB8 e*4s eine Kontraktion und e** eine Expansion
sind. Aufgrund des Stabilitatskriteriums und dem vorangehenden Lemma existiert ei-
ne FluBiquivalenz (1, ¥,) zwischen e und e *1p,. Analog erhalten wir wegen e+ =
e~ =4 eine FluBiquivalenz (1, ¥,) zwischen e und e‘ly,. Nun verifiziert man un-
mittelbar, dafl (1, ¥, @ ¥,,) mit

V.oV, : E,0FE, - EsoE,, z+y— Yy(z)+ V,(y)

eine FluBiquivalenz zwischen et = e!s @ ¢*4v und e 1p, @ e'lp, ist.
Analog existieren eine direkte Summenzerlegung

F=F,@F,e"% @l
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und eine FluBiquivalenz (1, U, ® ¥,) zwischen e *1p, @ e'1,. Wegen dim E, = dim F,

existieren ein Isomorphismus 7, : Ey — F, und ein Isomorphismus T, : E, — F,.

Dann ist (1,7s & T,) eine FluBiquivalenz zwischen den Fliissen e ‘lg, & e'lg, und

e '1p, @ etly,. Also folgt die FluBiquivalenz von e und €' aus der Transitivitiit.
=: Ist (o, ¥) eine FluBiquivalenz zwischen e und e'Z, so folgt aus

U(ez) = e*BU(z) fiir alle (t,2) ERX E

daB W[E,] C F, und somit, aus Symmetriegriinden, auch W~'[F,] C FE, gilt (weil
der Homoomorphismus ¥ die Konvergenz gegen 0 fiir ¢ — oo erhélt). Also bildet
U den Vektorraum F; homoéomorph auf den Vektorraum F; ab. Nun folgt aus dem
Gebietsvarianzsatz der Topologie (z.B. Dugundji), dai dim(F;) = dim(E;) ist. Also
erhalten wir my(A) = mq(B) aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in Satz 3.6. g.e.d.

Bemerkung 3.14. (i) Die topologische Klassifizierung linearer Flisse e/ mit o(A) C
iR, d.h. mit 0(A) = 0,(A) ist ein ungeldstes Problem.

(ii) Es ist nicht schwer zu sehen, dafi die Menge der A € L(E) mit 0(A) = o4(A) U
ou(A) offen und dicht in L(E) ist, d.h. die Eigenschaft, einen hyperbolischen Fluf
zu erzeugen, ist eine generische Eigenschaft, sie kommt fast allen A € L(E)
zu. Folglich kénnen wir mit dem vorangehenden Satz fast alle linearen Fliisse
klassifizieren (was allerdings nichts niitzt, wenn wir uns speziell fiir solche Flisse
interessieren, die nicht hyperbolisch sind).

(iii) Ist et ein hyperbolischer linearer Fluf, so ist er insbesondere flufdquivalent zu
dem einfachen “mehrdimensionalen Sattel”.

Ubungsaufgabe 3.15. (i) Beschreiben Sie die Phasenportrits eines ebenen linearen
Flusses in den im Text nicht behandelten Fillen, d.h. wenn mindestens ein FEi-
genwert Null ist.

(ii) Beschreiben Sie die Phasenportrits des linearen Flusses et mit A € L(R?), d.h.
des dreidimensionalen linearen Flusses, unter den verschiedenen maoglichen Ver-
teilungen der Eigenwerte von A in .

(iii) Veranschaulichen Sie sich das Phasenportrit des linearen Flusses et mit A =
diag(wi, —wi, ws, —wy) € L(RY).

(iv) Beweisen Sie, dafs {A € L(E)|o(A) NiR =0} offen und dicht in L(E) ist.
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3.3 Stabilitidt linearer Fliisse

Zunéchst verallgemeinern wir die Definition 1.10 auf nicht autonome gewthnliche Dif-
ferentialgleichungen.

Definition 3.16. Se: ) C E eine offene Umgebung der Null eines endlichdimensio-
nalen Banachraums und J C R ein offenes Intervall und f eine lokal Lipschitzstetige
Funktion auf J x Q. Fir alle (1,€) € J x Q besitzt dann das folgende Anfangswertpro-
blem eine eindeutige maximale Losung t — u(t, T,&) auf einem Intervall [7,tT(7,§)):

(t) = f(t,x) mit x(r) =¢.

Fiir alle t € J sei f(t,0) = 0, und damit die konstante Funktion 0 eine Losung der
entsprechenden Anfangswertprobleme.

(1) Die Losung 0 heifit (Ljapunov-)stabil, wenn fir jede Umgebung U C Q von 0 und
jedes T € J eine (kleinere) Umgebung V von 0 existiert, so dass u(t,,&) € U fir
alle £ € V und alle t > 7 gilt. Andernfalls heifst sie instabil.

ii) Die Liosung 0 heifit attraktiv, wenn fir jedes T € J eine Umgebung V von 0 existiert,
so dass die Losungen t — u(t,7,&) auf [1,00) definiert ist, und im Grenzwert
t — oo gegen 0 konvergiert.

(iii) Die Lisung 0 heifit asymptotische stabil, wenn sie stabil und attraktiv ist.

SchlieBlich sagt man, die Nulllésung sei gleichméfig stabil bzw. gleichméfig attrak-
tiv, wenn die Umgebung V' bzw. W unabhéngig von 7 € J gewéhlt werden kénnen und
wenn der Grenzwert gleichméBig bzgl. (7,€) € J x W existiert. Die letzte Forderung
bedeutet, daB zu jeder Umgebung U von 0 ein 7' > 0 existiert mit u(t,7,€) € U fiir
t > 74T und alle (1,£) € J x W. Die Nulllésung ist gleichméfig asymptotisch stabil,
wenn sie gleichméfig stabil und gleichméfig attraktiv ist.

Bemerkung 3.17. (i) Wenn wir fir U eine Umgebung von 0 mit dist(U,0) > 0
wdhlen, impliziert Satz 1.26, daff t*(1,€) = oo fir alle £ € V' gilt. Folglich ist
die Nulllosung genau dann stabil, wenn zu jeder Umgebung U von 0 und jedem
T € J eine Ungebung V' von 0 existiert mit

tH(7,8) = 0o und u(t,7,€) € U fiir alle (t,€) € [1,00) x V.

Wenn die Nulllosung instabil ist, kann es, bei festem 7 € J, beliebig nahe bei 0
Anfangswerte & mit t(1,£) < oo geben.
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(ii) Der Begriff der Stabilitit ist eine Verschirfung der “stetigen Abhdngigkeit von
den Anfangswerten”. Sie bedeutet, daf$ lime ou(t,7,€) = 0 fir jedes T € J
gletichmafig auf kompakten Teilintervallen von J gilt.

(iii) Die Begriffe der Stabilitit und Attraktivitit sind unabhingig von T € J in folgen-
dem Sinn: wenn x = 0 stabil bzw. attraktiv bzgl. T € J ist, so auch bzgl. o € J.
In der Tat, wenn x = 0 stabil bzgl. T € J ist, existiert zu jeder Umgebung U von
0 eine Umgebung V von 0 mit x(t,7,§) € U fir (t,§) € [r,00) x V. Ist 0 < t, so
existiert eine Umgebung V wvon 0 mit u(t,o,n) € V fir (t,n) € [o,7] x V. Dies
folgt leicht aus der Stetigkeit von u und der Kompaktheit des Intervalls [o,T].
Also gilt u(t,o,n) € U fiir (t,n) € [0,00) x V.

Firt<oistV = u(o,7,V) eine Umgebung von 0, da u(o,T,.) ein Homdomor-
phismus ist. Also gilt auch in diesem Fall u(t,o,n) € U fir (t,n) € [0,00) x V.

(iv) Stabilitit und Attraktivitit sind unabhdngige Begriffe. Z.B. ist ein Zentrum stabil,
aber nicht attraktiv. Umgekehrt kann man zeigen, daf es ein autonomes in R?
gibt, dessen Nulllésung attraktiv und instabil ist.

(v) Ist f entweder unabhdngig von t oder periodisch in t, so impliziert die Stabilitit
bzw. die asymptotische Stabilitit die Gleichmdfligkeit der entsprechenden Figen-
schaften. Der einfache Beweis ist dem Leser tiberlassen.

(vi) Ist u = u(.,19.&) eine globale Lisung von & = f(t,z), so besitzt die Differential-
gleichung

y=fty+alt) = f(t alt)

die globale Nulllosung und y mifit die Abweichung von u. Deshalb heifst die Lisung
u stabil bzw. attraktiv etc., wenn die triviale Losung die entsprechenden Eigen-
schaften besitzt. Ist insbesondere f unabhdngig von t und gilt f(zo) = 0, d.h. ist
xo ein kritischer Punkt, so heifit xo stabil bzw. attraktiv etc., wenn die konstante
Lésung u(t) = zo,t € R die entsprechenden Eigenschaften hat.

(vii) Die obigen Bemerkungen gelten auch im unendlichdimensionalen Fall.
Wir studieren zuerst die Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen.

Satz 3.18. Fssei A € L(E). Dann ist die Nulllosung der linearen Differentialgleichung
& = Az genau dann stabil, wenn o,(A) = 0 und fir A € 0,(A) die Einschrinkung von
A auf den Eigenraum {x € E | A — \)™Nz = 0} diagonalisierbar ist.

Die Nulllosung ist genau dann asymptotisch stabil, wenn Ro(A) < 0 gilt.
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Beweis: Es geniigt den Fall 7 = 0, d.h. den Fluf§ e!4¢,€ € E, zu betrachten Es sei
a = sup{|let| | t € R} < co. Dann folgt fiir € > 0

le el < fle)l - llgll < e fir alle (¢,€) € Ry x B(0, 5),

d.h. die Stabilitdat der Nulllésung. Ist zq, ..., z,, eine Basis von F, so folgt mit £ =
S € aus ¢ = €etr;, der Aquivalenz der Normen und der Definition der Ope-
ratornorm, dafl a < oo genau dann gilt, wenn jede der Losungen e'dxz;,i = 1,...,m,
beschrénkt ist. Dies ist genau denn der Fall, wenn jede Losung von # = Ax beschrankt
ist, also beide Bedingungen erfiillt sind. Ist eine Bedingung verletzt, so folgt die Exi-
stenz eines x € E mit ||e!z|| — oo fiir t — 0o. Da dann auch ||t (ex)| fiir jedes € > 0
unbeschrankt wachst, ist die Nulllosung instabil. Der zweite Teil der Behauptung folgt
unmittelbar aus dem bereits Bewiesenen und dem Stabilitatskriterium. q.e.d.
Als néchstes betrachten wir “gestorte Systeme” der Gestalt

i = Av+g(t, ),

wobei g eine in einem geeigneten Sinne kleine Storung ist. Genauer soll im folgenden
gezeigt werden, dafl unter der Voraussetzung

g(t,x) = o(l[z]) fir = —0,

gleichméfig bzgl. ¢t € J, das gestorte System nahezu dasselbe asymptotische Stabi-
litdtsverhalten wie die ungestorte “Linearisierung”’ & = Ax besitzt.

Wir beginnen mit einer einfachen aber wichtigen Bemerkung. Ist g € C'(J xQ, F) in
der zweiten Variablen lokal Lipschitz stetig und u(t) = u(t, 7, &) die maximale Losung
der Differentialgleichung auf ¢ € J(7,€), so besitzt die inhomogene lineare Gleichung

= Az +g(t,u(t)) firte J(r,8),
die eindeutig bestimmte Losung u auf J(7, &) mit u(7) = £. Also folgt aus der Variation
der Konstanten, dafl u folgender nichtlinearen Integralgleichung geniigt:

u(t) = e="4¢ 4 / e~ g(s, u(s))ds, fir t € J(1,€).

T

Diese Integralgleichung ist die Grundlage fiir den folgenden - im wesentlichen auf Ljapu-
nov zuriickgehenden - Stabilitdtssatz (sowie fiir zahlreiche Existenzbeweise im analogen
Fall unendlichdimensionaler Evolutionsgleichungen, z.B. bei parabolischen Systemen).
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Satz 3.19 (Asymptotische Stabilitit). Fir A € L(FE) gelte Ro(A) < 0. Ferner sei
g € C(J x 8, E) in der zweiten Variablen lokal Lipschitz stetig mit

g(t,z) =o(||z||) firx — 0 gleichmdflig bzgl. t € J.
Dann ist die Nulllosung der gestorten Gleichung gleichmdafiig asymptotisch stabil:
= Az + g(t, z).

Beweis: Es existieren positive Konstanten o und 8 mit ||ed|| < Be~9 fiir alle t > 0,
wobei wir 4 > 1 annehmen diirfen. Also folgt die Abschétzung

lu(@)]] < Be= ]| +ﬁ/€°‘(”)|!9(87U(S))Hd8 fir 7 <t <t7(,§).

Es sei nun € € (0, ) beliebig. Es existiert ein § € (0, €) mit

lot. )1 < Gllall i o] <5 und ¢ > 7

Fiir ||| < % und ¢t € [1,t1(7,§)) gilt dann ||u(t)|| < & < € und die Nulllésung ist

gleichméBig stabil. Andernfalls gibt es £ € B(0, %) und t € (7,t7(7,€)) mit
t=inf{t € [r,t"(r,))[Ju(t)| = J}.

Dann folgt fiir 7 < ¢ < ¢

t t
lu(t)]| < fe=C) 4 ¢ / N u(s)ds & eult)] < 6 + ¢ / e u(s)||ds

T T

Mithilfe von Lemma 1.62 erhalten wir die Abschéatzung
u(t)|| < 6e™ @) fiir 7 <t <%, also inshesondere 6 = |u(f)| < e~ @9 <4,

was unmoglich ist. Dann ist die Nulllosung gleichméfig attraktiv ist. q.e.d.
Zum Beweis des entsprechenden Instabilitidtssatzes benotigen wir das folgende

Lemma 3.20. Fir A € L(E) gelte o < Ro(A) < 3. Dann existiert eine Hilbertnorm
| - || auf E, so dafi fir das zugehorige innere Produkt (-, -)

al|z)|* < R(Az,z) < B||z||*  fir alle x € E gilt.
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Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall K = C. Wie in dem Beweis von Lemma 3.2
gezeigt hat A die Form A = D + N mit D = diag(u1, ..., ftm), wobei g1, ..., iy, die
mit Vielfachheit gezéhlten Eigenwerte von A sind. Zu jedem € > 0 gibt es auflerdem
eine Hilbertnorm || - || auf E gibt mit || N|| < e. Wir wéhlen € > 0 und || - || mit

¢ < min{f — max(Ro(A)), min(Ro(A)) — a}.

Wegen (Dz,z) = Y p;|a7]?, wobei 2!, ... 2™ die Koordinaten von x bzgl. der (zur
Konstruktion der Norm) verwendeten Orthonormalbasis sind, gilt

min[Ro(A)]||z|* < R(Dx, z) < max[Ro(A)]|z|>.

Da ferner R(Az,z) = R(Dz,x) + R(Nz,z) und |R(Nz,z)| < ||N]| - ||z||* < €l|z||? ist,
folgt die Behauptung aus der Wahl von e und aus

R(Da,z) — ellal|? < R(Az, z) < R(Dz, ) + el

Es sei nun K = R. Dann kénnen wir das eben Bewiesene auf die Komplexifizierung
Ac in E¢ anwenden. Die Hilbertnorm || - ||¢ auf E¢ induziert (durch Restriktion auf
E C Ec) eine Hilbertnorm || - || auf £ (vgl. den Beweis von Lemma 3.2). Fiir die
zugehorigen Skalarprodukte erhalten wir

_ e+ nl2— g~ nli2
4

2l a2
(x,y) = Iz + yll 1 lz =yl fir alle x,y € E.  Hieraus folgt

R(EN)c fir alle &,n € Ec  bzw.

allz]]? = al|z)|z < R({Acx, 2)c = (Ax, x) < B||z||Z = B|jz||* fiir alle x € E.q.e.d.

Satz 3.21 (Instabilitit). Der Operator A € L(E) besitze mindestens einen Figenwert
mit positivem Realteil und g € C(J x Q, E) sei lokal Lipschitzstetig, so dass

g(t,x) = o(||z|]) firx — 0  gleichmdfig firt € J gilt.
Dann ist die Nulllésung der gestirten Gleichung & = Ax + g(t, x) instabil.

Beweis: Nach Voraussetzung ist das instabile Spektrum o,(A) nicht leer. Folglich
existiert ein v mit 0 < v < Ro,(A). Wegen o(A —v) = o(A) — v ist das neutrale
Spektrum o,(A,) von A, = A — v leer und A, erzeugt einen hyperbolischen linearen
FluB e**v. Wegen Satz 3.6 gibt es eine direkte Summenzerlegung E = E_ @ E.,, welche
A, in A, = (A,)- ® (A,)+ zerlegt, so daB o,(A,) = 0((A,)-) und o,(A,) = o((4,)+)
gelten. Offensichtlich zerlegt diese Zerlegung auch den Operator A, A = A_ @ A,
und o(Ay) = o,(A) sowie 0(A_) = 05(A) Uo,(A). Es gilt also Ro(A_) < 0 und
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Ro(Ay) > a > 0 fiir ein geeignetes a > 0. Wir wéhlen nun § € (0, «) fest. Dann
existieren nach Lemma 3.2 Hilbertnormen || - ||+ auf Ey und || — |- auf E_ so daf§

R(A_x_ |z ). <Bllz_||> firallez_ € E. und
R(Aywilry)y > allzy|?  firallex, € By

gilt. Offensichtlich wird durch
(T + a4, y- +ys) = (@, y-)- + (@4, Y4)+
ein inneres Produkt auf £ = E_ @ E, definiert und somit eine Norm || - || mit
l2]* = llo— + 24 * = - |2 + [lo4 3 firalles =2 + 2, € E.

Schlieflich setzen wir

w1 = eI _ 1P — [|Q|?
2 2

U(zx) = fir alle x € F,

wobei P: EF — E, und ) : E — FE_ die natiirlichen Projektionen sind, und v = #.

Dann existiert ein 4 > 0 mit
lg(t; )| < ~llll fir [l <6,
Es sei u eine Losung mit ||u(0)|| < § und ¥(u(0)) > 0. Dann erfiillt ¢(t) = ¥(u(t))
p(t) = R(Pu(t), Pu(t)) — R(Qu(t), Qu(t))
(A (6), 1, (1) — RIA_u_(8),u_ (1))

R );

R(Pu(t), Pg(t, u(t))) — R(Qu(t), Qg(t, u(t)))

ol Pu)|* = BllQu)|I* = A Pl [1Pu®)]| - Ju(®)] = QI 1Qu(®)] - u(t)]
(t

fir ¢ > 0 mit ||u(t)|| < 6. Weil fiir alle z € E

AV

[Pxll < l=l| Qx| <] gilt, folgt [|P[| <1 [lQ[ <1, und

p(t) > al| Pu(t)]|* = Bl Qut)l|* — v([Pu®)]l + [Qu®) ) l[u(t)]l-
Fiir kleine ¢ > 0 folgt ¢(t) = U(u(t)) > 0 aus ¢(0) > 0 und damit auch

1Qu(t)|| < [[Pu(®)] [u(®)]] < 2| Pu(t)]]

Also erhalten wir

p(t) > (a — 47| Put)l* — BlQu(t)|I* = 28¢(t)
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fir alle £ > 0 mit |Ju(t)|] < und ¢(¢) > 0. Durch Integration folgt

p(t) = p(0)e*”

fiir die obigen Werte von t. Hieraus liest man insbesondere ab, dafl ¢(t) > 0 fiir alle
t > 0 mit |u(t)]] < ¢ gilt. Mit anderen Worten: keine Losung mit Anfangswert in
B(0,5) N ¥~1[0, 00) verlidBt den “Doppelkegel” ¥~1[0, 00), bevor sie den Ball B(0, )
verlat. Also erreicht jede Losung mit von Null verschiedenem Anfangswert in B(0, )N
U0, 00) den Rand von B(0,6), was die Instabilitit der Nulllssung beweist. q.e.d.

Als Korollar der beiden vorangehenden Sétze erhalten wir das folgende Prinzip der
linearisierten Stabilitéit fiir kritische Punkte autonomer Differentialgleichungen. Dieses
fundamentale Prinzip ist eines der bekanntesten Stabilitats- bzw. Instabilitatskriterien,
das besonders in den angewandten Naturwissenschaften unzidhlige Anwendungen hat.

Korollar 3.22. Es sei f € CY(Q, E) mit f(zo) = 0. Gilt dann Ro(f'(z0)) < 0, so
ist der kritische Punkt xo der autonomen Differentialgleichung & = f(x) asymptotisch
stabil. Hat f'(xy) einen Eigenwert A mit R\ > 0, so ist xo instabil.

Beweis: Mit A = f'(z) € L(E) und g(y) = f(y+x0) — f'(xo)y gilt g(y) = o(|ly[|) fiir
y—0und gy = f(y+x0) = Ay + g(y). Also folgt die Behauptung unmittelbar aus den
beiden vorangehenden Sitzen. q.e.d.

Beispiel 3.23. (i) Wir betrachten das Riuber-Beute-Modell

= (a— Py — )z
y= (0 —v—pyly

mit beschrdanktem Wachstum und positiven Konstanten o, 3,7, 0, \, . Dieses Sy-

stem besitzt die kritischen Punkte (0,0), (0, —%), (%,0) und %, iﬁ;g} , wobei

der letzte Punkt der Schnittpunkt z der beiden Geraden L und M ist. Mit den
offensichtlichen Identifikationen gilt

, B [a — By — 2z —Bx
f('r7y)_ 5?/ 5$—7_2ﬂy:| ) CLZSO

oo 9] 100 rG-[

rien =58 )

mit z = (§,n). Hieraus und aus dem Satz liest man ab, daf$ die kritischen Punkte
(0,0) und (0, %) stets instabil sind. Der kritische Punkt (%, 0) ist asymptotisch
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A é A é

stabil fir & < 1 und instabil fir & > 1. Fir die Figenwerte A1 von (& n)
errechnet man leicht

—(AE+ un) £ /(N + pn)2 — 4€n + 65)
, .

A

NI

Fiir den fir die Anwendungen interessanten Fall, daf$ die Geraden L und M sich
im positiven Quadranten schneiden, also & > 0 und n > 0 sind, liest man aus
dieser Formel ab, daff Ro(f'(€,1)) < 0 gilt. Aus der expliziten Formel fiir (£,n)
folgt somit, daff fiir ¢ > % der kritische Punkt z asymptotisch stabil ist.

(ii) Setzen wir in (2=) X = p = 0, so erhalten wir die Volterra- Lotka-Gleichungen
von 1:

&= (a— Py
y=(0x—7)y

Dieses System besitzt die kritischen Punkte (0,0) und (3,5). Aus den obigen

Berechnungen (mit A\ = u = 0) folgt wieder, dafs (0,0) instabil ist. Ferner gilt

plrey_[o -%
0B ad 0 |
also )\]%0 + i\/ay. In diesem Fall ist der kritische Punkt (3, ) ein Zentrum fir

die linearisierte Gleichung, aber fir das nichtlineare System ist mit dem Satz
keine Aussage mdoglich.

Bemerkung 3.24. (i) Der Satz macht keine Aussagen tber das Stabilititsverhalten
im Fall o(f'(x)) NiR # 0. In diesem Fall hingt das Stabiltitsverhalten von den
Termen hoherer Ordnung ab. Um dies zu sehen, betrachten wir das System

b=—y+a®
j=z+y’
mit (0,0) als einzigen kritischen Punkt, der ein Zentrum fir die Linearisierung

ist. Fiir v = 2% + 9?2 folgt ri = xa +yy = —vy + o* + vy + y* = 2* +y*, also

x4+y4

7= fiir r > 0.

Folglich ist 7 > 0 und die Orbits laufen von (0.0) weg, d.h. (0,0) ist instabil.
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Das System
b=—y—a’
j=xv—y’
hat dieselbe Linearisierung im kritischen Punkt (0,0). Nun folgt 7 = —”fl—jyél <0

fir r > 0. Folglich “laufen die Orbits in (0,0) hinein”, d.h. (0,0) ist stabil. Es
ist leicht zu sehen, daf$ das Phasenportrdt bei allgemeineren Storungen hoherer
Ordnung wesentlich komplizierte aussehen kann.

(ii) Das zentrale in dem Satz enthaltene Stabilititsresultat ist eine lokale Aussage. Es
enthdlt keine Angaben tiber den Finzugsbereich eines asymptotisch stabilen kriti-
schen Punktes. Einige Aussagen in dieser Richtung werden wir in den folgenden
Paragraphen kennenlernen.

(iii) Offensichtlich bleibt der Satz richtig, wenn f € C(Q, E) lokal Lipschitz stetig und
in xo differenzierbar ist.

(iv) Unter geeigneten Voraussetzungen an den Evolutionsoperator U der nichtauto-
nomen linearen Gleichung © = A(t)z lassen sich verwandte Resultate auch fiir
gestorte nichtautonome Gleichungen

&= A(t) +g(t,x)

beweisen. Da solche Voraussetzungen in praktischen Fillen jedoch kaum zu ve-
rifizieren sind, werden wir uns im folgenden in erster Linie mit dem besonders
wichtigen Fall autonomer Gleichungen befassen.

(v) Wenn wir in Beispiel nur die in den kritischen Punkten linearisierten Gleichun-
gen betrachten, so liegen im Fall (0,0) ein Sattel, im Fall (0, —%) eine Quelle,
im Fall (5,0) eine Senke fir § < ~d und ein Sattel fir $ > %, sowie im Fall
(¢,m) € (0,00)? eine Senke vor. Die Abbildungen von 1 zeigen, daf$ - anschaulich
gesprochen - diese qualitativen Strukturen der Phasenportrdits auch im nichtlinea-
ren Fall in der Nihe der kritischen Punkte erhalten bleiben. Aus diesem Grund
sagt man auch, der kritische Punkt xo des autonomen System & = f(x) sei eine
Senke bzw. eine Quelle bzw. ein Sattelpunkt, wenn der Nullpunkt eine Senke bzw.

eine Quelle bzw. ein Sattelpunkt fir die linearisierte Gleichung
g = f(zo)y

ist. Im letzten Abschnitt werden wir diese Ausdrucksweise mittels eines wichtigen
allgemeinen “Linearisierungssatzes” rechtfertigen.
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(vi) Um die obigen Stabilititssitze praktisch anwenden zu kénnen, bendtigt man Kri-
terien, welche es erlauben festzustellen, ob Ro(A) < 0 gilt. Da die Figenwerte die
Wurzeln des charakteristischen Polynoms

detA — A) = X" + a A"+ a4 L G N+ an,

sind (im Fall dim(E) = m) ), mdchte man mdglichst aus den Koeffizienten eines
Polynoms ablesen, ob alle Wurzeln in der negativen Halbebene liegen.

Es gibt eine Reihe von Kriterien dieser Art. Das bekannteste diirfte das folgende
Routh-Hurwitz- Kriterium sein. Es sei

Pm(2) = 2" a2 a1zt A

ein Polynom mit reellen Koeffizienten, und firk =1,...,m sei
a; az as ... ... Q9—1
1 s Aq4 ... ... Q92—2
D 0 a; az ... ... Q9k_3
k= 1 Ao Qg4 ... A2k—4

mit a; = 0 fiir j > m. Dann haben alle Wurzeln von p,, genau dann negative
Realteile, wenn folgende Ungleichungen erfillt sind:

ap >0 und D, >0 firk=1,2,...,m.
Ubungsaufgabe 3.25. (i) Zeigen sie, daf das Phasenportrit des gestorten linearen
Systems

. 9 . T
rT=—Yy+arsin—
r

r’ =2’ +y

. 9 . T

y=x+yr-sin—
r

folgende Eigenschaft hat: Es gibt eine Folge von konzentrischen Kreisen um (0, 0)

mit Radien %, so daf$ sich “die Orbits abwechselnd im mathematisch positiven

Sinn zu diesen Kreisen hin- bzwvon ihnen wegdrehen”.

Hinweis: Leiten Sie ein Differentialgleichung fiir die Polarkoordinaten (r, ) her.
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(ii) Das folgende, von Field und Noyes aufgestellte System

€ =x+y—ay — qr’
(F=N) g=2fz—y—uy

pi=x—z

st ein mathematisches Modell zur Beschreibung einer chemischen Oszillation,
der sog. Belousov-Zhabotinsky-Reaktion (vgl. z.B. Spektrum der Wissenschaften,
5(1980), 131-137, fiir eine Beschreibung dieser Reaktion, insbesondere die dorti-
gen Bilder!). Hierbei sind f,p,q und € positive Konstanten (mit e < 1) und die
Gleichungen sind bereits dimensionslos geschrieben. Die Grofien x,y und z ent-
sprechen chemischen Konzentrationen. Folglich sind nur “nichtnegative Losun-
gen”. d.h. Losungen im positiven Oktanden RY von Interesse.

3.4 Linearisierungen

In diesem Abschnitt sind (F, || - ||) ein endlichdimensionaler Banachraum, Q@ C F
eine offene Teilmenge und f € C'(Q, F). Wir wollen den von f erzeugten Fluf @ in
der Nahe eines kritischen Punktes xy in Situationen studieren, in denen das Prinzip
der linearisierten Stabilitdt Korollar 3.22 nicht anwendbar ist. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dal f’(xy) einen hyperbolischen linearen Fluf} erzeugt. Wir zeigen,
daB lokal d.h. in der Nihe von zg, der FluB ® fluBiquivalent zum linearen Fluf et/ (o)
ist, d.h., daf die Sattelpunktstruktur qualitativ erhalten bleibt. Aulerdem werden wir
préizise Aussagen iiber die “stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten” W, und W,
herleiten.

Sind X und Y metrische Riume und ® : W — X sowie ® : W — Y Fliisse auf X
bzw. Y, so sagen wir, ® ist in 1o € X zu @ inyy € Y (lokal) C*-fluBéiquivalent, oder
kurz: ®|zg ist zu <i>|y0 Ck-fluBsquivalent, 0 < k < oo, wenn es Umgebungen U von z
und V' von y, gibt, derart, dafl der von ® auf U (durch Restriktion) induzierte lokale
FluBzu dem von ® auf V induzierten lokalen Fluf C*-fluBéquivalent ist.

Im folgenden sei ® : W — () stets der von f auf €2 erzeugte Fluf3, und wir schreiben
wieder ¢ - x fiir ®(¢, ). Wir wollen den Flusses in der Nihe eines hyperbolischen kriti-
schen Punktes xy studieren. Hierbei heiffit der kritische Punkt zy des von f erzeugten
Flusses hyperbolisch, wenn o, (f'(x9)) = () ist, d.h. wenn der lineare Flul /' (*0) ist.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Fliissen und Homd&omorphismen.
Nach Lemmal.34 ist ndmlich ®(¢, -) fiir jedes ¢t € R ein lokaler Homéomorphismus. Ins-
besondere ist fiir den linearen Fluf e fiir jedes ¢ € R ein Automorphismus von E. Aus
diesen Griinden ist es sinnvoll (und fiir Anwendungen auf andere Probleme niitzlich),
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zuerst den Fall von Homéomorphismen zu betrachten. Zur Motivierung der folgenden
Definition beweisen wir zuerst den folgenden Spezialfall des Spektralabbildungssatzes.

Lemma 3.26. Fiir A € L(E) gilt o(e?) = e”™ = {e}|\ € 0(A)}.

Beweis: Wegen o(A) = o(A)¢) kénnen wir - durch Ubergang zur Komplexifizierung -
annehmen, dafl £ ein komplexer Banachraum ist. Sind dann A, ..., \; die paareweise
verschiedenen Eigenwerte von A, so besitzt E die direkte Summenzerlegung F = E; &
...@® E}, besitzt, die sowohl A als auch e reduziert. Es geniigt also, o(e?7) = e(45) mit
A; = A|E; fiir j = 1,..., k zu beweisen. Wir konnen somit annehmen, dafl o(A4) = {\}
und A = A + N mit einem nilpotenten Operator N € L(FE) gilt. Es gibt folglich ein
x € E\ {0} mit Ax = Az, d.h. Nx = 0. Hieraus folgt

d.h. o(e?) D e?™ . Gilt umgekehrt ey = py fiir ein p € C und y € E \ {0}, so folgt

m

1
AN A k
pwy =e‘e'y=e E k!Ny.
k=0

Dann gibt es einen kleinsten Index [ mit 0 < < m und N**'y = 0. Durch Anwenden
von N! auf (2) erhalten wir
pN'y = e*N'y,

also pu = e* wegen N'y # 0, was o(e?) C e impliziert. q.e.d.

Es sei nun A € £(FE), und A erzeuge einen hyperbolischen linearen Fluf ¢4, d.h.
on(A) = 0(A)NiR = (. Dann folgt aus dem vorangehenden Lemma, dafl o(e4)NS! = ()
gilt, wobei S! = {z € C | |z] = 1} die Einheitskreislinie der komplexen Ebene ist. Mit
anderen Worten e € L(FE) besitzt keine Eigenwerte vom Betrag 1. Allgemein heiBt nun
ein Automorphismus 7' € L(F) hyperbolisch, wenn T" keine Eigenwerte vom Betrag 1
besitzt, d.h. wenn o(T) NS! = 0 gilt. Ist T' € GL(E) hyperbolisch, so gilt

o(T) = 0o(T) Uo(T) mit
oo(T) = (A€ o(T) | 1A < 1} 0ulT) = (A€ o(T) | A > 1}.

Bezeichnen wir wieder mit m(\) die algebraische Multiplizitdt des Eigenwertes A €
o(T), dann sind fiir K = C

Ey= @ {z€E|(A-T)"V2z =0} Ex= P {reE|\N-T)"Vz=0}

Aeoo(T) Ao (T)
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invariante Untervektorrdume von F, die T' reduzieren, d.h.
E=E®FE, uwdT=Ty®T, undo(Ty)=00(T) und o(Ty)=0x(T).

Ist K = R, so wenden wir diese Zerlegung auf die Komplexifizierung an und restringie-
ren anschlieSend auf die reellen Teilrdume, d.h.

Ey=(Ec)oNE und Ey = (Ec)ee NE  sowie Ty = (T)o|Ey und Ty, = (T)o0| Fwo.

Dann verifiziert man leicht, dafl die Relationen auch im reellen Fall gelten.
Das folgende Lemma stellt ein Analogon zu Lemma 3.2 dar. Zur einfacheren For-
mulierung verwenden wir die anschauliche Schreibweise

lo(A)] < a< [N <a firalle A € o(A).
Andere Ungleichungen sind analog zu interpretieren.
Satz 3.27. Es sei T € L(F) invertierbar und hyperbolisch, und fir o € R, gelte
lo(Ty)| < a und |o((Ts) )| < a.
Dann gibt es eine Hilbertnorm || - || auf E so dafi Ey und E. orthogonal sind und mit
max{ || Toll, [[(To) I} < c.

Beweis: Wegen || Ac|| = || A|| (vgl. den Beweis von Lemma 3.2 konnen wir 0.B.A. K = C
annehmen. Nach dem Beweis von Lemma 3.2 wissen wir dann, dafl 7o = D + N ist,
mit einem nilpotenten Operator N € L(Ey) und einem Diagonaloperator (bzgl. einer
geeigneten Basis) D = diag(uy, ..., pr), wobei pq, ...,y die geméB ihrer Vielfachheit
gezihlten Eigenwerte von Tj sind. Auflerdem wissen wir, dafl wir die Basis so wéihlen
konnen, daf fiir die zugehorige euklidische Norm || - ||o auf Ey gilt

[Nllo < o = max{|p;| | 7 =1,..., k}.
Hieraus folgt unmittelbar
[Tollo < 1 Dlfo + [Nllo < max{[p;[ |1 <7 <k} + [[Nlo < .

Analog finden wir eine Hilbertnorm || - ||o, auf Eu, so dafl fiir die zugehorige Opera-
tornorm gilt: ||T-!|se < . Dann wird durch

2]* = llzolls + [loacll,  fiir alle @ = 2o + 20 € By & B = E

die gewiinschte Hilbertnorm auf F definiert. q.e.d.
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Bemerkung 3.28. Ist T € L(E) invertierbar und hyperbolisch, so ist
|o00(T)] <1 < oae(T).
Da fiir jedes invertierbare B € L(E) trivialerweise

o7 = (o8 = {5 r e o)

gilt, folgt |o(T)| < 1. Also existieren ein a < 1 und eine Norm || - || auf E mit
| <a<1lund [T <a<1.
Fiir x € Ey folgt hieraus
TFx = (Ty)*x — 0 fiir k — oo,
und fiir y € E ergibt sich
Ty = (To) "y — 0 fiir k — oo.

In Analogie zu linearen Fliissen nennt man deshalb Eq den stabilen und Ey den insta-
bilen Untervektorraum von T (oder genauer: des von T erzeugten diskreten Flusses).

Fiir einen topologischen Raum sei Cy,(X, ) der Banachraum der beschrankten steti-
gen Funktionen von X nach F mit der Supremumsnorm. Ist X kompakt, so ist natiirlich

Cy(X,FE)=C(X, F) und

lulloo = maxfu(z)] = [|ullc-

AuBlerdem ist es klar, dafl wir eine dquivalente Norm auf Cy(X, E) erhalten, wenn wir
die Norm in E durch eine dquivalente Norm ersetzen. Es sei nun £ = E; @& E, eine
direkte Summenzerlegung von F, und fiir die zugehorigen Projektionen P; : £ — E;
gelte || P;|| < 1. Dann 148t sich jedes Element u € E als u = Pju + Pyu schreiben, mit
Pu € Cy(X, E;). AuBlerdem gilt trivialerweise

I1Flenee s = sup |[Pru@)]| < (1B - lelloe < fluflee
fiir i = 1,2. Folglich werden durch (Pu)(x) = Pu(z) fiir alle z € X stetige Projek-
tionen P; : Cp(X, E) — Cy(X, E;), mit P, + P, = 1p definiert, d.h. es gilt Cy(X, E) =
Co(X, E) @ Cy(X, Ey), und P; : Cp(X, E) — Cy(X, E;) sind die zugehorigen Projektio-
nen. Setzen wir

[ulleyx.m) = max{|[ Pull e, e ey, | Povlloyox,m) }s
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so folgt aus

1 1 1
ko = 1Py + Poull < 2 (1IPrulo + [[Potloc)
il
= 5{”Plu”cb(X7E1) + HPQuHCb(X,EQ)} < HUHCb(X,E) < ”u”wv
daB || - ||lc,x,k) eine dquivalente Norm auf Cy(X, E) ist.

SchlieBlich bendtigen wir noch das Analogon zum Begriftf der “Fluliquivalenz” fiir
den Fall topologischer Abbildungen. Sind X und Y topologische Rdume und A : X —
X sowie B : Y — Y Homoomorphismen, so heiffit ein Homéomorphismus ¥ : X — Y
eine topologische Konjugation von A nach B, falls Wo A = B o ¥ gilt. Sind X und
Y offene Teilmengen von Banachriumen und sind A, B und ¥ C*-Diffeomorphismen,
1 < k < o0, so heiBt ¥ eine C*-Konjugation. Schliefllich heifien A und B topolo-
gisch (bzw. C*-)konjugiert, falls eine topologische (bzw. C*-)Konjugation von A nach
B existiert. Hierdurch wird trivialerweise eine Aquivalenzrelation in der Klasse der
Homoéomorphismen (bzw. der C*-Diffeomorphismen) definiert. Nach diesen Vorberei-
tungen konnen wir nun den globalen Hartmannschen Linearisierungssatz beweisen.

Satz 3.29. Fir ein invertierbares und hyperbolisches T € L(E), und fir jede Lip-
schitz stetige Funktion g € Cy(E, E) mit geniigend kleiner Lipschitzkonstanten, sind
die Abbildungen T und T + g topologisch konjugiert.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma und der Bemerkung danach gibt es eine
Hilbertnorm || - || auf £ mit

max{||Tol, [T} < o < 1.

Da beim Ubergang zu einer dquivalenten Norm auf E die Lipschitzkonstante von g mit
einem positiven Faktor multipliziert wird, kénnen wir die Norm || - || auf £ verwenden
und annehmen, daf fiir Folgendes fiir ein 2A < min{1 — o, |77 7'} gilt:

l9(x) =gl < Alz =yl fiir alle z,y € E.

(i) Wir zeigen zuerst, dal 7'+ g € C(E, E) ein Homéomorphismus ist. Da, fiir jedes
z € F, die Gleichung Tz + g(z) = z dquivalent zur Fixpunktgleichung

r=T"(z—g(z)) = fo(2)

ist, ist 7" 4 g bijektiv, falls f, : E — E genau einen Fixpunkt z(z) hat. Wegen

(@) = £l <7 Nlg(y) — g(@)l] < ATz =yl

1
< §||x—y|| fir alle x,y € £
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folgt dies aus dem Banachschen Fixpunktsatz. Wir erhalten fiir 2,2 € E

lz(2) = z(2)[| = I f=(x(2)) = f2(z(2))]

< fo(2(2)) = L) + [[]2(2(2) = fx(=(2)]]
1 _ _ -
< Slle@) =@+ 1T - 112 = 2,
also [|z(2) —z(2)|| < 2T Y|||]z—Z]]. Alsoist z(-) = (T'+g)~! : E — F Lipschitz stetig.
(ii) Es sei nun h € Cy(E, E) eine zweite Lipschitz stetige Funktion mit der Lipschitz-

konstanten A. Ferner nehmen wir an, dafl es zu jedem Paar (g, h) solcher Funktionen
genau ein H = H(g,h) € C(E, E) gibt mit

H—1g € G(E,E) und (T'+g)o H=Ho (T +h).
Dann gilt fiir a = H(g,0)
(T+g)oa=aoT,

und fiir b = H(0, g)
Tob=bo(T+g).

Es folgt
(T+g)oaob=aoTob=aobo(T+ g).

Wegen a = 1g + v und b = 1p + v mit u,v € Cy(E, E) folgt aob = 1 + w mit
w=v+uob€ Cy(E, FE). Wegen der Eindeutigkeit von H ist aob = H(g,g) = 1 ist.
Analog folgt b o a = 1g. Folglich ist a ein Hom6morphismus von E auf sich, also eine
topologische Konjugation von 7'+ ¢ nach T.

(iii) Mit H = 1g + u bleibt zu zeigen, dafl es genau ein u € Cy(E, E) gibt mit

(T+g)o(lg+u)=Ag+u)o (T +h).
Da nach (i) T'+ h ein Homéomorphismus ist, ist das dquivalent zu

lpt+u=(T+g)o(lg+u)o(T+h)"
=go(lg4+u)o(T+h) ' +To(T+h) ' +Touo(T+h)"

Wegen 1p = (T + h) o (T + h)~! ist die letzte Gleichung dquivalent zu

u=Fu)=Touo(T+h)"'+G(u) mit
Glu)=go(lg+u)o(T+h)™  —ho(T+h)"

Offensichtlich bildet F den Banachraum Cy(F, E) in sich ab. Es bleibt zu zeigen, daf
F genau einen Fixpunkt in Cy(E, E) hat.
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Wegen F = Ey® E,, und da Ey und E., orthogonal sind, folgt || F||, || Ps|| < 1 fiir
die zugehorigen Projektionen (vgl. den Beweis von Theorem). Die Fixpunktgleichung
fiir F'ist somit dquivalent zu dem Paar von Gleichungen

Pyou= Fy(u) =Tyo Pyouo (T+h)™  + PyoG(u)
Pygou=TyoPyouo(T+h)" + PyoGu).

Da die letzte Gleichung durch Multiplikation von links mit 72! und von rechts mit
T + h in die dquivalente Gleichung

Pyoou=Fy(u) =T oPxouo(T+h)—T oPyoGu)o (T +h)

{ibergeht, ist die Fixpunktgleichung fiir ' #quivalent zu der letzten und der vorvorletz-
ten Gleichung. Nach den den vorangehenden Betrachtungen induziert die Zerlegung
E = Ey ® E die Zerlegung Cy(E, E) = Cy(E, Ey) @ Cy(E, Ex) mit

[ulley ) = max{[| Poul|oo, | Poott]| oo }

1 .
§||u||c,o < |ulleyz,p) < ||ullw fiir alle u € B.

Also wird durch F' = Fy+ F, eine Abbildung von Cy,(FE, F) in sich definiert, derart, daf
die Fixpunktgleichung u = F(u) zur Fixpunktgleichung v = F(u) #quivalent ist. Fiir
u,v € Bund x € F erhalten wir mit y = (T'+ h)"'(z) und z = (T + h)(z) und unter
Verwendung von der Abschéitzung an die Normen von Ty und T, die Abschéatzungen

[ Fo(u)(x) — Fo(v)(2)]]
< af|Pyuly) — Pov ()]l + llg(y + u(y)) — g(y +v(y))l
< af|Po(u — v)||oo + Allt — v]|o und

[ Foo(u)(x) = Foo(v) ()]
< al|Pxu(z) — Poov(2)[| + [lg(z + u(z)) — g(z + v(2))]
< af|Po(t — v)[|oo + Allu — v]|oo,  also

[Fo(u) = Fo(v)lloe < af|Po(u — )l + 2A|lu — vl[c, (2.E)
< (a+ 20 u—vlleypm und
[Foo(t) = Foo(0) oo < (a4 2X)[[u — vllc,5,8),

woraus wegen Fy(Cy(E, E)) C Co(E, Ey) und Fo(Co(E, E)) C Cp(E, Ex)
|F(U) = F(v)|lc,,p) < (a+20N)||u—v|c,me fir alle u,v € Gy(E, E)

folgt. Wegen a + 2\ < 1 folgt die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes von F' aus
dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.
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Bemerkung 3.30. (i) Der obige Beweis zeigt, dafs es genau eine topologische Konju-
gation h von T nach T + g gibt, welche h — 1 € Cy(E, E) erfillt (falls natirlich
die Lipschitzkonstante von g hinreichend klein ist).

(ii) Wenn es g € CH(E,E),1 < k < oo, so gilt, ist es natiirlich zu erwarten, daf
die topologische Konjugation von T + g nach g auch die entsprechenden Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften hat, d.h. daff T + g und T C*-konjugiert sind. Dies
st jedoch im allgemeinen nicht richtig. Fir weitere Untersuchungen in dieser
Richtung sei auf Hartmann verwiesen.

Zur Lokalisierung des obigen Linearisierungssatzes benotigen wir das folgende

Lemma 3.31. Es sei F ein beliebiger normierter Vektorraum, und ro : F — B(0, a)
set die radiale Retraktion:

Dann ist v, gleichmsig Lipschitz stetig mat der Lipschitzkonstanten 2.
Beweis: Fiir [|z]| > a > ||y|| gilt

Ira(z) = ra@)ll = [lallzl ™'z — y[| < allz| ™Mz =yl + [Jafz] ™"y - =]
=< llz =yl + l=I Iyl (]l — «)
=<l =yl + Izl = lyll <2[l= =yl

Sind ||z|| > o und ||ly|| > «, erhalten wir

Irallzll = ra@)ll = [lallzl~ 2 — allyl~y||
< aflz| 7z =yl + ellyl - Il = llyl
< lz =yl + [ll=ll = ylll < 2[lz =yl

™|

Hieraus folgt die Behauptung. q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun das Hauptresultat dieses Abschnittes
beweisen. Dazu erinnern wir daran, daf§ £ ein endlichdimensionaler Banachraum ist,

daBl Q offen ist in £ und dafi f € C*(Q, E) gilt.

Satz 3.32 (Grobman, Hartmann). Es sei xy ein hyperbolischer kritischer Punkt von
®;. Dann sind ®y|,, und e/' )|y isochron flufiquivalent.
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Beweis: (i) Da die Translation offensichtlich eine isochrone FluBiiquivalenz darstellt,
konnen wir 0.B.d.A. zy = 0 annehmen. Fiir alle A > 0 existiert ein a > 0 mit || f'(x) —
f/(0)]] < 4 fiir alle z € B(0, ). Aufgrund des Mittelwertsatzes ist die Funktion z +—
f(z)— f'(0)z auf B(0, o) Lipschitz stetig mit der Lipschitzkonstanten 5. Wir definieren
g € Cy(E, E) mittels der radialen Retraktion r, : F — B(0, ) durch

9= (f—f(0)ora.
Wegen dem vorangehenden Lemma ist g Lipschitz stetig ist mit der Lipschitzkonstanten
A Mit A= f(0) € L(E) gilt
(A+9)B0.0) = flBO.W-

Ist ® 41, der von A + g auf E erzeugte Flu$}, so stimmt ®,4., auf B(0, ) also mit @
iiberein. Es geniigt also zu zeigen, dafl ® 4., und €' isochron fluBiquivalent sind.

(ii) Mit g ist auch A + g Lipschitz stetig ist. Also ist ® 44, nach Satz 1.40 (v) ein
globaler Flufl. Wegen & = Ax + g(z) folgt aus der Variation der Konstanten

t
Dayy(t,7) = o+ /e(t_T)g(CI)AJrg(T, x))dr fiir alle t € R.
0

Hieraus ergibt sich
t

@ sy (t,2) = Pasy(t.y)l| < M|z — gy + /e(tT)”A”)\ [P atg(T:2) = Pary(T,y)l dr
0

fiir t > 0 und z,y € E. Nach Multiplikation dieser Ungleichung mit e~*4l erhalten wir
mithilfe von Lemma 1.62 die Ungleichung

[Dasg(t,z) — Par,(t, )| < |lz— yl eIV fisr alle 2,y € F und ¢ > 0.

t
Wegen g € Cy(E, E) erhalten wir [@ary(t,2) — x| < ||glloo /etT”'A”dT

0
fir t € R und =z € FE, also Dayy(t,) — e € Cy(E,E) fiir alle t € R.

SchlieBSlich folgt

t
I(@hyy — (@) = (Pary(t,) — eyl < /etT”A”)\H@AH(T, ) = Pary(1,y)ldr
0

t
< Mz — ylle! 4l /e)‘TdT = ||z —y|leMl(eM —1)  firt >0 und z,y € E.
0
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(iii) Da 0 nach Voraussetzung ein hyperbolischer kritischer Punkt ist, ist o(A) NiR =
(. Also folgt aus Lemma 3.26, daB T = e” ein hyperbolischer Automorphismus von
FE ist. Da wir X\ beliebig klein wéhlen konnen, folgt, dafi die Lipschitzkonstante von
g = @} +g — T beliebig klein gemacht werden kann. Da g € Cy(E, F) gilt, konnen
wir nach dem Hartmannschen Linearisierungssatz annehmen, daf8 7" und ®44,4(1,-) =
T + g topologisch konjugiert sind. Wir wissen auflerdem, dafl es genau eine topologische
Konjugation ¥ von 7" nach ®4.,(1,-) gibt mit ¥ — 15 € Cy(E, E).

Aus WoT =®,,,(1,-) 0V folgt fiir jedes t € R (mit T* = e'4)

q)AJrg(lv ) © (q)AJrg(tv ) oVo Tit) = (I)AJrg(tv ) © (I)AJrg(lv ) oWoT™

=Py y(t,-)oVoToT™
— (@asg(t) oW T 0T,

Also ist @44 4(t,-)oWoT eine topologische Konjugation von T nach ® 4 ,(1, -). Wegen
Purg(l,) oV oT ™ — 1= (Pary(t,) —T)oVoT " +T o (¥ —1g)oT"

folgt wegen ® 4, ,(t,-) — et € Cy(E, E), dal ® 4, ,(t,-) oW o T~ — 15 € Cy(E, E) gilt.
Also ist @4, ,(t,-) o W o T " = ¥ und somit ®a,,(¢,-) o ¥ = Vo e fiir jedes t € R,
d.h. ®4,, und ' sind isochron fluBiiquivalent. q.e.d.

3.5 Stabile Mannigfaltigkeiten

Der obige Satz besagt, dafl in der Néhe eines hyperbolischen kritischen Punktes z( das
Phasenportrét des Flusses ®; die gleiche topologische Struktur wie das Phasenportrét
der Linearisierung in der N#he von 0 hat. In Analogie zum stabilen Untervektorraum
E, bzw. instabilen Untervektorraum F,, eines linearen Flusses definiert man die stabile
Mannigfaltigkeit W(x¢) bzw. die instabile Mannigfaltigkeit W, (xy) von @ in x, als

Ws(xo) ={z € E |t — (¢, ) existiert fiir ¢t € [0, 00) und tlim Q(t,x) =20}
Wu(zo) ={z € E |t — (¢, ) existiert fiir t € (—oo,0] und tlim Qs(t,x) = x0}.
Offensichtlich gilt xy € W(xo) N W, (z9). Wir wollen nun zeigen, daf}; in der Néhe von
xg, die Mengen W(zo) und W, (x) tatséchlich differenzierbare Untermannigfaltigkei-

ten von F sind, die sich in xg transversal schneiden, und dafi die Tangentialrdume an
W(xg) bzw. W, (o) parallel zu E; bzw. E, sind:

TxOWS(ZEQ) = X + ES TxOWu(l‘o) = 29 + Eu
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Zum Beweis dieses Sachverhaltes betrachten wir wieder Homéomorphismen von E auf
sich. Ist h : E — E ein Homéomorphismus mit A(0) = 0, so nennen wir die Menge

Wy :={zx € E|h"(z) — 0 fiir n — oo}

die stabile Menge von h in 0, wobei A" die n-fache Iterierte von h bezeichnet. Analog
definiert man die instabile Menge von A in 0 durch

We ={z € E|h"(x) — 0 fiir n — oo},

wobei h™" := (h™1)" gesetzt ist. Offensichtlich gehen W, und Wy, ineinander iiber,
wenn wir h durch h=! ersetzen. Folglich geniigt es, Wy zu betrachten.

Sei T' € L(F) invertierbar und hyperbolisch, und E = FEy @ Eo,T = Ty @ T sei
die oben eingefiihrte Zerlegung in den stabilen und den instabilen Untervektorraum.

Satz 3.33. Sei g : E — E Lipschitz stetig mit g(0) = 0. Besitzt g eine geniigend kleine
Lipschitzkonstante, so existiert eine eindeutig bestimmte gleichmdf$ig Lipschitz stetige
Funktion h : Ey — E, so daf$ der Graph von h die stabile Menge Wy von T + g
in 0 ist. Gehort g in einer Umgebung von 0 zur Klasse C*, 1 < k < oo, so auch die
Funktion h. In diesem Full gibt es eine Umgebung V' von 0 in Ey, derart, dafs

Wy = {(a,h(z)) |z € V}
eine C*-Mannigfaltigkeit ist. Gilt auflerdem ¢'(0) = 0, so ist TyW{ = Ej.

Beweis: Es sei

By ={u:N— E|u(k) — 0 fiir k — oo}.

Offenbar ist By ein abgeschlossener Untervektorraum des Banachraums B(N, F) al-
ler beschrinkten Folgen in E mit der Supremumsnorm || - ||~. Also ist By selbst ein
Banachraum mit der Supremumsnorm. Es sei

Wo = {u € By | u(k) = (T + g)*x fiir ein z € E und alle k € N}.
Dann gilt offensichtlich Wy = {u(0) | u € Wy}. Ferner ist
ueWyeulk+1)=(T+g)(u(k)) fir alle k € N.
Mit den Projektionen Fy: EF — Ey und P : E — E ist das dquivalent zu

Pou(k + 1) = TyPyu(k) + Pog(u(k)) Psu(k 4+ 1) = Too Piou(k) + Paog(u(k)), und

Pou(k + 1) = ToPyu(k) + Pog(u(k))  Psu(k) = T ' Pau(k + 1) — Tt Paog(u(k))
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fir k € N. Setzen wir fiir z € F und u € By:

ToPou(k — 1) + T Poou(k + 1) + Pog(u(k — 1)) — T Pog(u(k))

F(z,u)(k) = {Pox T2 (Pau(1) — Pg(u(0))) fiir k = 0,

so sehen wir, dal z € Ej genau dann zu W, gehort, wenn u ein Fixpunkt von F(z,-) in
By ist. Wie im Beweis des Hartmannschen Linearisierungssatzes sei fiir ein 2\ < 1 — «

max{[|To[|. |71} < @ <1 max{||R||, [P} <1 [lg(z) — g(y)ll < Mz —y]

fiir alle z,y € E. Auflerdem benutzen wir in B die dquivalente Norm

1
[ull 3 = max{[| Poul|oo, || Poott]|oo } mit oluflee < flulls < flufl

fiir alle u € By. Fiir x € E und u,v € By erhalten wir die Abschéatzungen

|F(e,w) — Fle, o)z < (@ + 23 u - vl|»
| (e, w)(k)] < (o + Nllu(k = 1) + aXla(k)]| + allutk+ ]| fir k> 1.

Es folgt, dafl F'(z,-) den Banachraum By in sich abbildet, und F(x,-) : By — By eine
Kontraktion mit der von x € E unabhéngigen Kontraktionskonstanten o + 2\ < 1
ist. Der Banachsche Fixpunktsatz impliziert die Existenz eines eindeutig bestimmten
Fixpunktes U(x) von F(z,-) in By. Aus der Abschitzung

V@) = U)lls = | F e, UG) ~ Fly, Ulw) 1
< |F(,U() — P, Uw)lls + F(,U) = Fly, Uyl
< (0 + 20U() = Ul + | Por — Pyl folt

UG) - U < 12T

h(z) = PU(z)(0) fur alle x € Ey.

fiir alle x,y € £ Wir setzen nun

Dann bildet h den Raum FEj Lipschitz stetig in E., ab, und
Wy = {x,h(x)) | x € Eg} = graph(h).
Wir bezeichnen mit 5,5 1 : By — By die “Verschiebungsoperatoren”

u(k —1) fiir alle k € N\ {0}

(S_1u)(k) = u(k 4 1) fir alle k € N (Syu)(k) = {O fir ke — 0.
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Offensichtlich sind S_; und S; stetig mit — max{|[S_1||5, ||S1]|5} < 1.
SchlieBlich definieren wir GG : By — By durch

G(u)(k) = g(u(k)) fir alle k € N.

Gilt dann g € C*(Bg(0,0), E) fiir ein 8 > 0 und ein k € N* U {o0}, so folgt G €
C*(Bg, (0, 3), By) und fiir ¢’(0) = 0 auch G'(0) = 0. Mit dem “Einheitsvektor” ey =
(1,0,...) € By kann F(z,-) in folgender Form geschrieben werden:

F(z,)) = (Pyx)eg + TyPo(S1 + G o Sy) + T P (S_1 — G)
Mit H(x,u) = u — F(z,u) erhalten wir H € C*(E x Bg,(0,3), By)
oOH

K =1g, — %(0, 0) = ToPoS1 + T ' PsoS_ 1.

Mithilfe von max{||S_1||s, ||S1]|s} < 1 folgt die Abschétzung
HKHL(BO) <a< 1.

Dann ist 22(0,0) € £(B,) invertierbar. Wegen H(0,0) = 0, und da fiir jedes = € E
das Element U(z) € By eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

H(z,u)=0

ist, folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen dafl in einer Umgebung von = = 0
die Funktion
EO — Bo, T — U(I')

zur Klasse C* gehort. Da die “Evaluationsabbildung” By — E, u +— u(0) offensichtlich
linear und stetig ist, ist die Funktion A : £y — E, in einer Umgebung V' von 0 in der
Klasse C*. Folglich ist W, als Graph einer C*-Funktion eine C*-Mannigfaltigkeit der
Dimension dimpg Fq. Da durch

Voxw (z,h(x)) e E

eine Parametrisierung von W, gegeben wird, ist der Tangentialraum T,W," das Bild
von Ey unter (1g, x A'(0) in Ey X E,, wobei wir 0.B.d.A. K = R annehmen koénnen.
Durch Differenzieren der Identitét H(z,U(z)) = 0 im Punkt = 0 folgt

OH OH , .

U'(0) € L(Ey, By) und %—Z(0,0){ = —(Py€)ey fiir alle £ € E.
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Wir erhalten P 22(0,0)¢ = 0 und mit der Definition von K und Anwenden von P
PU'(0) — T 1S U'(0) = 0, d.h. P (U'(0)2)(k) = TH(U'(0)z) (k + 1)
fiir alle k € N und x € Ey. Hieraus folgt
[Poc (U (0)2) (R) || < | PocU"(0) | 2,0y [l e fiir alle k € N
| PocU"(0)|| £(E0.80) < @l PocU(0)]| £220,80)

d.h. P,U'(0) =0, da o < 1 ist. Wegen h/(0)€ = P (U'(0)€)(0) fiir alle £ € Ej erhalten

wir A/(0) = 0 und somit die Behauptung. q.e.d.
Ist V' eine Umgebung eines kritischen Punktes zy des Flusses ®¢, so definieren wir

die lokalen stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten von ®; in zy bzgl. V' durch

WY (20) = {x € Wy(x0) | ®4(t,2) € V fiir t > 0}

S

WY (20) = {x € Wy(zg) | ®(t,x) € V fiir t < 0}.

La. gilt WY (z0) # Wi(xo) NV und WY (zg) # Wa(29)NV. Nach diesen Vorbereitungen
konnen wir den angekiindigten Satz iiber die lokalen stabilen und instabilen Mannig-
faltigkeiten beweisen, der im Wesentlichen auf Hadamard und Perron zuriickgeht.

Satz 3.34. Es sei Q) C E eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
Banachraums und f € C*(Q, E) fiir ein k € NU{oco}. Ferner sei xy ein hyperbolischer
kritischer Punkt des von f erzeugten Flusses ;. Dann gibt es eine Umgebung V' von
T, derart, daf8 WY (xq) C*-Mannigfaltigkeiten sind. Auferdem gilt

TooWY (20) = 20 + By und Ty WY (10) = 20 + B,
Wobei Es und E,, die stabilen und instabilen Untervektorriume von ef'#0) gind.
Beweis: O.B.d.A. kénnen wir o = 0 annehmen. Wir setzen wieder
g="(f=r1(0))ora,

wobei 7, : E — B(0,a) die radiale Retraktion bezeichnet. Dann ist ¢ gleichméBig
Lipschitz stetig, g(0) = 0, und g € C*(B(0, a), F) mit ¢’(0) = 0. Durch geeignete Wahl
von « > 0 wird die Lipschitzkonstante von g beliebig klein. Mit A = f/(0) € L(E) gilt

(A+ 9B = flBOW

Also stimmt auf B(0,«) der von A + g erzeugte globale Flul ¢4, mit dem von f
erzeugten Flufl ®; iiberein. Wir setzen nun 7' = e. Dann ist T' ein hyperbolischer
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Automorphismus, und wie im Beweis vom Satz von Grobman und Hartmann folgt,
dal § = ®444(1,-) — T global Lipschitz stetig ist, wobei die Lipschitzkonstante von §
durch geeignete Wahl von « beliebig klein wird. Auflerdem gehért g in einer Umgebung
von 0 zur Klasse C*. Offensichtlich ist (0) = 0, und da Z®4,,(-,0) die Losung des
Anfangswertproblems fiir die linearisierte Gleichung

5= (At g (®asy(1,0)))z, 2(0) = 1p

ist, folgt aus ®414(¢,0) = 0 und ¢’(0) = 0, daB L 4,,(¢,0) = e, also §'(0) = 0, gilt.
Folglich erfiillen 7" und g die Voraussetzungen des vorangehenden Satzes. Somit ist die
stabile Menge Wy von ®4.,(1,-) = T+ § als Graph einer global Lipschitz stetigen
Abbildung h : Fy — FE. darstellbar. Auflerdem gibt es eine Umgebung V) von 0 in FEj
mit h € C*(Vp, Ey), derart, daf

Wy = {(z,h(z)) € Elz € V,}

eine C’“-Mannigfal’gigkeit mit TOW(}/ = Fy = F, ist. Wir behaupten nun, dal W, =
W(0) gilt, wobei W,(0) die stabile Mannigfaltigkeit von @4, im Punkt 0 ist. Da aus
2tlim Dy y(t, ) = 0 stets Payq(k,x) — 0 fiir k — oo folgt, ist W(0) C Wy. Zum Beweis

der umgekehrten Inklusion bemerken wir, dal zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert mit
|Paty(t,x)|| <efiir [t <1und |z| <46

Andernfalls gébe es fiir ein € > 0 eine Folge (tg,xx) in [—1,1] x F mit 2 — 0 und
|®a4q(tr, z1)|| > €. Durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge kénnten wir ¢, — £ €
[—1, 1] annehmen, was ||®444(¢,0)|| > € implizierte, im Widerspruch zu ®4.,(-,0) = 0.

Es sei € > 0 beliebig und es gelte limy_., ®¢(k,z) = 0. Dann existiert ein k(e) € N
mit || Par,(k,x)|| < B fiir k> k(e), wobei § > 0 wie oben gewahlt ist. Also folgt

1@ syt )| = [Buasg(t — ks asg(k, )| S e fitr ¢ > k(e) und ¢ € [k, b+ 1),

dh. @4, ,(t,x) — 0 fiir t — oo, und somit Wy C W,(0).
Nach dem Beweis von dem vorangehenden Satz ist h(x) = P,U(x)(0) fir « € Ey,
wobei die Funktion

E— BO7 Y= U<y)

stetig ist, in y = 0 verschwindet und U(y)(k) = (T + §)"(y) = ®ay4(k,y) fiir alle k € N
erfiillt. Also existiert zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

{2, h(@)) | 12l < 5} C {y € Wo | |@asy(k,p)ll <€ fiir alle k € N}.
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Aus [[@444(t, 7)[] < e fiir [¢t) < 1und [z] < § folgt wie im Beweis der Inklusion Wy C
W,(0), daBB wir zu vorgegebenem e > 0 die Zahl § > 0 so wihlen koénnen, daf

{(a,h(@)) | 2]l <5} C {y € Wo | [|@ary(t,y)l S € fiir alle ¢ € N}.

gilt. Wegen Wy = W,(0) existieren also Nullumgebungen V in E und V C V,in E,
mit WOV C WY(0). Da in der Nihe von 0 die Fliisse iibereinstimmen, kénnen wir V' so
klein wihlen, da8 WY (0) = WY (0) gilt. Insbesondere ist WY (0) € W;, und da W, der
Graph einer auf Ey definierten Funktion ist, gilt W (0) € W, fiir eine geniigend kleine
Umgebung V' von 0. Also ist W} (0) eine C*-Mannigfaltigkeit mit 7,, WY (0) = E. Die
Behauptung fiir W) (0) folgt nun durch “Zeitumkehr”. q.e.d.



