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Aufgabe. Sei

f:(0,1) =R,
1
rhH— —.
z(1—z)
Zeige: f ist lebesgueintegrabel.
Hinweis: L arcsin(2z — 1) = I1_w2.

Losung. Aus dem Hinweis folgt mit dem Fundamentalsatz der Analysis, dass
arcsin(2x — 1) eine Stammfunktion von 1/4/x(1 — x) ist. Definiere nun eine
Funktionenfolge (f,,) fiir n > 2 via

fn R—=R,
{f(x))([ylwl_ﬂ(x)7 falls € (0,1),
0

sonst.

X —

Da f(x) > 0 fiir alle « € (0, 1) sind die Zahlenfolgen (f,,(z)) monoton steigend
fir alle x. Da f stetig ist, haben die f, hochstens zwei Unstetigkeitsstellen,
némlich 1/n und 1—1/n. Damit bilden die Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge.
Also sind die f,, lebesgueintegrabel und es gilt

T 2 2
/fnd,u = / ————dx = arcsin (1 — ) — arcsin < — 1) .
z(1—x) n n

Da der arcsin stetig ist, folgt

lim [ f,dp = arcsin(1) — arcsin(—1) = g +-=m.

n—oo

Insbesondere sind also die Integrale der f, beschréankt. Aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz folgt daher, dass f lebesgueintegrabel ist.



