Kapitel 6

Wellengleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir die homogene und inhomogene Wellengleichung
% —Au =0 und %QT;‘ — Au = f auf Teilgebieten von R"™ x R. Es ist eine lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung. Die Matrix der zweiten Ableitung hat im Gegensatz
zur Laplacegleichung die Signatur (1,n), ist also weder positiv noch negativ definit.
Solche Differentialgleichungen werden hyperbolisch genannt. Thr Losungsverhalten un-
terscheidet sich deutlich von dem Losungsverhalten von elliptischen Gleichungen. Sie
beschreiben in der Physik solche Effekte, die sich nur mit endlicher Geschwindigkeit in

Raum und Zeit ausbreiten, wie z.B. elektromagnetische Wellen und Gravitationswellen.

6.1 D’Alembert’s Formel fiir n =1

Wir wollen zunéchst folgendes Anfangswertproblem losen

Pu  O%u . +
ﬁ_@_o fir (z,t)e RxR
u(z,0) = g(z) %(x, 0) = h(x) fir xeR,

wobei g und h gegebene Funktionen auf R sind. Wenn wir diese Differentialgleichung
als ein gewohnliches Differentialgleichungssystem von C?(R)-wertigen Funktionen in
Abhéngigkeit von t auffassen, ist aus der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichung
zu erwarten, dass jedes solches Anfangswertproblem genau eine Losung besitzt.

Fiir n = 1 faktorisiert der Wellenoperator (oder auch d’Alembertoperator)

@@ (0 aN(o o\ (0 _oN(d 2
o2 or2  \ot Oz ot oxr) \ot Ox ot 0Ox)
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ot Ox

Dann erfiillt v die lineare Differentialgleichung erster Ordnung % + % = 0. Das ist
eine Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten, die die eindeutige Losung

Sei also oz, t) = (Q - 3) u(z, t).

v(x,t) =a(x —t) mit a(x) =v(z,0)
besitzt. Also erfiillt u(x,t) die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

%—@:a(x—t).

gt Ox
Diese inhomogene Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten besitzt die Losung

u(z,t) = /a(a: + (t— ) — s)ds + b(x + 1)

0

x4+t
1

-2 / a(y)dy + bz + 1) mit b(z) = u(z, 0).

r—t
Die Anfangsbedingungen u(z,0) = g(x) und 2%(z,0) = h(z) ergeben

b(xz) =g(xr) und a(x) =v(z,0) = %(x, 0) — %(x, 0) = h(x) — ¢'(z).

Setzen wir das in unsere Losungen ein, so erhalten wir

x4+t

ulet) =5 [ (o)~ S @)y + gl -+

z—t
Also ist die Losung gegeben durch

T+t

(so+0+g@—0)+5 [ hyay

r—1

DO | =

u(z,t) =

Damit haben wir aus der Losung der homogenen und inhomogenen Transportgleichung
die d’Alembertsche Formel bestimmt:
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d’Alembertsche Formel 6.1. Sei g eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf
R und h eine einmal stetig differenzierbare Funktion auf R. Dann ist

T+t

9o+ 0+ 9= 0)+ 5 [ bw)dy

r—t

u(z, t) =

| —

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf R x RY, und die eindeutige Lisung
des Anfangswertproblems

Pu  0Pu } N
E—%—O fUT (l‘,t)GRXR
w0 =gr)  W0)=hr)  fir zeR

An der d’Alembertschen Formel kénnen wir erkennen, dass die allgemeine Losung
der Wellengleichung fiir n = 1 sich schreiben ldsst als

u(z,t) = F(z +t) + Gz —1).

Umgekehrt ist auch jede Funktion dieser Form eine Losung der Wellengleichung. Das
liegt daran, dass der Wellenoperator faktorisiert in die beiden Differentialgleichungen

deren Losungen gerade allgemeine Funktionen F(z +¢) und G(z — t) sind.

Auflerdem sind die Losungen des Anfangswertproblems genau dann k-mal stetig
differenzierbar, wenn g k—mal stetig differenzierbar ist und h (k — 1)-mal. Die Regula-
ritdt dieses Anfangswertproblems verbessert sich also nicht mit zunehmender Zeit, im
Gegensatz zu der Warmeleitungsgleichung.

Aus der d’Alembertschen Formel folgt mit Hilfe einer Spiegelung auch die Losung
des folgenden Anfangswertproblems:

0? 0?
57 g = fir (5,0) R xRY w(0,)=0  fir teR]
ou

u(z,0) = g(z) E(:p,O) = h(x) fir xeRT,
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Wir kénnen u, g und h als ungerade Funktionen auf ganz R x R} ausdehnen durch:
i, 1) = u(z,t) fir x >0
—u(—x,t) firxz <0
- g(x firz >0
gy =0
—g(—z) firz <0

) = {h(az) fiir 7 > 0
—h(—z) firz<0

Dann 16st @(x,t) genau dann das Anfangswertproblem
a0 . +
ﬁ—@zo fiir (l‘,t)GRXR
ou ~

u(z,0) = g(x) E(w, 0) = h(x) fir xeR,

wenn u das obige Anfangswertproblem lost. Weil die Funktionen @, § und h ungerade
sind beziiglich z, verschwindet fiir x <t das erste Integral auf der rechten Seite von

x4t t—zx t+x
/ h(y)dy = / h(y)dy + / h(y)dy.
r—t z—t t—x

Also ist die Losung gegeben durch

3 (g(fc +1) +glz—1t)+ xfth(y)dy) fir0<t<uz
u(@,t) = oy
3 (Q(H z) —g(t —x) +t_f h(y)dy) fiir 0 < z < ¢.

Zu beachten ist hierbei, dass auf den Rand bei x = 0 zulaufende Wellen am Rand
refelktiert werden und wieder zuriicklaufen.

6.2 Sphirische Mittelwerte in der Wellengleichung

Wir werden jetzt sehen, dass die sphérischen Mittelwerte der Wellengleichung eine
Differentialgleichung eriillen, die wir spéter l6sen wollen und daraus die allgemeine
Losung folgenden Anfangswertproblems ableiten wollen: Gesucht ist die Lésung w der
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Wellengleichung 2% — Ay = 0 auf (z,¢) € R" x R*, die u(x,0) = g(x) und 9 (z,0) =

9t2
h(z) erfiillt. Sei also fiir alle x € R",t > 0,7 > 0

[t = [ 0ot

nw,r" 1
0B(z,r) 0B(z,r)

Ulz,rt) =

Hier bezeichnet das Symbol f den Mittelwert auf dem Gebiet €2, also das Integral iiber
das Gebiet €2 geteilt durch das Volumen von (). Analog definieren wir

Glat)= [ gly)doty) und Hat) = | bdoty)
0B(z,r) 0B(z,r)

Lemma 6.2. Wenn u € C™(R"™ x RY) eine m-mal stetig differenzierbare Lisung des
Anfangswertproblems

0*u N .

E—Au:o auf (z,t) € R" xR mit
ou ‘

u(z,0) = g(z) und E(w, 0) = h(x) ist,

dann ist fiir festes v € R"™ das sphdrische Mittel U(x,r,t) eine m-mal differenzierbare
Funktion auf (r,t) € RS x RY, die folgendes Anfangswertproblem der Euler-Poisson-
Darbouzgleichung [dst:

0*U 0*U n—10U

ol - gElent = g

x,r,t) =0 auf (rt)eRY xR

U(z,r0)=G(z,r) und 88—2](:16,7“, 0) = H(z,r)
Beweis: Es gilt:
1

W,

Ulz,rt) =

/ u(r -y +x,t)do(y).
dB(0,1)
Also gilt

oU 1
W($vr7t) = / V$u(ry+x,t) ydO‘(y)

NWy,
8B(0,1)

r

nwy,

B(0,1)
/ Au(y, t)d™y.

B(z,r)

31
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Also ist die partielle Ableitung eines sphérischen Mittelwertes nach dem Radius r gleich
L mal dem Mittelwert des Laplaceoperators angewandt auf die urspriingliche Funktion
uber den entsprechenden Ball. Insbesondere gilt hII(l] B U(z,r,t) = 0. Analog gilt

02U 0 1
) = ———— | Au(y,t)d
o 2(56 7, t) e — / u(y, t)d"y
B(z,r)
—1_n/A(t)d"+ ! /V(t)d()
 nw,rm “uy; Y nwyr™ 1 Uy, 1)agty)-
B(z,r) OB(z,r)
1
= (;—1) /A (y,t)d"y + / Au(y, t)do(y).
B(z,r) OB(z,r)

Deshalb ist die partielle Ableitung eines Mittelwertes iiber einen Ball nach dem Radius

r gleich (+ — 1) mal diesem Mittelwert plus dem entsprechenden sphérischen Mittel-

wert. Insbesonder gilt hm % &8 (x,r,t) = 2Au(z,t). Durch diese beiden Formeln kénnen

wir alle partiellen Ableltungen von den sphéhrischen Mittelwerten durch Mittelwerte
von Potenzen des Laplaceoperators angewandt auf die urspriingliche Funktion iiber
Sphéhren und Bélle ausdriicken. Andererseits gilt auch

o , 00 1 0*u
S o S A\ = —_— t)d
o or (z,7,1) 87’ nwy, / w(y, 1) nwy, / ot? (v, t)do(y)
B(z,r) OB(z,r)
L 0°U
=" 5 —(z,r,t).
2 2
Dann folgt ”I%Tg] = (n— 1)7’"286—(7{ + 7’”1867(2]. q.e.d.

6.3 Losung fiir n =3

Es wird sich herausstellen, dass die Wellengleichung fiir ungerade Dimensionen sich
durch die sphérischen Mittel auf die eindimensionale Wellengleichung zuriickfithren
lassen, aber nicht fiir gerade Dimensionen. Deshalb wollen wir als néchstes die dreidi-
mensionale Wellengleichung l6sen.

In diesem Fall miissen wir das Anfangswertproblem

— ———=—=0 auf (rt)eR"xR"
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U=G und aa—[l{:H auf R x {t =0}.

l6sen. Die Transformation U = rU iiberfiihrt es in das Anfangswertproblem

2 2 )
aa—tg—%:(] auf (r,;t) € R x R* U=0 auf(rt)c{0} xR
U=G=rG und 88—2]:1{[:7’}[ auf (r,t) € RT x {0}.

Dieses Anfangswertproblem haben wir aber schon gelost. Die Losung ist:

r+t
- 1 /- . 1 .
Ulx,r,t) = 3 (G(az,r—l—t) — G(:z:,t—r)) +3 / H(z,y)dy fir0<r <t.
—r+t
Wegen der Stetigkeit von u(z,t) gilt
Ulz,r,t)

u(z,t) = 13%1 U(z,rt) = lriﬂ)l .

Also erhalten wir fiir alle z € R3,¢ > 0.

.1 é(x,t+r)—é(l‘,t—7“) T
u(x,t)zlggl§< " ) +17%1—/H
_ aég;,t) +H(x,t)
— %t / g(y)do(y) +1t / h(y)do(y)
OB(x,t) 0B(w,t)
= %t / g(x +tz)do(y) +t / h(y)do(y)
9B(0,1) OB(z,t)
= | @)+ 900)) doty) vt Vi) - 2oty
OB (z.1) 9B(x.t)

Das ist die sogenannte Kirchhoff’sche Formel fiir das Anfangswertproblem der Wellen-
gleichung in drei Dimensionen.
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6.4 Losung fiir n =2

Fiir n = 2 l&sst sich die Euler-Poisson-Darbouxgleichung nicht in die eindimensionale
Wellengleichung iiberfithren. Stattdessen wollen wir das Anfangswertproblem der Wel-
lengleichung fiir n = 2 als ein Anfangswertproblem der Wellengleichung fiir n = 3
auffassen, wobei die Anfangsdaten dann nur von den Koordinaten x; und x, und nicht
von der Koordinate z3 abhéingen: Sei also u(z,t) auf (z,t) € R?* x R* die Losung des
Anfangswertproblems

2_
Oulz, t) lgtf’ D pae,t) =0 fir (v,t) € R® xR*

Y(2,0)=h(z) fir xeR

u(z,0) = g(z) und g—t

Hierbei ist Z = (w1, z3) fiir * = (21, 79, 73) € R3. Der Mittelwert iiber dB(z,r) einer
Funktion f, die nur von z abhéngt, hangt auch nur von z ab:

2 [ 1wast) / (z +y)do(y) = /%ﬁda(y):o.

OB(z,r) B(0,r 0B(0,r)

Also ist @(z,t) von der Form u(Z,t) und diese Funktion u(z,t) ist die gesuchte Losung
des Anfangswertproblems fiir n = 2. Diese Funktion wollen wir jetzt ausrechnen. Sei
v(y) = \/t? — (y — )? als Funktion auf dem zweidimensionalen Ball B(z,t) die Lange
der Koordinate x3, so dass (y,z3) auf dem Rand des Balles B ((z,0),t) liegen. Dann
konnen wir die beiden Hemispéhren {(y, £v(y) € 0B(z,t) | y € B(Z,t)} durch den
Ball y € B (57 t) parametrisieren Die entsprechenden Mafle transformieren sich wie

do(y, +7(y) = /1 + (V,7(y))%dy? (Ubungsaufgabe):
[ s@art) = [ swiow = [ i+ (T
9(@)do(y) = 1 9@)do(y) = = | 9l Y ()2d%y

OB(z,t) OB(z,t) B(z,t)
2 —(y—2)°+(y—7)* t
Vi+(Vnly < —7)? 22— (y—a)?

Also haben wir

/g() 2mf/ = —9(:2 =3 ]/ t2—g((z)—z)2d2y'

9B(z,t) B(z,t) B(z,t)
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Dann erhalten wir fiir u(z, t) fiir alle (z,t) € R? x RT

0
uw ) =5t | oot +e / h(@)doy)
OB(z,t) aB(x t)
0 t?
~ 92 E —g((y)— z)?de NG (y) —¢
B(z,t) y B(xt Y
ot g(z + tz)d2 / h(y) 2y
ot 2 V1— 22 V= (y—1)?
B(0,1) B(x t)
ot 9(y) +th(y) + Vyg)(y — 2)
2 2 —(y —x)? v
B(z,t)

Dies ist Poisson’s Formel fiir die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung
in zwei Dimensionen. Diese Methode, die Losung des Anfangswertproblems einer nied-
rigeren Dimension dadurch zu erhalten, dass wir dieses Anfangswertproblem in ein
Anfangswertproblem eines hoherdimensionalen Raumes verwandeln und dann zeigen,
dass die entsprechende Losung sich in die gesuchte Losung zuriickverwandeln 1ésst, wird
Methode des Abstieges genannt. An dieser Formel kénnen wir sofort ablesen, dass sich
die Losung in zwei Dimensionen mit allen Geschwindigkeiten ausbreiten, deren Léngen
kleiner als Eins oder gleich Eins sind. In einer und drei Dimensionen breiten sich die
Losungen dagegen nur mit den Geschwindigkeiten der Lange Eins aus. Dies legt nahe,
dass wir die Lésung in einer Dimension nicht durch die Methode des Abstiegs aus der
Losung in zwei Dimensionen erhalten konnen. Woran liegt das ? (Ubungsaufgabe)

6.5 Losung in ungeraden Dimensionen

Wir kénnen die Euler-Poisson-Darboux Gleichung wieder in die eindimensionale Wel-
lengleichung transformieren. Zunéchst benétigen wir

Lemma 6.3. Sei ¢ eine (k+ 1) mal stetig differenzierbare Funktion auf R. Dann gilt
fiir alle k € N

(1) ()7 (1) " p2htg(r) = (La)Fp2kdo )

(ii) (r dr)k_1 r2=1o(r) = Zf;é ﬁfrj“%(r) mit Konstanten ﬁf (7=0,....k—1), die
nicht von ¢ abhdngen.

LXK kji!
(iii) 5§:1~3~5'---‘(2k_1):2(£1)7m1)_1)!
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Den Beweis mithilfe von vollstéandiger Induktion iiberlassen wir dem Leser als
Ubungsaufgabe.

Sei jetzt also n > 3 eine ungerade Dimension n = 2k + 1. Wir nehmen an, dass
u € CFL(R*F1 x RY) das Anfangswertproblem

2
%—Auzo fir (z,t) e R" x RT
ou

u(z,0) = g(z) und 5(;1:, 0) = h(x) fir =z eR"

lost. Dann definieren wir

3 19\ 261
Uz,rt) = <;5) 7’2k71U<SL’,7’, t)
2k—1
G(z,r) = <%%) r# LG ()
2k—1
H(z,r) = <%%) L H () 7)

Lemma 6.4. Wenn u € C*(R**! x R{) das Anfangswertproblem der (2k + 1)-
dimensionalen Wellengleichung lést, dann lést U(x,r,t) fiir jedes x € R**L folgendes
Anfangswertproblem der eindimensionalen Wellengleichung:

02U  5*U

ovr_“Yv _ . n n
o2 Or2 0 ) fir (r,t) e R™ xR
; ~ ou . ) s
U(x,r,0) =G(z,r) und E(x,r, 0)=H(x,r) fir reR".
Beweis:
02U 52 1o\t .
W(l’,’f’,t) = (ﬁ (;E) TQk 1U<.§C,7’,t>
1 k
= (o) ™arteno
1 k—1 9
= (;%) (r%laa%(l’,'r’, t) + 2kr? 2 3 (z, 7, t))
1o\ 0U
- (;E) 2 IW(T?T?I%)
.
= a—U(m, t)
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Hier haben wir 2k = n— 1 benutzt, und dass U(z, r,t) das entsprechende Anfangswert-
problem der Euler—Poisson-Darbouxgleichung 16st. Wegen dem vorangehenden Lemma
verschwindet U (x,r,t) an der Stelle r = 0. q.e.d.

Die Losung dieses Anfangswertproblems ist fiir alle (z,r,t) € R x Ry x RS mit
0 <r <t gleich

t+r

(Glat )~ Gt =) + 5 / (y)dy.

Ulz,rt) =

DO | —

Andererseits ist u(z,t) = lim U(z,r,t) und

r—0

ror
k-1

k—1
Ulz,rt) = <12) r? U (2,7, t)

Also ist

U t
u(z,t) = }E]%U@’T’ t) = l{l})%
0

Damit ist die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung in ungerader Di-
mension gegeben durch

~ ~ t+r
2k=1(k — 1)! Gz, t+71)—G(z,t —r

. ) 1 / -
H = ==/ — [ H(y)4d
ule ) (2k—1)! o 2r Ty | HWy
t—r

2k 1) <8é(x,t) + ﬁl(x,t)> .

k-1 \ ot

Satz 6.5. Fiir ungerades n > 3 und g € C*2" (R"), h € C"= (R") ist die Lisung des
Anfangswertproblems
0*u

ﬁ—AU,:O fU?" (I‘,t)GRnXRJF
ou

u(z,0) =g(z) wund E(w, 0) = h(x) fir xeR"
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fiir alle (x,t) € R™ x RS gegeben durch

u(z,t) = i%?’!)!a <1a)%3t”2 /g(y)dO(y)

(n—2)! ot \tot
8B(z,t)
v 5 (Gn) e [ ),
8B(z,t)

Beweis Wir beweisen zunichst den Fall g = 0. Dann gilt wegen Lemma 6.3 (i)

Pu 2 (PN (18)712375"‘2 / h(y)do(y)

o (n—2)! a2 \ t ot
9B (x,t)
2" (23 (19\T |0
= S = h(y)d
(n—2)! (tat) ot ]/ (y)do(y)
OB(z,t)
2T (22) 19\ T 0 1
NCED] (za) O S / Wz + ty)doly)
9B(0,1)
- (n—2)! (?&) Wy, / Vah(z+ty) -yd'y
9B(0,1)
2T () (1 9\ T 1 .
OB(x,t)
2T (23 19\ T 1
= - A n
(n—2)! (t 8t) nw, / hy)dy
B(z,t)
27 (3 19\ 1
 (n—2)! (?&) nwy,t / Lhiy)doly)
9B (z,t)
- 2 (Gm) e [ sk
9B (x,t)
= Au(z,t).

Hier haben wir wieder den Gaufl’schen Satz und bei der Differentiation eines Inte-
grals iiber B(z,t) nach ¢ Polarkoordinaten benutzt. Wenn wir h durch ¢ ersetzen und
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u(z,t) durch % erhalten wir die Losung fiir h = 0. Also erfiillt auch diese Losung die

Wellengleichung. Mithilfe von Lemma 6.3 erhalten wir

u(z,0) = lim Qt /g(y)do(y)+t /h(y)do(y) + O(t)

t—0 | Ot
OB(z,t) OB(z,t)
= g(x)
ou )
a(x,O) = lim ¢ /Ag(y)d()(yHa—t/h(y)dO(y) +O(t)
OB(x,t)
= h()

q.e.d.
Wir erkennen an der Losung, dass u(z,t) nur von den Werten von g und h auf
0B(x,t) abhéngt, also breiten sich alle Storungen tatséchlich mit der Geschwindigkeit
1 aus. Das wird Huygen’s Prinzip genannt. AuBerdem héngt u(x,t) von hoheren Ab-
leitungen von g und h ab. Dies heisst, dass sich die Regularitéit also mit zunehmender
Zeit in hoheren Dimensionen verschlechtert, im Gegensatz zu der Warmeleitungsglei-
chung, bei der sich die Regularitét verbessert. Dies ist ein allgemeines Phdnomen fiir
hyperbolische Gleichungen.

6.6 LoOsung der Wellengleichung fiir gerade Dimen-
sionen

Wir benutzen jetzt wieder die Methode des Abstiegs, um aus den Losungen in Di-
mensionen 2k + 1 die Losungen in Dimensionen 2k zu erhalten. Entscheidend ist da-

bei, dass die Losung von Anfangsdaten g und h, die nur von & = (x1,...,xq) fiir
x = (x1,...,To,y1) abhdngen, auch nur von Z abhéngen, also ihre Ableitungen axiﬂ

verschwinden. Da die Losungen in Dimensionen 2k + 1 nur von den Funktionen

{ swdotw) wa { nwiy

OB (1) 8B(x,t)

abhéngen, folgt dies daraus, dass fiir eine Funktion f, die %{H = 0 erfiillt, auch gilt

&;ZH / f(y)do(y) = / 8%,iﬂf(:cer)dO(y):0
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Deshalb ist die Losung in Dimensionen 2k also durch Einschrinkung auf den R
R#*+! 2 + (7,0) der Losungen des Anfangswertproblems in Dimension 2k + 1 mit
g(z) = g(z) und h(z) = h(x) gegeben. Fiir eine Funktion f(z) von dieser Form f(x) =
f(z) gilt aber

_ 1 _
/ f(y)do(y) = CESI / f(y)do(y)
8B (1) 0B(z,t)
2 5 m
= WB(/t) F)V1+ (Vy(y))2d"y
o Ly
(n+1wn+1t" 1/ —(y—1)
2twy, f( )d"

(n+ 1 WnJrl \/

Losung der Wellenglelchung in geraden Dimensionen 6.6. Sei n eine gerade
n+2

positive Zahl, g € C*% ( ") und h € C7z = (R™). Dann ist die Losung des Anfangswert-

problems der Wellengleichung:

0*u " n ¥
ﬁ—Au—O fir (z,t) e R" xR
u(z,0) = g(z) wund %(x, 0) = h(x) fir x»eR"

fiir alle (x,t) € R® x RS gegeben durch

u(@t) = 251l 6t<t8t) /\/———x

n—2
. /2 272 22219,
Beweis Aus der Formel w,, = & r(mEm folgt dann R = q.e.d.
r(nt2)) (n—1)lwn 11 22 2

Wir bemerken, dass in geraden Dlmensmnen u(z,t) von den Werten von ¢g und
h auf B(z,t) und nicht nur auf 0B(z,t) abhédngt. Also breiten sich Stérungen mit
Geschwindigkeiten kleiner als 1 aus und nicht nur mit der Geschwindigkeit 1.
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AuBlerdem kénnen wir die Methode des Abstiegs nicht benutzen, um die Losungen in
den Dimensionen 2k—1 aus den Losungen in Dimensionen 2k zu erhalten. Die Losungen
u(x,t) in Dimensionen 2k, deren Anfangsdaten g und h nur von den Koordinaten
x1,...,To_1 abhidngen, erfiillen ndmlich nicht B‘Z—Zk = 0. Deshalb ist die Einschrinkung

auf R%*~! < R™ keine Losung der Wellengleichung auf den R?*~! (Ubungsaufgabe).

6.7 Inhomogene Wellengleichung

Wieder kénnen wir die Losung der inhomogenen Wellengleichung

82
8—;;—Au:f fir (z,t) e R" xR
ou

u(z,0) =0 und 5@’ 0)=0 fir zeR"

mit Hilfe von Duhamel’s Prinzip aus der Losung des homogenen Wellengleichung er-
halten: Fiir alle s € R sei u(z,t, s) die Losung des Anfangswertproblems

2
%—Au: fir (z,t) € R" x (s,00)
ou .
u(z,s,s) =0 und a(:p,s,s) = f(z,s) fir e R"

Dann ist u(z,t) = [u(x,t, s)ds eine Losung der des obigen Anfangswertproblems der

0
inhomogenen Wellengleichung. Es gilt namlich

t

0*u 9, du
ﬁ(:c,t) = u(:c,t,t)—l—/a(x,t,s)ds
0
o [0
u
= E(w,t,s)ds
0

¢
ou 0%u
— E(w,t,t)+/ﬁ(:p,t, s)ds
0

= f(z,t)+ | DAu(z,t,s)ds
/

= f(z,t) + Au(z,t).
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Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

2
%—Au:f fir (z,t) € R" x RT
ou

u(z,0) = g(z) und E(x, 0) = h(x) fir xeR"
ist dann die Summe von obiger Losung der inhomogenen Wellengleichung und der
Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems. Die Wellengleichung ist
offensichtlich invariant unter der Zeitspiegelung t — —t. Deshalb lassen sich aus unse-
ren Formeln fiir die Losung des Anfangswertproblems auch solche fiir das “Endwert-
problem”
0%u

ﬁ—Au:f fir (fE,t)GRnXR_
ou

u(z,0) = g(z) und E(w, 0) = h(x) fir xeR"
gewinnen. Wir konnen also nicht nur von der Gegenwart aus in die Zukunft rechnen,
sondern auch zuriick in die Vergangenheit. Die erste Losung wird avancierte Losung
und die zweite retardierte Losung genannt. Beide Losungen zusammen ergeben eine
Losung auf R™ x R, die nur durch u(z,0) und %(x, 0) mit = € R festgelegt sind.

6.8 Energiemethoden

Hyperbolische Gleichungen erfiillen kein Maximumprinzip. Damit eine Losung einer
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung im Inneren kein Maximum haben
kann, darf die Matrix der Ableitungen zweiter Ordnung nicht negativ definiert werden
konnen. Dies wird aber nur durch eine elliptische Differentialgleichung ausgeschlossen.
Allerding lassen sich die Energiemethoden auch auf hyperbolische Differentialgleichun-
gen iibertragen und damit die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems zeigen:

Eindeutigkeit der Losungen der Wellengleichung 6.7. Sei () C R" ein beschrdink-
tes Gebiet. Dann besitzt folgendes Anfangswertproblem der Wellengleichung

%—Au:f auf € x (0,T]
u(z,0) = g(z,1t) auf Q x {t =0} und auf 09 x [0,T]
g—?(x, 0) = h(x) auf Q x {t =0}

hdochstens eine Liosung.
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Beweis: Die Differenz zweier Losungen 16st das analoge homogene Anfangswertpro-
blem mit f = g = h = 0. Von einer solchen Lésung definieren wir die Energie als

e(t) = % / ((%@,t)f + (Vu(:c,t))2> iz

Q

Dann gilt

dt

ou 0%u
ot? ot

—(z,t) = (z,t) + 9 (Vu(z,t)) Vu(z, t)) d"x

Ou 41y (%(z,t) - Au(x,t)) d"z =0

Hier haben wir einmal partiell integriert (den Gaufischen Satz angewendet). Aufgrund
der Anfangsbedingungen erfiillt ¢(0) = 0. Also ist e(t) = 0 fir alle ¢ > 0. Dann
folgt % = 0 und Vu(z,t) = 0. Also ist u konstant. Dann folgt wieder wegen den
Anfangsbedingungen v = 0 auf  x R™. q.e.d.

Zuletzt noch ein einfacher Beweis, dass sich Storungen nur mit Geschwindigkeiten
kleiner als 1 ausbreiten

Satz 6.8. Wenn u = % = 0 auf B(xo,tg) bei t = 0. Dann ist u = 0 auf dem Kegel

{(z,t) | |v — xo| < tg —t,t > 0}.

e(t):% / ((%(x,t))2+(VU(x,t))2> i

B(Z’O,t07t)

Beweis: Sei

Dann gilt

e(t) = / (%%(m, t) + %(Vu(x, t))Vu(:c,t)) d"x

B(zo,to—t)

_% / ((%<x,t))2+(Vu(x,t>>2) do(z)

8B(1’0,t07t)
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. / (%(ln t) Au(x,t)) d"z

8( / < (z, ) Vu(z,t) - N(z) — % ((%(x,t)f + (Vu(x,t))2>> do ()

mi;t <( >vmaw).N@3_2<a%;w) %thﬁwy>d0@)
(5) w3 (5) #3007

weil der Normalenvektor NV Lénge eins hat und mit a = Vu und b = N ou 4 gilt
1 1 1
ab<abts(a—b) (a—b) < o+ S

Wegen é(t) < 0 ist dann e(t) monoton fallend. Aus e(0) = 0 folgt dann 0 < e(t) <0
fiir alle ¢ € [0, ¢o]. q.e.d.

Analog folgt aus © = 0 und % = 0 auf B(xg, tp) fiir t = 0, dann dass v = 0 ist auf
{(z,t) | |x — x| < to+1t,t <0}



