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Kapitel 1

GewoOhnliche
Differentialgleichungen

1.1 Einfiihrung

Differentialgleichungen sind Gleichungen, die Funktionen zu ihren Ableitungen in Be-
ziehung setzen. Wenn diese Funktionen von mehreren Variablen anhéngen, dann sind
die Ableitungen, die in der entsprechenden Differentialgleichung mit der Funktion in
Beziehung gebracht werden, partielle Ableitungen. Dann spricht man von partiellen
Differentialgleichungen. Typischerweise sind Differentialgleichungen im folgenden Sin-
ne lokale Gleichungen, dass sie nur die Werte einer gesuchten Funktion und endlich
vieler Ableitungen fiir einen Wert der Variablen miteinender in Beziehung bringen.
Mit Differentialgleichungen werden also im Allgemeinen Gleichungen von der folgen-
den Form bezeichnet

F(D*u(z), D" 'u(z), ..., Du(z),u(x),z) = 0.

Hierbei ist * — wu(z) die gesuchte Funktion, die auch vektorwertig sein kann, und
x — D*u(x) bezeichnet die vektorwertige Funktion aller k—ten (partiellen) Ableitungen
von u nach den Variablen z. Zuletzt ist F' eine moglicherweise vektorwertige Funktion.
In diesem Abschnitt betrachten wir zunéchst Funktionen, die nur von einer Varia-
blen abhéngen, so dass auch nur die Ableitungen nach einer Variablen auftauchen.

Definition 1.1. Differentialgleichungen, in denen nur die Ableitungen nach einer Va-
riablen auftauchen, heiffen gewdohnliche Differentialgleichungen.

Historisch wurden solche Differentialgleichungen von Newton gleichzeitig mit der
Entdeckung der Differentialrechnung eingefiihrt um die Bewegung von massiven Teil-
chen im Gravitationsfeld zu beschreiben. Im einfachsten Fall des Apfels nehmen die
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6 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Newton’schen Gleichungen die Form an:

In dieser Gleichung taucht nur die zweite Ableitung der gesuchten Koordinatenfunktion
von u des Apfels nach der Zeit auf, so dass wir deren Losung aus der Differential- und
Integralrechnung schon kennen:

g(t — to)Z'

U(t) :U0+U1(t—t0) — B

Die Losung konnen wir aus der Differentialgleichung durch zweimaliges Integrieren der
linken und rechten Seite erhalten. Das Ziel unserer Untersuchung einer Differentialglei-
chung ist dabei moglichst alle Losungen zu bestimmen und dann solche zusétzlichen
Eigenschaften der Losungen zu finden, die die Losung eindeutig festlegen.

Definition 1.2. Eine Losung ist eine Funktion u, die so oft differenzierbar ist, dass alle
in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitungen existieren, und die zusammen
mit diesen Ableitungen die Differentialgleichung erfiillt.

In der Differentialgleichung
d*u
m—s = —m
dt? g

héngen m (die Masse des Apfels) und g (das Schwerefeld) nicht von ¢ ab. Deshalb ist
dei Differentialgleichung dquivalent zu

d*u

aw =

Wenn wir die linke und die rechte Seite integrieren erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

(t) — (to) = —glt — to) baw. ilt) = ilts) — g(t — o).
Nach nochmaligem Integrieren erhalten wir schliefSlich

, t—tp)?
u(t) = ulto) + ilto)(t — to) — M.
Die Funktion u(t) = —4(t —to)* 4+ u1(t — to) + ug ist auf R unendlich oft differenzierbar
und es gilt:
du d*u

E(t) = _g(t - tO) + uy und W(t) = —g.
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Also sind alle Lésungen von der Form

t—t)’ d
% + uy(t — to) + wp, wobei u(ty) = up und —u(to) = uy.

u(t) = —
(t) o
Damit haben wir in diesem einfachen Beispiel unser Ziel erreicht.

Zusammenfassung 1.3. Die hdochste vorkommende Ableitung der Differentialglei-
chung m‘fT;‘ = —gm ist die zweite Ableitung. Durch geeignetes zweimaliges Integrieren
konnten wir die Differentialgleichung l6sen. Dabei entstanden zwei Integrationskonstan-
ten und die Lisungen waren dann eindeutig durch die Wahl dieser Integrationskon-
stanten bestimmt. Diese Integrationskonstanten konnten wir schlieflich als die Werte
der Liosung und ihrer ersten Ableitung zu dem Zeitpunkt to interpretieren. Deshalb ist
der Losungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional und wird parametrisiert
durch (u(to), % (to)) € R2. Zu jeder solchen Wahl eines Anfangszustandes (ug,u;) gibt
es dann genau eine Losung, die gegeben ist durch

u(t) = —g(t — t0)% + ui (t — to) + wo.

Typischerweise beschreiben solche Differentialgleichungen die zeitliche Entwicklung
von verdnderlichen Groflen in der Natur. Diese Differentialgleichungen geben dann ein
kausales Verhalten der verdnderlichen Gréflen vor. Durch das Losen der Differential-
gleichung konnen wir dann aus der Kenntnis der verédnderlichen Grolen und geniigend
vieler Ableitungen von ihnen zu einem (Anfangs—)Zeitpunkt ¢, das Verhalten von ihnen
sowohl in der Zukunft, als auch in der Vergangenheit ausrechnen und damit ihr Ver-
halten in der Zukunft vorhersagen und auf ihr Verhalten in der Vergangenheit zuriick-
schlieBen. Die Anzahl der Ableitungen, die wir zum Zeitpunkt #, kennen miissen, ist
dann gegeben durch die Anzahl der Integrationskonstanten, also die Anzahl der Inte-
grale, die wir benétigen, um die Gleichung zu 16sen. Da wir uns typischerweise auch die
Funktionswerte vorgeben, also die Nullte-Ableitung, sollten wir im Allgemeinen alle
Ableitungen bis zu einer Ordnung niedriger als der héchsten vorkommenden Ableitung
vorgeben.

Definition 1.4. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die hochste vorkommende
Ordnung aller auftauchenden Ableitungen einer Differentialgleichung.

Definition 1.5. (Anfangswertproblem) Die Suche nach einer Losung u einer gewéhn-
lichen Differentialgleichung der Ordnung n, die zu einem gegebenen Wert ty der Va-
riablen t (nach der abgeleitet wird) zusammen mit den ersten n — 1 Ableitungen die

Werte ; et
U "~y
U(to) = U, a(to) = ULy .y W(to) = Up-1

annimmt, heifst Anfangswertproblem.
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Aufgrund unserer Voriiberlegungen erwarten wir, dass jedes solches Anfangswert-
problem eine eindeutige Losung hat. Wir werden spéter auch Bedingungen angeben,
unter denen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen solcher Anfangswertpro-
bleme beweisen konnen. Es stellt sich heraus, dass mache dieser Anfangswertprobleme
viele Losungen besitzen und andere gar keine.

Beispiel 1.6. (i) Das Anfangswertproblem (‘2—7;)2 = 4u mit w(0) = 0 hat offenbar die
Lésungen
(t—0b)* firb<t
u(t) =40 fir —a<t<b
(t+a)*  firt< —a

Hier sind a und b zwei beliebige nichtnegative reelle Zahlen, die beide auch oo
sein konnen.

(ii) Sei f : R — R eine Funktion, die keine Stammfunktion besitzt (z.B. die charak-
teristische Funktion der rationalen Zahlen). Dann hat das Anfangswertproblem

fl—? = f mit u(0) = 0 keine Ldsung.

Die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen besitzt auf keinem offenen
Intervall (a,b) eine Stammfunktion. Wenn ndmlich F eine solche Stammfunktion
wdre, dann wdre x — F(x) monoton wachsend und x — F(x) — x monoton
fallend. Wegen dem Mittelwertsatz muf$ fir alle x1, x5 € (a,b) entweder gelten

F(x1) — F(xg) = x1 — 2y oder F(x1) — F(z3) = 0.

Im zweiten Fall folgt aus der Monotonie von F, dass F zwischen x1 und xo
konstant ist und im ersten Fall folgt aus der Monotonie von x — F(x) — x, dass
diese Funktion zwischen xi und xo konstant ist. Also ist die Ableitung von F
zunschen x1 und xo entweder konstant gleich 0 oder konstant gleich 1. Damit ist
F keine Stammfunktion der charakteristischen Funktion der rationalen Zahlen.

1.2 Gewdohnliche Differentialgleichungssysteme

Bisher haben wir stillschweigend angenommen, dass die Funktionen, die mit ihren
Ableitungen die Differentialgleichung erfiillen soll, reelle Funktionen sind. In diesem
Fall hat eine gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung n die Form

ftu(t),a(t),. .., u™(t) =0,

wobel
fR™ SR
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eine reelle Funktion ist. Hierbei haben wir angenommen, dass nur die Werte einer
reellen Funktion und aller ihrer Ableitungen bis zur Ordnung n zu einem Zeitpunkt ¢
mit einander in Beziehung gebracht werden. Wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass
sich die Differentialgleichung nach der hochsten Ableitung auflosen 1a8t, dann nimmt
sie die Form

d™u i 1
%:f(t,u,u,...,u(” ))
an, mit einer Funktion
f:R" SR,
Wenn wir jetzt R™-wertige Funktionen w betrachten, dann nimmt sie die Form
d™u ) 1
W:f(t,u,u,...,u(” )

an, mit einer Funktion

f R x (R™™ — R™
Solche Differentialgleichungen heilen Systeme von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen oder gewohnliche Differentialgleichungssysteme. Um die folgende Untersuchung zu
vereinfachen, machen wir von folgender Beobachtung Gebrauch.

Satz 1.7. Jedes gewdhnliche Differentialgleichungssystem ldfst sich durch Vergrife-
rung von m auf m-n in ein gewohnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung
verwandeln.

Beweis: Fassen wir die Funktionen (u,1,...,u™ ) zu einer R*™-wertigen Funktion
zusammen, so ist die gewohnliche Differentialgleichung
dn
ﬁ = f(t,u, i, ..., u"D)
offenbar dquivalent zu
d
ﬁ(u, .., u™YY = (o, f g, u D).
Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem
U(to) = Ug, - - - ,U(nil) (to) = Up—1
iiber in
(w, 0, ..., u D) (t) = (ug, . .., Un_1). q.ed.

Im Folgenden werden wir uns also bei der Untersuchung der Existenz und Ein-
deutigkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen auf gewohnliche Differentialglei-
chungssysteme erster Ordnung beschréanken kénnen.
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d?u
dt?

()= (5) =@ o) (0)+ ()

1.3 Lineare Differentialgleichungen

Beispiel 1.8. Die Differentialgleichung m
tialgleichungssystem

= —gm st dquivalent zu dem Differen-

Definition 1.9. Eine Differentialgleichung von der Form
au(t) = A(t)u(t) + b(t)

heifst lineare gewdohnliche Differentialgleichung auf einem (offenen) Intervall I C R.
Hierbei ist u eine gesuchte Funktion von I mit Werten in einem Banachraum V (z.B.
K") und A eine Abbildung von I in die linearen stetigen Abbildungen von V' auf V
(also L(V)). Im Fall von V = K" kénnen wir L(V) mit den n x n Matrizen K"*"
identifizieren und V' mit den Spaltenvektoren in K". Dann ist A(t)u(t) das Matriz—
Produkt der nxn—Matriz A(t) mit dem Spaltenvektor u(t), also wieder ein Spaltenvektor
in K™. Schlieflich ist b eine Abbildung von I nach V. Wenn b(t) = 0 ist, dann heifit die
Differentialgleichung homogen, andernfalls inhomogen. Wenn A nicht von t abhdngt,
also als Abbildung konstant ist, heifst die Differentialgleichung autonom, andernfalls
nicht autonom.

Satz 1.10. Die Menge aller Lisungen einer linearen homogenen Differentialgleichung
bildet einen Vektorraum tiber K. Wenn also uw und @ Losungen sind, dann sind auch
u+u und Au fir alle A € K Losungen der linearen homogenen Differentialgleichung. Die
Menge aller Lisungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung bildet einen
affinen Raum. Fine allgemeine Lisung ist die Summe einer speziellen Lisung und einer
allgemeinen Liosung der entsprechenden homogenen linearen Differentialgleichunyg.

Beweis: Seien v und @ zwei Losungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t)
bzw. u(t) = A(t)u(t) + b(t), dann erfillt u — u die Differentialgleichung

d y ~
—(u(t) —a(t)) = A(®)(u(t)) —a(t)),

also die entsprechende homogene Differentialgleichung. Genauso gilt auch fiir alle A € K

CAult) — (1)) = AWM u(t)) — a(0).
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Deshalb ist der Raum aller Losungen eines homogenen gewohnlichen Differentialglei-
chungssystems ein Vektorraum und die allgemeine Losung eines inhomogenen gewdhn-
lichen Differentialgleichungssystems ist die Summe einer speziellen Losung und der
allgemeinen Losung des entsprechenden Systems. q.e.d.

Einer der wichtigsten mathematischen Hilfsmittel um die Existenz und Eindeutig-
keit von Differentialgleichungen zu beweisen ist der Banachsche Fixpunktsatz.

Satz 1.11. (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und f eine Lipschitz—stetige Abbildung von X nach X mit Lipschitzkonstante L, d.h.
fir alle x,y € X gilt d(f(z), f(y)) < Ld(z,y). Dann besitzt f genau einen Fizpunkt
und fiir jedes xo € X konvergiert die Folge (x,)nen mit x,11 = f(x,) fir alle n € Ny
gegen den Fixpunkt.

Beweis: Aus der Lipschitz—Stetigkeit von f folgt fiir jedes n € N und alle z,y € X:

d(f"(x), ["(y)) < L"d(z,y).

Hier bezeichnet " die n—fache Verkniipfung von f mit sich selber. Also folgt aus der
Dreiecksungleichung fiir alle m > n € N:

A" @), o) <3 A o)), S )
l=n

< S 1S (o), o)

l=n
= (- L d(f ), )
< v d(f(l’o)aﬂfo)-

1-L

Weil 0 < L < 1 konvergiert :=-d(f(xo),z0) gegen Null und die Folge (,,)en ist eine
Cauchyfolge. Wegen der Vollstdndigkeit konvergiert sie. Wegen der Stetigkeit von f
gilt
f ( lim xn) = lim f(z,)= lim x,,; = lim x,.

Also ist der Grenzwert ein Fixpunkt von f. Wegen der Lipschitzstetigkeit von f ist
der Abstand von zwei Fixpunkten kleiner oder gleich als L mal dem Abstand. Also ist
(1 — L) mal dem Abstand kleiner oder gleich Null. Dann ist wegen L < 1 der Abstand
nicht positiv, also gleich Null und beide Fixpunkte stimmen {iberein. q.e.d.
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Satz 1.12. (Existenz und Eindeutigkeit des linearen Anfangswertproblems). Sei I C R
ein offenes (nicht notwendig beschrinktes) Teilintervall von R und A : I — L(V)
eine stetige Abbildung von R in die beschrinkten stetigen linearen Abbildungen des
Banachraumes V. Auflerdem sei b : I — V stetig. Dann besitzt fir jedes ug € V. und
jedes ty € I das Anfangswertproblem u(t) = A(t) - u(t) 4+ b(t) mit u(to) = up genau eine
stetig differenzierbare Léosung u : 1 — V.

Bemerkung 1.13. Jede Lisung der Differentialgleichung muf differenzierbar sein und
damit auch stetig. Dann muf sie sogar stetig differenzierbar sein. Deshalb gibt es also
auch nur genau eine Lésung.

Beweis: Sei [a, 3] C I ein kompaktes Teilintervall von I, das t enthélt. Weil A auch auf
[, ] stetig ist, ist A auf [« 3] beschrinkt und ||A||« = sup [|A(t)]| < co. Wir nehmen
t€lo,f]

€la,p

zunéchst an, dass L = (8 — a)||Al|~ kleiner ist als 1. Dann erfiillt die Abbildung

t

[0, B, V) = C[e, 8L, V), uw— fu) mit f(u)(t) = /(A(S)U(S) +0(s))ds + ug

to

fir alle u, @ € C([o, 5], V) die Gleichung

Also gilt auch
[F(w) = fla)lle < Jlu— s - [[Allc(8 = @)

= Jlu— - L.

Also ist die Abbildung Lipschitz—stetig mit Lipschitz—Konstante L < 1. Wegen dem
Banachschen Fixpunktsatz hat diese Abbildung genau einen Fixpunkt u € C([«, 5], V)
der dann fiir alle ¢ € [«, (]

t

u(t) = /(A(s)u(s) + b(s))ds + ug

to

erfiillt. Dann gilt wegen dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

u(t) = A(t)u(t) + b(t) und u(ty) = up.
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Also ist u eine Losung des Anfangswertproblems auf («, [3).
Wenn 4 eine zweite Losung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)a(t) + b(t) und u(t) = uo

auf (a, §) ist, dann folgt wieder aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung
t

u(t) = up + /(A(s)ﬂ(s) + b(s))ds.
to
Daraus folgt dann, dass auch u ein Fixpunkt von f ist und dass wegen dem Banachschen
Fixpunktsatz u = u gelten muf.

Wenn (§ — a)||Al|~ > 1, dann wihlen wir eine Folge (£,,)nen in (a, 3), so dass fiir
alle n € N der Punkt ¢,, in der Vereinigung der offenen Bélle um t, ..., %, ; mit Radi-
us m liegt. Induktiv folgt, dass die Anfangswertprobleme 1, (t) = A(t)u,(t) + b(t)
mit u,(t,) = u,—1(t,) auf der Vereinigung aller offenen Bélle um ty, ..., t, mit Radius
m genau eine Losung haben und mit der einzigen Losung des urspriinglichen An-
fangswertproblemes iibereinstimmen. Also hat das urspriingliche Anfangswertproblem
im Inneren jedes kompakten Teilintervalls von [, das , enthélt, genau eine Losung.
Dann hat es auf der Vereinigung I aller solchen Teilintervalle genau eine Losung. q.e.d.

Aus den beiden vorangehenden Sétzen folgt sofort:

Korollar 1.14. Sei I C R ein offenens Intervall, V' ein Banachraum, und A : I —
LV)undb: I — V stetige Abbildungen. Dann induziert fir jedes to € I die Abbil-
dung C(I1,V) — V,u — u(ty) einen linearen Isomorphismus des Lésungsraumes der
Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) auf V. Fir jede Losung u der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t) induziert die Abbildung C(I,V) — V u —
u(to) — u(to) einen affinen Isomorphismus des Lisungsraumes der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung nach V. q.e.d.

Insbesondere haben also die Losungsrdume der gewohnlichen linearen Differenti-
algleichungssysteme erster Ordnung dieselbe Dimension wie der Vektorraum, in dem
die Werte der gesuchten Funktion liegen. Insbesondere stimmt also fiir reelle gewhnli-
che Differentialgleichungen n—ter Ordnung die Dimension des Losungsraumes mit der
Ordnung iiberein, wie wir das erwartet haben. Nachdem wir jetzt also fiir eine erste
Klasse von Differentialgleichungen die Existenz und Eindeutigkeit des Anfangswert-
problemes gezeigt haben, wollen wir uns der Frage zuwenden, wie wir diese Losungen
auch ausrechnen koénnen.

Beispiel 1.15. Wir stellen uns eine Insel vor, die von Stérchen, Froschen und Fliegen
bewohnt wird. Dabei stellen wir uns die Nahrungskette so vor, dass die Storche S(t) sich
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sowohl von den Fréschen als auch von den Fliegen erndhren, die Frosche F(t) nur von
den Fliegen und die Fliegen f(t) von dem Aas der Frésche und Storche. Wir nehmen
jetzt an, dass das Tierwachstum nur von der vorhandenen Nahrungsmenge gesteuert
wird:

S) =F(t)+ (1) ~25()
() = -5()+ (1
fty =5@+F@) ~2f()

Beispiel 1.16. Seien A : K — K, b: K — K stetige, reelle Funktionen. Dann besitzt
das Anfangswertproblem

w(t) = A(t)u(t) +0(t), wu(to) =wuo

eine eindeutige Losung, die wir jetzt bestimmen wollen. Dazu betrachten wir zundchst
das entsprechende homogene Anfangswertproblem mitb = 0. Das kénnen wir umformen
21

% _ %m(u(t)) — A(t) mit u(to) = ug

Also erhalten wir

t t

In(u(t)) = /A(s)ds—l—ln(uo) bzw. u(t) = exp /A(s)ds Ug-

to to
Das entsprechende inhomogene Anfangswertproblem hat die Lidsung

t t t

u(t) = exp / A(s)ds | uo + / exp / A()dr | b(s)ds.

to to s

Dann gilt namlich

t t t

u(t) = A(t) exp /A(s)ds ug + exp(0)b(?) +A(t)/exp /A(r)dr b(s)ds

to to S

= A(t) - u(t) + b(t) und u(ty) = uo.

Also lost die angegebene Funktion das Anfangswertproblem und ist dann wegen dem
vorangehenden Satz die eindeutige Losung.
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Der zweite Summanden erkldrt sich daraus, dass us(t) = exp ( f: A(r)dr) b(s) das
Anfangswertproblem @ (t) = us(t) A(t) mit u(s) = b(s) 16st. Dann folgt

% uy(t)ds = u(t) + / A(t)ua(t)ds = b(t) + A(t) / uy(t)ds.

to to to

t
Also 16st [ u,(t)ds das Anfangswertproblem

a(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = 0.

Wir erhalten also die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems als die Summe
des homogenen Anfangswertproblems mit dem Integral iiber alle Anfangswertprobleme
des homogenen Problems, wobei wir als Anfangswerte jeweils den inhomogenen Term
einsetzen. Dieses Verfahren wollen wir jetzt verallgemeinern.

Satz 1.17. (Variation der Parameter) Sei [a, 5] C R ein kompaktes Intervall und V
ein Banachraum. Dann ist die Abbildung

C[e, B, £(V)) x C([e, B, V) x [, B] x V= C([e, B, V) (A, by to,u0) —
auf die eindeutige Losung u des Anfangswertproblems
u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = wug

stetig. Die Einschrinkung dieser Abbildung auf ein festes ty hingt analytisch von A, b
und ug ab. Fir jedes (A,b) € C([a, 5], L(V)) x C([ev, 8], V) ist dann die entsprechende
Finschrinkung der Abbildung ein affiner Isomorphismus von (to,uy) € [, 5] X V' auf
den Losungsraum der Differentialgleichung

a(t) = A(t)ult) + b2).

Bevor wir diesen Satz beweisen, berechnen wir mit ihm die Losung eines inhomo-
genen Anfangswertproblemes aus der Losung des homogenen Anfangswertproblems.

Korollar 1.18. Sei A : I — L(V) eine stetige Abbildung auf einem offenen nicht
notwendigerweise beschrinktem Intervall und b : I — V auch. Dann setzt sich wegen
der Variation der Parameter die eindeutige Lisung us(t) des Anfangswertprobleme

u(t) = A(t)u(t) mit u(s) = b(s)
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zu einer stetigen Abbildung I — C(I,V) s — us zusammen. Die eindeutige Lisung
des inhomogenen Anfanswertproblems

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = ug

ist dann die Summe des entsprechenden homogenen Anfansqwertproblems und des In-

tegrals
t

/ us(t)ds.
to
Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz ist die Abbildung s — u,(t) auf allen Teilin-

tervallen [a [] C I stetig von [«, 5] nach C([ay, 8], V). Dann existiert fiir alle t € I das

Integral f us(t)ds. Aus dem Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt
to

t t t to

us(t)ds = ug(t) + A(t) /us(t)ds = b(t) + A(t) /us(t)ds und /us(t)ds =0.

to to to to

4
dt

Diese Funktion 16st das inhomogene Anfangswertproblem mit vy = 0. Wegen Satz 1.10
ist die eindeutige Losung des allgemeinen Anfangswertproblems die Summe dieser
Funktion und der Losung des entsprechenden homogenen Anfanswertproblems. q.e.d.
Beweis von Satz 1.17: Offenbar ist die Abbildung

C([lo, B, £L(V)) x C(lev, B, V) x [0, ] x V x C([e, B, V) = C[a, 5], V)

t

(A, b, to, o, w) — faptom (W) Mit fapigu(w)(t) =uo + /(A(s)u(s) + b(s))ds

to

stetig und héngt fiir festes t; analytisch von A, b, uy und u ab. Weil das Integral
linear ist, ist sie sogar eine Summe von linearen Abbildungen und einer bilinearen
Abbildung. Damit ist f sogar ein Polynom in A, b, ug, und u. Die Lipschitzkonstante
L der Abbildung f = fAbivi,s Mit einem Element (A, b, 1y, 1) € C(lo, 8], L(V)) x
C(le, 8], V) X [, 8] X V konnen wir abschétzen durch

t t

= || [ A u(s) — a()ds + [ (Als) = AGs))uls) - )

to to

e e}

<18 = alllu = lloe (141l + 114 = All)
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Wir wihlen wieder das Intervall [, §] klein genug, so dass alle f , die den Elementen
(A, b, 1y, 1) in einem e-Ball von (A,b,ty,ug) entsprechen, Lipschitz—stetig sind mit
Lipschitzkonstante L < Ly < 1. Fiir n > m > N € N konnen wir dann abschétzen

< I | S (Pl — - (w)
=1 0
< ¥ ( S Ef(w) - u||oo)
=0
v
< L 17w) ~ ul

Wir wihlen die Startfunktion u identisch gleich Null. Dann ist || f(u) — u|| beschriinkt
durch

1£(0) = Olloe < llugll + 170 — ol + 18 = ] (Ill + 115 = bl c) -

Weil auf dem e-Ball um (A, b, ¢y, up) die Lipschitzkonstant uniform durch Ly, < 1
beschriinkt ist, konvergiert dann die Folge (f™(u))nen gleichmiiBig gegen die Losung
des Anfangswertproblems. Dann definiert der Grenzwert eine stetige Funktion, die fiir
festes to analytisch von A, b und ug abhéngt (also eine konvergente Potenzreihe besitzt).

Wenn die Liptschitzkonstante grofler als 1 ist, iiberdecken wir das Intervall durch
hinreichend kleine Teilintervalle und stezten die entsprechenden Lésungen fort. q.e.d.

Damit haben wir die Berechnung der Losung auf das Losen des homogenen An-
fangswertproblem zuriickgefiihrt.

Satz 1.19. (Ezponentialfunktion) Die Potenzreihe exp(A) = Y. 4% konvergiert fiir
n=0
alle A € L(V), wenn V ein Banachraum ist. Auferdem gilt

 exp((t — 10)4) = Aexp((t — 10)A) = exp((t — tg) A) A

Beweis: Wegen ||A - B|| < ||A]| - || B]] folgt ||A"|| < ||A]|™. Dann folgt die Behauptung
aus den entsprechenden Aussagen fiir die Exponentialfunktion auf R. q.e.d.

Korollar 1.20. (Léisung des autonomen Anfangswertproblems) Das inhomogene An-
fangswertproblem

u(t) = Au(t) + b(t) mit u(ty) = ug
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mit A € L(V) und stetigem b : I — V besitzt die eindeutige Lisung

t

u(t) = exp((t — to)A)ug + /exp((t — 5)A)b(s)ds.

to

Beweis: Es geniigt wegen der Variation der Parameter zu zeigen, dass das homogene
Anfangswertproblem (b = 0) durch u(t) = exp((t — t9)A)uo gelost wird. Das folgt aus
den Eigenschaften der Exponentialfunktion. q.e.d.

Damit bleibt noch das Problem der Berechnung der Exponentialfunktion. Dazu
benutzen wir die Diagonalisierung bzw. Jordannormalform von Matrizen.

Ubungsaufgabe 1.21. (i) Aus der Analysis wissen wir, dass das Anfangswertpro-
blem der Differentialgleichung

u™(t) = 0 mit u(0) = ug, w(0) = uy,...,u""V(0) = 1y,

die Losung

n—1 l
ult
=0

besitzt. Dieses Anfangswertproblem ist dquivalent zu den Anfangswertproblemen

u 0o 1 ... 0 u u(to) Ug

d U : T c. . U ) U(to) U1
—- . =1\ ’ o . mat . = .
dt : 0 ... 0 1 : : :

u*=b 0 ... 0 0/ \u»V u™ D (ty) Up,

Deshalb gilt
l

0 1 0 0 1 0

. . . . n_ltl . . . .

ep |2 T =Y T
PIlo ... o 1 lzll! 0 ... 0 1
0 0 O 0 0 O

Zeige direkt diese Identitdt.
(ii) Zeige, dass fiir alle A € R (oder C) gilt

A1 .00 0o 1 ... 0

ex t P T = exp(tN) - ex t- P SR

P 0 ... X 1 p(tY) P 0 0 1
0 0 A 0 0
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(iii) Die Matriz A lasse sich durch die invertierbare Matriz B diagonalisieren:

A1 0
A=B B!
0 An

Zeige, dass dann gilt

xp(tA1) 0
exp(tA) = B . B
0 (tAn)
11 1
1 0 1 0 -1 0 1 -1
11 -2/\0 0 -3 50 -3

e
exp

Beispiel 1.22. Die Matrix

-2 1 1

-1 0 1

1 1 =2

lafst sich diagonalisieren auf

O Wl

Also ist die Losung des Beispiels der Storche, Frische und Fliegen gegeben durch

S(t) 11 1 1 0 0 -3 1 3 S(0)
Ft)yl=1[10 1 0 et 0 1 -1 0 F(0)
f(t) 11 -2/ \0 0 * s 0 —3/ \f(0)

Lemma 1.23. (Fundamentallisung) Sei A : [ — L(V') eine stetige Funktion von einem

Intervall in die stetigen linearen Abbildungen des Banachraumes V. Dann konvergiert
die Reihe F : I — L(V)

to

F(t) = ]1+i/tA(tn)7A(tn_1).../A(tl)dtl...dt

to to

gegen die Losung des Anfangswertproblems

F(t) = A(t)F(t) mit F(ty) = 1.



20 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beweis: Wenn wir zundchst annehmen, dass die Reihe fiir alle ¢,ty € I gleichméfig
konvergiert, dann folgt aus dem Hauptsatz der Integral— und Differentialrechnung

tn—1 to

Hﬂ=A@+§im0/AWAX/Amﬁyu/Ath“dm4:A@ﬂﬂ

to to to
Fiir alle ¢, ¢y € [ ist A auf (¢,¢y) beschrinkt durch ||Al|~. Also folgt

t tn—l to

/A%X/A%lyi/MMﬁLJm

to to to
t th-1 to

t—to|™
§||A||Zo//.../dt1...dtn :||A||go.| nvo‘ .
tO tO to :

Dann konvergiert die Reihe wieder aus den gleichen Griinden wie die Potenzreihe der
Exponentialfunktion. q.e.d.
Diese Losung F'(t) heisst Fundamentallosung des Anfangswertproblems.

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = uo.

Offenbar ist dann F'(¢) die lineare Abbildung, die jedem wug den entsprechenden Wert
der Losung an der Stelle ¢ zuordnet. Wegen der Eindeutigkeit der Losung der beiden
Anfangswertprobleme

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = up und  u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(t;) = uy

ist die Fundamentallosung des ersten Anfanswertproblems an der Stelle ¢; als linea-
re Abbildung invers zu der Fundamentallosung des zweiten Anfanswertproblems an
der Stelle ty3. Deshalb ist die Fundamentallosung eine einmal stetig differentzierbare
Abbildung von [ in die invertierbaren Elemente von £(V).

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)u(t) mit u(s) = b(s)
ist dann gegeben durch
ug(t) = F(t)F(s)b(s).

Wegen der Variation der Parameter ist dann die eindeutige Losung des Anfangswert-

problems
u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = uo



1.3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 21

gegeben durch
t

u(t) = F(t)ug + /F(t)F‘l(s)b(s)ds.

Deshalb geniigt es zum Losen einer gewohnlichen, linearen Differentialgleichung, die
Fundamentallésung zu bestimmen. Wenn alle A(¢) miteinander kommutieren:

AA) = A(t)A(t) fiir alle t,t' € I,
¢
wie das im Fall V = R gilt, dann ist F(t) = exp /A(s)ds , im Allgemeinen aber

to
nicht. Im endlichdimensionalen Fall, wenn wir A durch n x n Matrizen darstellen

konnen, ist allerdings folgende Beziehung sehr niitzlich.

Satz 1.24. (Spur und Determinante) Sei A : I — K"*" eine stetige Abbildung des
offenen Intervalles I in die K—wertigen n xn Matrizen. Dann gilt fiir die entsprechende
Fundamentallosung

F:I K> mit Ft)=AFt) und F(t) =1,

%det(F(t)) = Spur(A(t)) det(F(t)) mit  det(F(to)) = 1.

Also hat det(F'(t)) auf I keine Nullstellen und F(t) ist fir alle t € I invertierbar.

Beweis: Weil die Determinante det : K"*" — K ein Polynom in den Eintrdgen der
entsprechenden Matrix ist, ist sie eine analytische Funktion. Wir zeigen zunéchst, dass
die Ableitung dieser Abbildung bei allen invertierbaren Matrizen A gegeben ist durch

% det(A +tB) |;—o= det(A) Spur(A~'B).
Es gilt namlich
det(A +tB) = det(A) det(1+tA™'B).

Offenbar ist det(1+ ¢tA~'B) ein Polynom in ¢ vom Grad n, und die Koeffizienten sind
Polynome in den Koeffizienten von A7!B. Weil die Unterdeterminanten von 1 genau
dann nicht verschwinden, wenn die genausovielte Spalte wie Zeile gestrichen wird und
dann die Unterdeterminanten gleich Eins sind, gilt

det(14tA™*B) =1+ ¢ Spur(A~'B) + Terme hoherer Ordnung.
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Damit folgt

% det(A +tB) = det(A) Spur(A~'B).
=0

Wenden wir diese Formel auf F'(¢) an, so erhalten wir mit der Kettenregel an den
Stellen, an denen F'(t) invertierbar ist

% det(F(t)) = Spur(F(t)F~L(t)) det(F(t))
= Spur(A(t)) det(F(t)).

Dann folgt aus dem Beispiel, dass det(F'(¢)) die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems
u(t) = Spur(A(t))u(t) mit u(ty) =1
t

ist. Also gilt det (F'(t)) = exp Spur

und F' ist auf ganz I invertierbar. q.e.d.

1.4 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit
auf nichtlineare gewthnliche Differentialgleichungen. Dabei miissen wir allerdings an
die Nichtlinearitit gewisse Einschrénkungen machen.

Definition 1.25. Fine Funktion f von einem metrischen Raum X in dem metrischen
Raum 'Y heifst lokal Lipschitz—stetig, wenn es fiir jedes xo € X eine Umgebung U C X
von xqg gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,x' € U gilt

d(f(x), f(z')) < Ld(z, ).

Satz 1.26. (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Sei I ein offenes Intervall und U C 'V
die offene Teilmenge eines Banachraumes V und f : I xU — V eine stetige Abbildung,
die beziiglich der zweiten Variablen lokal Lipschitzstetig ist, d.h. fiir jedes (to, ug) € IXU
gibt es ein § > 0 und ein L > 0, so dass fir alle (t,u), (t,0) € (to — 0,10+ ) x B(uyg,d)
qgilt

1F(tw) = FE @) < Liju— .

Dann gibt es fir jedes (to,ug) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
u(t) = f(t,u(t)) mit u(to) = ug auf (to — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.
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Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es 6 > 0 und L > 0, so dass fiir

alle (t,u), (t,u) € [to — d,tg + 0] X B(ug,d) auch ||f(t,u) — f(t,a)| < L|ju — 4| gilt.
Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

F:uwr F(u) mit F(u)(t) = ug + /f(s,u(s))ds

eine stetige Abbildung von C([tg — d,to + 0], B(ug,0)) nach C([tg — J,to + 6], V). Sei

/G uo)llee = sup [1f (s, uo)ll-

sE[t0757t0+5]

Wenn e < § und € (|| f(+, uo)||oo + L) < 0, dann ist fiir alle u € C([to—¢, to+e], B(ug,0))

t

£ (u) = uolloe < /(f(s,uO) + f(s,uls)) = f(s,u0))ds|| < e(|[f(-; uo)lloc + LO) < 0.

to

Also bildet F' den vollstdndigen metrischen Raum C([tg — €, to + €], B(ug,d)) auf sich
selber ab. Fiir u, @ € C([ty — €,to + €], B(uo, 9)) gilt

[1F(u) = F(a)][e < / 1f (s, u(s) = f(s,als))l| ds < eLl|lu — tf| oo

. . . 0 1 ) 1
Sei also € kleiner als € < min {5, i) lm £ 0" L} = min {5, L}'
Dann definiert die Abbildung F’ eine Lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
e - L < 1 von dem vollstdndigen metrischen Raum C([to — €,ty + €], B(uo, d)) auf sich
selber. Jeder Fixpunkt ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt u(t) = f(t, u) fir alle t € (tg — €, to + €) mit u(ty) = uo.
Also 16st u dieses Anfangswertproblem auf (tg — €,t9 + €). Wenn u umgekehrt auf
(to — €,to + €) dieses Anfangswertproblem 16st, dann ist die Ableitung von F(u) — u
gleich Null, und beide Funktionen F'(u) und w sind bei ¢t = ty gleich ug. Also stimmen
beide Funktionen iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein
Fixpunkt von F'. Also folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems
auf (to — €,to + €) aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Wir wollen jetzt analog zu der Variation der Parameter untersuchen, wie die Lésun-
gen der Anfangswertprobleme, also die Fixpunkte von F', von y und f abhéingen. Die
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Ableitung der Abbildung
t
(t0.yo3) > Fltayon) - mit Flto,g2)(®)i= -+ [ flalo)ds
to

nach tq ist offenbar gleich — f(x(ty)). Deshalb existieren hohere Ableitungen nach t,
nur, wenn zx differenrzierbar ist. Um also hohere Ableitungen der Losungen nach g
zu kontrolieren, miissten wir die Abbildung F' auf differenzierbare Abbildungen z ein-
schrinken und die Supremumsnorm durch eine Sobolevnorm ersetzen. Wir beschréinken
uns hier auf solche f, die nicht von ¢ abhéngen. Dann sind die Losungen auch beziiglich
t translationsinvariant, so dass wir ty beliebig wahlen kénnen.

Satz 1.27. Sei ty € R, und U eine offene Umgebung von xq in dem Banachraum V.
Sei f : U — V eine r mal stetig differenzierbare Abbildung mit r € N, deren erste
Ableitung lokal beschrdnkt ist. Dann gibt es eine offene Umgebung W von xq in U, ein
e > 0 und eine r mal stetig differenzierbare Funktion g : (to — €,tg +¢€) x W — V', so
dass fiir alle y € W die Funktion

x: (to—etot+e) =V, t—g(ty)

die eindeutige Losung des folgenden Anfangswertproblems ist

C;—f(t) = f(x(t)) fir allet € (to — €,to +€) mit  x(ty) = y.

Die partielle Ableitung von g nach t ist sogar auch r mal stetig differenzierbar.

Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Weil f’ lokal beschrankt ist,
gibt es ein § > 0, so dass U den abgeschlossenen Ball B(z(,d) enthédlt und f’ auf
B(xg, ) durch L beschriankt ist. Wegen dem Schrankensatz ist dann f Lipschitz—stetig
auf B(z,0) mit Lipschitzkonstante L > 0. Sei also 0 < € < m analog gewihlt
wie in dem Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf. Sei I das abgeschlossene Intervall

I =[to— e, to+ €] und W = B(zy,/2). Fiir alle y € W definiert

F,: C(I,B(x,0)) — C(1,V), .+ F,(z) mit F,(z)(t) =y + /f(:p(s))ds

eine Lipschitz—stetige Abbildung von dem abgeschlossenen Unterraum C'(I, B(z,0))
des Banachraumes C(I,V') auf C(I,V) mit Lipschitzkonstante e < 1/2. Wegen der
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Ungleichung 6/2 + €(|| f(zo)|| + 2LJ) < §/2+ /2 = § liegen die Bilder aller Abbildun-
gen (F),ei sogar in der offenen Teilmenge C(I, B(zo,)) des Banachraumes C(1,V)
mit der Supremumsnorm || - ||oo. Deshalb erfiillen diese Abbildungen die Vorrauset-
zungen des Banachschen Fixpunktsatzes und die entsprechenden Fixpunkte liegen in
C(I, B(wo,0)). Fiir alle y € W ist die Ableitung der Abbildung 2 — F,(x), als Abbil-
dung der offenen Teilmenge C(I, B(xg,0)) von C(I,V) auf sich selber gegeben durch

Fi(a) C(LV) = C(LV), 2 —F)(2)(2)
mit Fl2)(2)(t) = / I'(@(5))(=(s))ds.

Weil die Ableitungen f'(s,z(s)) beschrinkt sind durch L, ist die Ableitung Fj(z) be-

schriinkt durch Le < 1/2. Also konvergiert fiir alle y € W und alle z € C(I, B(x, §))
die Neumannsche Reihe

(e — Fol@) " =3 (Fi(@))’

=0

in L(C(1,V)) gegen den inversen Operator von l¢ vy — Fy(z). Offenbar ist fiir alle y
und z € W die punktweise Differenz der entsprechenden Abbildungen eine konstante
Abbildung in C(1,V):

Fy(@) — Fu(a) =y — =

Deshalb ist fiir jedes € C(I, B(wo,d)) die Abbildung y + F,(z) eine glatte Abbildung
von W nach C(I,V). Also ist die Abbildung

G:W x C(I,B(x0,0)) — C(I,V), (y,z)+— (Lo, Bzo.s) — Fy) (x) =z — Fy(x)

eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbe-
reich eine invertierbare partielle Ableitung nach =z € C(I, B(xg,d)). Das Urbild der
0 € C(I,V) besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen Fj. Dann folgt aus
dem Satz der impliziten Funktion, dass es eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ von
einer Umgebung W von 2o € W auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen F,
gibt. Diese Abbildung ist auflerdem genauso oft stetig differenzierbar, wie G. An den
expliziten Formeln fiir die ersten partiellen Ableitungen von F), erkennt man, dass die
partiellen Ableitungen von G bis zur selben Ordnung stetig sind, bis zu der auch die
partiellen Ableitungen von f stetig sind. Also ist G genauso oft wie f stetig differen-
zierbar. Fiir alle y € W ist dann ¢(y) die eindeutig Losung des Anfangswertproblems

d
d—f(t) = f(t,x(t)) fiir alle t € (to — e, to + €) mit  2(ty) = y.
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Alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung r von der Abbildung
(to—E,t0+€)XW—>R, (tay)'_)g(y)(t)

sind stetig. Deshalb ist diese Abbildung auch r mal stetig differenzierbar. Weil sie eine
Losung des obigen Anfangswertproblems ist, ist die partielle Ableitung nach t sogar
auch r mal stetig differenzierbar. q.e.d.

Satz 1.28. (Globale Ezistenz und Findeutigkeit) Sei O C R x 'V eine offene Teilmenge
und f: O — V eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Ezistenz und Eindeutig-
keit lokal Lipschitz—stetig ist. Dann gibt es fir jedes (to,ug) € O genau ein mazimales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

u(t) = f(t,u)  mit  wu(ty) = uop

genau eine Losung u enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne maximal, dass an beiden
Randern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a= -0 (bzw. b= ).
(ii) t— || f(t,u(t))| ist fir alle e > 0 auf (a,a+¢€) (bzw. (b— €,b)) unbeschrankt.

(iii) Die Losung u lafst sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O, d.h. ltilm(t,u(t)) ¢ O (bzw. lgTrlr}(t,u(t)) ZO).

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass fiir jedes Intervall (a, b), das ¢y enthélt, und auf
dem das Anfangswertproblem

u(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = uo

eine Losung @ besitzt, so das sich @ auf [a,b) oder (a, ] stetig fortsetzen 148t, und der
Graph der Fortsetzung in O liegt, das neue Anfangswertproblem
u(t) = f(t,u(t)) mit u(a) = tlirél+ a(t) bzw. u(b) = tlirgi a(t)

wegen dem vorangehenden Satz eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b besitzt,
die dann auf [a, a + €) bzw. (b—€,b] mit @ iibereinstimmt. Also existiert ein maximales
Intervall (a, b), auf dem das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung besitzt. Wenn
am linken bzw. rechten Rand die Bedingungen (i) und (ii) nicht erfiillt sind, dann ist die
Ableitung der Losung auf einer offenen Menge (a,a + €) bzw. (b — €,b) beschrankt und
deshalb ist die Losung dort Lipschitz—stetig. Dann konvergiert fiir jede Folge (¢,)nen,
die gegen a bzw. b konvergiert auch die Folge ((t,, u(t,))nen in R x V. Der Grenzwert
kann dann aber nicht in O liegen, weil sonst die Losung eine Fortsetzung auf eine
Umgebung von a bzw. b hitte. q.e.d.
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Bemerkung 1.29. (i) Wenn (ii) erfillt ist, kannt — f(t,u(t)) nicht stetig auf [a,a—
€) bzw. (b—e, b] fortgesetzt werden. Also konnen u und f nicht so stetig auf grofSere

Definitionsbereiche fortgesetzt werden, dass a (bzw. b) im Definitionsbereich von
uw und (a,u(a)) (bzw. (b,u(b))) im Definitionsbereich von f liegt.

(i) Jede in u stetig differenzierbare Funktion f ist in w lokal Lipschitz—stetig, weil
fiir stetig differenzierbare Funktionen die Ableitungen lokal beschrinkt sind und
nach dem Schrankensatz lokal Lipschitz—stetig sind. Also ist die Existenz und
FEindeutigkeit des linearen Anfansgwertproblems ein Spezialfall dieses Satzes.

Wenn dim V' < oo kann man die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit (wir ken-
nen schon ein Gegenbeispiel), auf stetige Funktionen f verallgemeinern. Anstatt dem
Banchschen Fixpunktsatz verwenden wir dann den Schauderschen Fixpunktsatz.

Satz 1.30. (Schauderscher Fizpunktsatz) Sei F eine stetige Abbildung von einer kon-
vezen abgeschlossenen Teilmenge A eines Banachraumes auf sich selber. Wenn F' alle
beschrinkten Teilmengen von A auf Teilmengen abbildet, deren Abschliisse kompakt
sind, dann hat F' mindestens einen Fixpunkt.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen. In M. Berger: Nonlinearity and functional
analysis, Academic Press 1977, ist auf Seite 90 ein Beweis angegeben. Um die Existenz
fiir stetige Funktionen f zu verallgemeinern, zeigen wir die Kompaktheit des Integrals.

Satz 1.31. (Kompaktheit des Integrals) Sei |a, 3] ein kompaktes Intervall und to €
[, B] und V' ein endlichdimensionaler Banachraum. Dann ist der lineare Operator

C([e, 8], V) — C([e, B], V) mit u— | t+— /u(s)ds

to
kompakt, d.h. die Abschliisse der Bilder aller beschrinkten Mengen sind kompakt.
Wir beweisen diesen Satz mit dem Satz von Arzela—Ascoli.

Satz 1.32. (Arzela—Ascoli) Sei K ein kompakter metrischer Raum und V' ein endlich
dimensionaler Banachraum. Eine Folge (fn)nen in C(K, V) besitzt eine konvergente
Teilfolge, wenn

(i) fir jedes x € K die Folge (fn(x))nen beschrinkt ist und

(ii) fir jedes x € K die Folge (fn)nen gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € K
und jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass aus x' € B(x,d) C K fir allen € N
folgt fn.(2") € B(fn(x),e) C V.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (f,)nen sogar auf K gleichgradig ste-
tig ist. Fiir jedes € > 0 und jedes y € K gibt es wegen (ii) ein 6, > 0, so dass
aus d(z,y) < 26, fir alle n € N folgt d(f.(x), fa(y)) < §. Wegen der Kompakt-
heit von K hat die Uberdeckung {B(y,d,)|ly € K} eine endliche Teiliiberdeckung
K = B(y,01) U...U B(yn,dn). Sei 6 das Minimum von 07, ...,dy. Dann entélt fiir
alle Paare z, 2" € K mit d(z,2") < § einer der Bélle B(yy,61), ..., B(yn,dn) den einen
Punkt x. Damit sind beide in einem der Bélle B(yy,201),..., B(yn,20y) enthalten.
Daraus folgt d(f.(z), fu(2")) < § + § = € fiir alle n € N. Also ist die Folge (f5)nen
gleichgradig stetig auf ganz K.

Sei (m)men eine Folge, die in K dicht liegt. Wegen (i) ist dann fiir alle m € N der
Abschluss A,, der Menge der Folge (f,(Zm))nen eine kompakte Teilmenge von V. Wir
definieren jetzt induktiv eine Teilfolge von (g, )nen von (f,)nen und eine Folge (ay,)men
in V, so dass fiir alle m € N und alle n > m gilt d(gn(z,), an) < +. Dafiir wihlen
wir zunéchst einen Haufungspunkt a; von (f,(x1))nen und eine Teilfolge (g )nen von
(fa)nen, so dass fiir alle n € N gilt d(g,(z1),a1) < +. Induktiv wéihlen wir danach
fiir jedes M € N\ {1} einen Haufungspunkt ay; von (g,(xas))neny und ersetzen alle
Folgenglieder von (g, )nen mit Indizes groBer als M —1 durch eine Teilfolge von (g,)n>
so dass fiir alle n > M gilt d(g,(xa), an) < +. Dann gilt fiir alle m = 1,..., M und
alle n > m auch d(g,(zp,), an) < .

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus z,2’ € K mit d(z,z’) < ¢ fir
alle n € N folgt d(g.(2), ga(2')) < £. Die Uberdeckung (B(m,d))men von K besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es ein M € N, so dass alle [,n > M an den
Zentren der Bille der Teiliiberdeckung d(g;(wm), gn(zm)) < § erfiillen. Dann folgt fiir
alle x € K und alle [,n > M

A (x). 9u(x)) < d(g1(2). 0(20))F (@10 (@) + g0 (). 90(2)) < G545 =

Also ist (gn)nen in C(K, V') eine Cauchyfolge und konvergiert. q.e.d.
Beweis der Kompaktheit des Integrals. Die Funktion ¢ — fti u(s)ds ist auf [«, 5]
beschrankt durch |5 — af - ||u]|s, und wegen dem Schrankensatz Lipschitz—stetig mit
Lipschitzkonstante ||u||«. Also erfiillt das Bild jeder beschrinkten Menge die Voraus-
setzungen von Arzela—Ascoli. Dann ist der Abschluss des Bildes einer beschrankten
Menge folgenkompakt. q.e.d.

Satz 1.33. (Lokale Existenz) Sei I ein offenes Intervall und U C V eine offene
Teilmenge eines endlichdimensionalen Banachraumes und f eine stetige Abbildung
f:IxU — V. Dann gibt es fir jedes (ty,up) € I XU ein e > 0 und auf (to—e, to+€) C I
eine Losung des Anfangswertproblems u(t) = f(t,u(t)) mit  u(ty) = uo.

Beweis: Fiir jedes (tg,ug) € I x U gibt es ein € > 0 und ¢ > 0, so dass
[to — €, 1 +€] X B(Uo,a) cIxU.
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Auf dieser kompakten Menge ist dann f beschréankt durch || f]|, < co. Die Abbildung

F:C ([to e tot e],B(u0,5)> — O(ty—eto+ €, V) u— F(u) mit

F(u)(t) = ug+ /f(s, u(s))ds

ist offenbar kompakt. Verkleinere also gegebenenfalls €, so dass || ]|« - € < d ist. Dann
bildet diese Abbildung den konvexen Raum C' ([to — €, to + €], B(uy, 5)) auf sich selber

ab, und die Aussage folgt aus dem Schauderschen Fixpunktsatz. q.e.d.
Wenn u; eine Losung des Anfangswertproblems @ (t) = f (¢, u(t)) mit u(t;) = ug auf
[t1 — €,t1] ist und wug auf [t1,t; + €]. Dann ist

Cw@) firt ety — et
ult) = {u2(t) fiir t € [t1, 11 + €]

eine Losung auf [t; — e, ¢ +¢€]. Also kénnen wir Losungen wieder nach links bzw. rechts
fortsetzen. Dann erhalten wir genauso wie in der Globalen Existenz und Eindeutigkeit:

Satz 1.34. (Globale Existenz) Sei V' ein endlichdimensionaler Banachraum und O C
R x V' eine offene Teilmenge und f : O — V eine stetige Abbildung. Dann gibt es
fiir jedes (to,ug) € O eine (nicht notwendiger Weise eindeutige) mazimale Losung des
Anfangswertproblems

w(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = uo

auf einem Intervall (a,b), das tg enthdlt. Die Losung ist in dem Sinne mazimal, dass
an beiden Rdndern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a = —o0 (bzw. b =00)
(ii) t — || f(¢t, u(t))] ist fir alle € > 0 auf (a,a+ €) (bzw. (b — €,b)) unbeschrankt.

(iii) Die Lésung u lafst sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O. q.e.d.

Jede maximale Losung kann also nicht als Losung auf ein grofleres Intervall fortge-
setzt werden, aber zwei verschiedene maximale Losungen kénnen auf unterschiedlichen
Intervallen definiert sein und auf Teilintervallen iibereinstimmen.



30 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.5 Elementare Losungsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf gewohnliche Differentialgleichungen beschran-
ken, in denen die gesuchte Funktion eine reelle Funktion ist. Die Differentialgleichungen
1.ter Ordnung haben also die Form

w(t) = f(t, u(t)).

Wenn es uns gelingt die Funktion f als einen Quotienten zu schreiben

) = 2

dann kénnen wir die Differentialgleichung umformen zu

w(t)h(u(t)) = g(t).
Wenn H eine Stammfunktion von h ist und G eine Stammfunktion von G, dann gilt
d d

—H(u(t) = ZG(1).

Also folgt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems
. 9(t)
u(t) = 77—

h(u(t))

H(u(t)) — H(uo) = G(t) — G(to)-

Wenn wir jetzt noch annehmen, dass H eine Umkehrfunktion besitzt, was natiirlich
auf allen Intervallen gilt, auf denen h positiv bzw. negativ ist, dann erhalten wir also
als Losung des Anfangswertproblems

u(t) = HH(G(t) — G(to) + H (uo)).

mit U(to) = Ug

Satz 1.35. (Trennung der Variablen) Seien g und h stetige Funktionen auf einem
offenen Intervall I und h sei entweder positiv oder negativ. Dann sind sowohl g als
auch h auf allen kompakten Teilintervallen von I Riemann—integrabel. Seien G und H
Stammfunktionen von g bzw. h. Dann ist h entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend, besitzt also eine Umkehrabbildung H=' : I' — I won einem
offenen Intervall I' auf I. Dann ist die eindeutige Losung der Anfangswertprobleme

: g(t)
u(t) =

O )
gegeben durch u(t) = H Y (G(t) — G(to) + H(ug)).
Sie ist auf dem Intervall definiert, auf dem G(t) — G(to) + H(up) in I' liegt.  q.e.d.

mit u(toy) = ug
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Wenn es uns gelingt eine Funktion F'(¢,u) zu finden, so dass gilt

G (t,u)
t,u :—81'; ,
f(t,u) O (1 )

dann koénnen wir die Differentialgleichung umformen zu

d oF du, OF
@, ut) = At + S0 2 1, u(n) =0

Also gilt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

L OF or :
u(t)%(t, u(t)) + E(t,u(t}) = 0 mit u(ty) = uop
F(t,u(t)) = F(to, uo).
Diese Gleichung beschreibt implizit die Losung des Anfangswertproblems.

Satz 1.36. (Ezakte Differentialgleichungen) Sei (t,u) — F(t,u) differenzierbar. Dann
sind alle Losungen des Anfangswertproblems

u(t)aa—];(t,u(t)) + %—I;(t, u(t) =0 mat u(ty) = o

implizit gegeben durch F(t,u(t)) = F(to, uo). q.e.d.

Fiir zwei Funktionen ¢(t,u) und h(t,u) mit  f(t,u) = 9
OF (t,u)
ot
Lemma 1.37. (Stammfunktion) Seien g und h zwei stetig differenzierbare Funktionen

auf einem konvezen offenen Gebiet Q C R2. Dann gibt es auf 0 genau dann eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion F(t,u) mit

gibt es nicht

=g(t,u) und

= h(t,u).

immer eine Funktion F'(¢,u) mit

OF OF dg oh

T —(t,u) = g(t,u) und — 5 —(t,u) = h(t,u) wenn gilt %(t,u) T —(t,u).

Beweis: Sei (to, 1) € 2 beliebig. Dann definieren wir die Funktion

1

F(t,u):(t—to)/g(ts,us Yds + (u — g /hts,us

0 0
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mit ts = to+s(t—tp) und us = ug+s(u—ug). Weil die Funktionen g und h differenzierbar
sind, sind sie stetig und damit auch integrierbar. Die Ableitungen von F sind dann
1 1 1

oF B Jg oh
E(t,u) = /g(ts,us)ds + (t —to) / 8—:cl<ts’us)8d8 + (u — up) / e (ts,us)sds

0 0
1

0
1
dg
:/g(ts,us)der/d—(ts,us)sds = g(t,u)
s
0
1

0

F
g—u(t,u) /h(ts,us)ds—ir U — Ug /0 (ts,us)sds + (t —to) /8—9 (ts,us)sds
0 2 0
1

1

:/h(ts,us)der/%(tS,us)sds: h(t,u)
s
0

0

Wenn umgekehrt 95(¢, u) = g(t,u) und 25 (¢, u) = h(t,u) gilt, dann folgt aus dem
Satz von Schwarz

dg, | FF O°F o

Wir kénnen diese Aussage auf Vereinigungen von konvexen Gebieten verallgemei-
nern, solange nur die Vorschrift, in der wir F' fortsetzen eindeutig ist. Das gilt fiir alle
einfach zusammenhéngenden Gebiete €2, d.h. solche Gebiete, die fiir jede stetige Ab-
bildung p : S' — Q eine Homotopie zu einer konstanten Abbildung besitzen, d.h. es
gibt eine stetige Abbildung [0, 1] x ST — Q, die auf {0} x S! gerade gleich p ist und fiir
{1} x S* eine konstante Abbildung. Anschaulich bedeutet das, dass jeder geschlossene
Weg in ) zu einem Punkt zusammengezogen werden kann.

Es gibt auch Fille, in denen die Differentialgleichung

W(E)h(t, u(t)) + g(t, ut)) = 0

erst mit einer Funktion erweitert werden muf3 bevor sie exakt ist.

q.e.d.

Beispiel 1.38. Die Differentialgleichung 2t 4+ u(t) =0
0 02t
15t nicht exakt, weil gilt g #*2= .
ou ot

die Differentialgleichung 2tu(t)u(t) + u?(t)



1.5. ELEMENTARE LOSUNGSVERFAHREN 33

i1st aber exakt, weil gilt — = 2u = —2ut.

Satz 1.39. (Eulersche Multiplikator) Wenn eine Differentialgleichung durch Multipli-
kation mit eine Funktion auf die Form gebracht werden kann

a(t)h(t, ult)) + g(t,u(t)) =0  mit %(t,u):%(t,u),

dann ezistiert (auf einfach zusammenhingenden) Gebieten 0 C R? eine Funktion F,
so dass die Differentialgleichung exakt ist

d oF oF
SE(u(t)) = a(0)5 (L u(t) + S -(tu() = 0
Dann gilt fir die Losungen des entsprechenden Anfangswertproblems mit u(ty) = ug
F(t,u(t)) = F(to,uo). q.e.d.

Um fiir eine Differentialgleichung von der Form
w()h(t, u(t)) + gt u(t)) =0
einen Eulerschen Multiplikator M (¢, u(t)) zu finden, miissen wir die Gleichung

86—]\;[(1%, w)h(t,u) + M(t, u)%(t, u) = aa—]\j(t, w)g(t,u) + M(t, u)%(t, w)

l6sen. Das ist eine partielle Differentialgleichung, die im Allgemeinen nicht leichter
zu losen ist als die urspriingliche gewohnliche Differentialgleichung. In einigen Féllen
konnen wir Losungen aber erraten oder einfache Losungen berechnen, die nur von t
bzw. u abhédngen.

Zum Abschluss wollen wir noch erwéhnen, dass einige Differentialgleichungen durch
eine Substitution in eine der Differentialgleichungen verwandelt werden kénnen, die wir
16sen konnen.

Beispiel 1.40. (i)
u(t) = f(at + bu(t) + ¢) mit a,b,c € R.
Wenn b = 0 konnen wir die Differentialgleichung direkt integrieren. Wenn b # 0,
dann fihrt die Substitution v(t) = at + bu(t) + ¢ auf die Differentialgleichung
0(t) = a+bf(v(t)) oder auch #‘2@)) = 1. Diese Differentialgleichung kinnen
wir mit der Methode der Trennung der Variablen losen: Sei F' eine Stammfunktion

von x . Dann erfiillen die Lisungen des Anfanswertproblems

1
at+f(z)
u(t) = f(at + bu(t) + c¢) mit u(to) = uop
die Gleichung F(at + bu(t) + ¢) — F(aty + bug +¢) =t — to.
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.o O u(t) . . . . . . o u(t) .
(i) u=f (T) homogene Differentialgleichung. Die Substitution v(t) = =~ fiihrt zu

(iii)

der Differentialgleichung

F) = o(t)

o(t) = t

Diese Differentialgleichung kénnen wir wieder mit mit Hilfe der Trennung der
Variablen lésen:

u:f<at+bu(t)+c

mit a,b,c,a, 3,7 € R.
Ozt—l—ﬁu(t)—i-’y) B

B
ches von at + bu(t) oder umgekehrt. Deshalb haben wir dann ein Beispiel der Art

in (1). Wenn diese Determinante # 0 ist, dann hat das lineare Gleichungssystem

Wenn die Determinante 'Z bl = 0 ist, dann ist entweder at + fu(t) ein Vielfa-

at+bu+c=0 at+pu+~v=0

genau eine Losung (to,ug). Die Differentialgleichung kénnen wir umformen zu

d B B at + b(u(t + to) — ug) + ato + bug + ¢
dt(u(t o) ~uo) = f (Oét + B(u(t +to) — uo) + ato + Bug +7)

_; a+ b“(”tg)’“o
Oé—l-ﬁu(t—’_t?)_uo :

Also erhalten wir ein Beispiel von der Form (ii).

(iv) Bernoullis Differentialgleichung:

u(t) + g(t)u(t) + h(t)u®(t) =0 o # 1.
Die Substitution v(t) = u'=(t) fihrt zu der Differentialgleichung
0(t) = (1 — a)u(t)u=(t) = (@ — )g(t)v(t) + (o — 1)h(t).

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, die wir im letzten Ab-
schnitt geldst haben.



