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Kapitel 1

Gewohnliche
Differentialgleichungen

1.1 Einfiihrung

Differentialgleichungen sind Gleichungen, die Funktionen zu ihren Ableitungen in Be-
ziehung setzen. Wenn diese Funktionen von mehreren Variablen anhingen, dann sind
die Ableitungen, die in der entsprechenden Differentialgleichung mit der Funktion in
Beziehung gebracht werden, partielle Ableitungen. Dann spricht man von partiellen
Differentialgleichungen. Typischerweise sind Differentialgleichungen im folgenden Sin-
ne lokale Gleichungen, dass sie nur die Werte einer gesuchten Funktion und endlich
vieler Ableitungen fiir einen Wert der Variablen miteinender in Beziehung bringen.
Mit Differentialgleichungen werden also im Allgemeinen Gleichungen von der folgen-
den Form bezeichnet

F(D*u(z), D" u(z), ..., Du(z),u(z),z) = 0.

Hierbei ist © +— wu(x) die gesuchte Funktion, die auch vektorwertig sein kann, und
x — D*u(x) bezeichnet die vektorwertige Funktion aller k—ten (partiellen) Ableitungen
von u nach den Variablen z. Zuletzt ist F' eine moglicherweise vektorwertige Funktion.
In diesem Abschnitt betrachten wir zunichst Funktionen, die nur von einer Varia-
blen abhéngen, so dass auch nur die Ableitungen nach einer Variablen auftauchen.

Definition 1.1. Differentialgleichungen, in denen nur die Ableitungen nach einer Va-
riablen auftauchen, heiffen gewohnliche Differentialgleichungen.

Historisch wurden solche Differentialgleichungen von Newton gleichzeitig mit der
Entdeckung der Differentialrechnung eingefithrt um die Bewegung von massiven Teil-
chen im Gravitationsfeld zu beschreiben. Im einfachsten Fall des Apfels nehmen die
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6 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Newton’schen Gleichungen die Form an:

d*u

In dieser Gleichung taucht nur die zweite Ableitung der gesuchten Koordinatenfunktion
von u des Apfels nach der Zeit auf, so dass wir deren Losung aus der Differential- und
Integralrechnung schon kennen:

g(t — to)Q'

u(t) :UO—FUl(t—tO) — B

Die Losung konnen wir aus der Differentialgleichung durch zweimaliges Integrieren der
linken und rechten Seite erhalten. Das Ziel unserer Untersuchung einer Differentialglei-
chung ist dabei moglichst alle Losungen zu bestimmen und dann solche zusétzlichen
Eigenschaften der Losungen zu finden, die die Losung eindeutig festlegen.

Definition 1.2. Fine Ldsung ist eine Funktion u, die so oft differenzierbar ist, dass alle
in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitungen existieren, und die zusammen
mit diesen Ableitungen die Differentialgleichung erfillt.

In der Differentialgleichung
d*u
My =~y
héngen m (die Masse des Apfels) und g (das Schwerefeld) nicht von ¢ ab. Deshalb ist
dei Differentialgleichung dquivalent zu

d?u

-

Wenn wir die linke und die rechte Seite integrieren erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

u(t) —ato) = —g(t —to) baw. u(t) = ulte) — g(t —to).
Nach nochmaligem Integrieren erhalten wir schliellich

gt — to)Q‘

u(t) = u(to) + u(to)(t —to) — 5

Die Funktion u(t) = —4(t —to)* 4+ u1(t — to) +up ist auf R unendlich oft differenzierbar

und es gilt:
du d*u

a(t) = —g(t —to) +u; und ﬁ(t) = —g.
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Also sind alle Losungen von der Form

t—1to)? d
u(t) = —% + uq (t — to) + up, wobei u(ty) = uy und d—?(to) = uy.

Damit haben wir in diesem einfachen Beispiel unser Ziel erreicht.

Zusammenfassung 1.3. Die hochste vorkommende Ableitung der Differentialglei-
chung mf%‘ = —gm ist die zweite Ableitung. Durch geeignetes zweimaliges Integrieren
konnten wir die Differentialgleichung losen. Dabei entstanden zwei Integrationskonstan-
ten und die Lésungen waren dann eindeutig durch die Wahl dieser Integrationskon-
stanten bestimmt. Diese Integrationskonstanten konnten wir schliefSlich als die Werte
der Losung und ihrer ersten Ableitung zu dem Zeitpunkt ty interpretieren. Deshalb ist
der Losungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional und wird parametrisiert
durch (u(to), 2 (to)) € R?. Zu jeder solchen Wahl eines Anfangszustandes (ug,u;) gibt
es dann genau eine Lésung, die gegeben ist durch

u(t) = —g(t — t0)% + i (t — to) + uo.

Typischerweise beschreiben solche Differentialgleichungen die zeitliche Entwicklung
von verdnderlichen Grolen in der Natur. Diese Differentialgleichungen geben dann ein
kausales Verhalten der verdnderlichen Groflen vor. Durch das Losen der Differential-
gleichung konnen wir dann aus der Kenntnis der verdnderlichen Gréflen und geniigend
vieler Ableitungen von ihnen zu einem (Anfangs—)Zeitpunkt g das Verhalten von ihnen
sowohl in der Zukunft, als auch in der Vergangenheit ausrechnen und damit ihr Ver-
halten in der Zukunft vorhersagen und auf ihr Verhalten in der Vergangenheit zuriick-
schliefen. Die Anzahl der Ableitungen, die wir zum Zeitpunkt ¢, kennen miissen, ist
dann gegeben durch die Anzahl der Integrationskonstanten, also die Anzahl der Inte-
grale, die wir benétigen, um die Gleichung zu 16sen. Da wir uns typischerweise auch die
Funktionswerte vorgeben, also die Nullte-Ableitung, sollten wir im Allgemeinen alle
Ableitungen bis zu einer Ordnung niedriger als der hochsten vorkommenden Ableitung
vorgeben.

Definition 1.4. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die héchste vorkommende
Ordnung aller auftauchenden Ableitungen einer Differentialgleichung.

Definition 1.5. (Anfangswertproblem) Die Suche nach einer Lisung u einer gewdhn-
lichen Differentialgleichung der Ordnung n, die zu einem gegebenen Wert ty der Va-
riablen t (nach der abgeleitet wird) zusammen mit den ersten n — 1 Ableitungen die

Werte ] -
u n— u
u(to) = Uo, E(to) = Upy...y WOSO) = Up_1

annimmt, heifst Anfangswertproblem.
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Aufgrund unserer Voriiberlegungen erwarten wir, dass jedes solches Anfangswert-
problem eine eindeutige Losung hat. Wir werden spéter auch Bedingungen angeben,
unter denen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen solcher Anfangswertpro-
bleme beweisen kénnen. Es stellt sich heraus, dass mache dieser Anfangswertprobleme
viele Losungen besitzen und andere gar keine.

Beispiel 1.6. (i) Das Anfangswertproblem (‘2—?)2 = 4u mit uw(0) = 0 hat offenbar die
Lésungen
(t—0b)* firb<t
u(t) =<0 fir —a<t<b
(t+a)? firt<-—a
Hier sind a und b zwei beliebige nichtnegative reelle Zahlen, die beide auch oo
sein konnen.

(ii) Sei f : R — R eine Funktion, die keine Stammfunktion besitzt (z.B. die charak-
teristische Funktion der rationalen Zahlen). Dann hat das Anfangswertproblem
D — f mit u(0) = 0 keine Lisung.

Die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen besitzt auf keinem offenen
Intervall (a,b) eine Stammfunktion. Wenn ndmlich F eine solche Stammfunktion
wdre, dann wire x — F(x) monoton wachsend und x — F(x) — x monoton
fallend. Wegen dem Mittelwertsatz muf fir alle x1, x4 € (a,b) entweder gelten

F(x1) — F(x9) = 21 — x5 oder F(xy) — F(x3) = 0.

Im zweiten Fall folgt aus der Monotonie von F, dass F zwischen x1 und xo
konstant ist und im ersten Fall folgt aus der Monotonie von x — F(z) — x, dass
diese Funktion zwischen x1 und xo konstant ist. Also ist die Ableitung von F
zwischen x1 und xo entweder konstant gleich O oder konstant gleich 1. Damit st
F keine Stammfunktion der charakteristischen Funktion der rationalen Zahlen.

1.2 Gewdhnliche Differentialgleichungssysteme

Bisher haben wir stillschweigend angenommen, dass die Funktionen, die mit ihren
Ableitungen die Differentialgleichung erfiillen soll, reelle Funktionen sind. In diesem
Fall hat eine gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung n die Form

ftut),at),. .., u™(t) =0,

wobei

f:R”+2—>R
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eine reelle Funktion ist. Hierbei haben wir angenommen, dass nur die Werte einer
reellen Funktion und aller ihrer Ableitungen bis zur Ordnung n zu einem Zeitpunkt ¢
mit einander in Beziehung gebracht werden. Wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass
sich die Differentialgleichung nach der héchsten Ableitung auflosen 148t, dann nimmt
sie die Form

d™u . _
%:f(t,u,u,...,u(” 1))
an, mit einer Funktion
f:R"™ S R.
Wenn wir jetzt R™-wertige Funktionen u betrachten, dann nimmt sie die Form
d™u _ 1
e (t,u,, ... ,u"b)

an, mit einer Funktion
f R x (R™™ — R™
Solche Differentialgleichungen heiflen Systeme von gewdchnlichen Differentialgleichun-

gen oder gewohnliche Differentialgleichungssysteme. Um die folgende Untersuchung zu
vereinfachen, machen wir von folgender Beobachtung Gebrauch.

Satz 1.7. Jedes gewdhnliche Differentialgleichungssystem lafit sich durch Vergrdfie-
rung von m auf m-n in ein gewohnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung
verwandeln.

Beweis: Fassen wir die Funktionen (u, 1, ..., ™) zu einer R*™-wertigen Funktion
zusammen, so ist die gewohnliche Differentialgleichung

d™u

— = f(t,u,q, ..., u™Y

offenbar dquivalent zu

%(u, . umYY = (4, u T f(t s, u™TD)Y).
Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem
u(to) = ug, . .., u™ V(tg) = tn_y
iiber in
(u, i, . ., u™ D) (to) = (uo, .. ., Un_1). q.e.d.

Im Folgenden werden wir uns also bei der Untersuchung der Existenz und Ein-
deutigkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen auf gewohnliche Differentialglei-
chungssysteme erster Ordnung beschréanken kénnen.
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du
dt?

a(-)-0 o))

1.3 Lineare Differentialgleichungen

Beispiel 1.8. Die Differentialgleichung m%3 = —gm ist dquivalent zu dem Differen-

tialgleichungssystem

Definition 1.9. FEine Differentialgleichung von der Form
u(t) = A(t)u(t) + b(t)

heifit lineare gewdhnliche Differentialgleichung auf einem (offenen) Intervall I C R.
Hierbei ist u eine gesuchte Funktion von I mit Werten in einem Banachraum V (z.B.
K") und A eine Abbildung von I in die linearen stetigen Abbildungen von V auf V
(also L(V')). Im Fall von V- = K" konnen wir L(V) mit den n x n Matrizen K"
identifizieren und V' mit den Spaltenvektoren in K™. Dann ist A(t)u(t) das Matriz—
Produkt der nxn—Matriz A(t) mit dem Spaltenvektor u(t), also wieder ein Spaltenvektor
in K™. Schlieflich ist b eine Abbildung von I nach V. Wenn b(t) = 0 ist, dann heifst die
Differentialgleichung homogen, andernfalls inhomogen. Wenn A nicht von t abhdngt,
also als Abbildung konstant ist, heifit die Differentialgleichung autonom, andernfalls
nicht autonom.

Satz 1.10. Die Menge aller Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung
bildet einen Vektorraum tiber K. Wenn also u und u Losungen sind, dann sind auch
u+u und \u fir alle A € K Losungen der linearen homogenen Differentialgleichung. Die
Menge aller Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung bildet einen
affinen Raum. Eine allgemeine Losung ist die Summe einer speziellen Losung und einer
allgemeinen Losung der entsprechenden homogenen linearen Differentialgleichung.

Beweis: Seien u und 4 zwei Losungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t)
bzw. a(t) = A(t)u(t) + b(t), dann erfiillt u — @ die Differentialgleichung

d ~ ~
E(u(zﬁ) —a(t)) = A(t)(u(t)) —a(t)),

also die entsprechende homogene Differentialgleichung. Genauso gilt auch fiir alle A € K

d

SAu(t) = a(t) = AN u(t) - a(t)).
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Deshalb ist der Raum aller Lésungen eines homogenen gewohnlichen Differentialglei-
chungssystems ein Vektorraum und die allgemeine Losung eines inhomogenen gewhn-
lichen Differentialgleichungssystems ist die Summe einer speziellen Losung und der
allgemeinen Losung des entsprechenden Systems. q.e.d.

Einer der wichtigsten mathematischen Hilfsmittel um die Existenz und Eindeutig-
keit von Differentialgleichungen zu beweisen ist der Banachsche Fixpunktsatz.

Satz 1.11. (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und f eine Lipschitz—stetige Abbildung von X mnach X mat Lipschitzkonstante L, d.h.
fir alle x,y € X gilt d(f(x), f(y)) < Ld(x,y). Dann besitzt f genau einen Fizpunkt
und fir jedes xy € X konvergiert die Folge (x)nen mit 1 = f(z,) fiir alle n € Ny
gegen den Fixpunkt.

Beweis: Aus der Lipschitz—Stetigkeit von f folgt fiir jedes n € N und alle z,y € X:
d(f"(x), f"(y)) < L"d(z,y).

Hier bezeichnet f" die n—fache Verkniipfung von f mit sich selber. Also folgt aus der
Dreiecksungleichung fiir alle m > n € N:

m—1

d(f™(x0), [*(x0)) < D d(f"(wo)), f'(x0))

n

1— Ld(f(ilfo)a To)

d(f(zo), o).

— (1-I"™)
Ln
-7

IN

Weil 0 < L < 1 konvergiert 2—d(f(xo),z0) gegen Null und die Folge (,,)en ist eine
Cauchyfolge. Wegen der Vollstindigkeit konvergiert sie. Wegen der Stetigkeit von f
gilt
f (hm xn) = lim f(x,) = lim z,.; = lim x,.

Also ist der Grenzwert ein Fixpunkt von f. Wegen der Lipschitzstetigkeit von f ist
der Abstand von zwei Fixpunkten kleiner oder gleich als L mal dem Abstand. Also ist
(1 — L) mal dem Abstand kleiner oder gleich Null. Dann ist wegen L < 1 der Abstand
nicht positiv, also gleich Null und beide Fixpunkte stimmen {iberein. q.e.d.
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Satz 1.12. (Existenz und Eindeutigkeit des linearen Anfangswertproblems). Sei I C R
ein offenes (nicht notwendig beschrinktes) Teilintervall von R und A : I — L(V)
eine stetige Abbildung von R in die beschrinkten stetigen linearen Abbildungen des
Banachraumes V. Aufferdem sei b : I — V stetig. Dann besitzt fir jedes ug € V und
jedes ty € I das Anfangswertproblem u(t) = A(t) - u(t) 4+ b(t) mit u(to) = up genau eine
stetig differenzierbare Losung w1 — V.

Bemerkung 1.13. Jede Losung der Differentialgleichung mufS differenzierbar sein und
damit auch stetig. Dann mufS sie sogar stetig differenzierbar sein. Deshalb gibt es also
auch nur genau eine Lisung.

Beweis: Sei [a, 3] C I ein kompaktes Teilintervall von I, das ¢, enthélt. Weil A auch auf
[, (] stetig ist, ist A auf [«, ] beschrénkt und ||A|l = sup ||A(t)|] < co. Wir nehmen
tela,f]

zunéchst an, dass L = (f — a)||Al|« kleiner ist als 1. Dann erfiillt die Abbildung

t

[0, B, V) = C[e, 8L, V), - ue f(u) mit f(u)(t) = /(A(S)U(S) +0(s))ds + ug

to

fir alle u,u € C([a, ], V) die Gleichung

Also gilt auch
1f(w) = f(@)]lee < Nlu—tlleo - | Al (8 — @)

= Ju— il L.

Also ist die Abbildung Lipschitz—stetig mit Lipschitz—Konstante L < 1. Wegen dem
Banachschen Fixpunktsatz hat diese Abbildung genau einen Fixpunkt u € C([a, 8], V)
der dann fiir alle ¢ € [a, (]

t

u(t) = /(A(s)u(s) + b(s))ds + ug

to

erfiillt. Dann gilt wegen dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

u(t) = A(t)u(t) + b(t) und u(ty) = up.
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Also ist u eine Losung des Anfangswertproblems auf («, [3).
Wenn @ eine zweite Losung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)a(t) + b(t) und u(ty) = o

auf («, () ist, dann folgt wieder aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung
t

u(t) = uo + /(A(s)ﬂ(s) + b(s))ds.

to
Daraus folgt dann, dass auch @ ein Fixpunkt von f ist und dass wegen dem Banachschen
Fixpunktsatz u = u gelten muf.

Wenn (8 — a)||Al|w > 1, dann wéhlen wir eine Folge (£,,)nen in (o, 5), so dass fiir
alle n € N der Punkt ¢,, in der Vereinigung der offenen Bille um t, ..., ¢,_; mit Radi-
us m liegt. Induktiv folgt, dass die Anfangswertprobleme ,(t) = A(t)u,(t) 4+ b(t)
mit u,(t,) = u,_1(t,) auf der Vereinigung aller offenen Bille um o, . .., ¢, mit Radius
m genau eine Losung haben und mit der einzigen Losung des urspriinglichen An-
fangswertproblemes iibereinstimmen. Also hat das urspriingliche Anfangswertproblem
im Inneren jedes kompakten Teilintervalls von I, das ¢y enthélt, genau eine Losung.
Dann hat es auf der Vereinigung I aller solchen Teilintervalle genau eine Losung. q.e.d.

Aus den beiden vorangehenden Sétzen folgt sofort:

Korollar 1.14. Sei I C R ein offenens Intervall, V ein Banachraum, und A : I —
LV) undb: I — V stetige Abbildungen. Dann induziert fir jedes ty € I die Abbil-
dung C(I,V) — V,u — u(ty) einen linearen Isomorphismus des Lisungsraumes der
Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) auf V. Fir jede Lisung 4 der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t) induziert die Abbildung C(I,V) — V,u
u(to) — u(to) einen affinen Isomorphismus des Losungsraumes der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung nach V. q.e.d.

Insbesondere haben also die Losungsrdume der gewohnlichen linearen Differenti-
algleichungssysteme erster Ordnung dieselbe Dimension wie der Vektorraum, in dem
die Werte der gesuchten Funktion liegen. Insbesondere stimmt also fiir reelle gewohnli-
che Differentialgleichungen n—ter Ordnung die Dimension des Losungsraumes mit der
Ordnung iiberein, wie wir das erwartet haben. Nachdem wir jetzt also fiir eine erste
Klasse von Differentialgleichungen die Existenz und Eindeutigkeit des Anfangswert-
problemes gezeigt haben, wollen wir uns der Frage zuwenden, wie wir diese Losungen
auch ausrechnen kénnen.

Beispiel 1.15. Wir stellen uns eine Insel vor, die von Storchen, Froschen und Fliegen
bewohnt wird. Dabei stellen wir uns die Nahrungskette so vor, dass die Stérche S(t) sich
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sowohl von den Fréschen als auch von den Fliegen ernihren, die Frosche F(t) nur von
den Fliegen und die Fliegen f(t) von dem Aas der Friosche und Stérche. Wir nehmen
jetzt an, dass das Tierwachstum nur von der vorhandenen Nahrungsmenge gesteuert
wird:

S(t) = F@)+ () —25(1)
Pt) =-S(t)+ f(t)
fioy =Sw+F@) —2/(t)

Beispiel 1.16. Seien A : K — K, b: K — K stetige, reelle Funktionen. Dann besitzt
das Anfangswertproblem

w(t) = A@)u(t) +b(t), ulto) = ug

eine eindeutige Losung, die wir jetzt bestimmen wollen. Dazu betrachten wir zundchst
das entsprechende homogene Anfangswertproblem mit b = 0. Das konnen wir umformen
2

u(t) d B , _
O In(u(t)) = A(t) mit u(ty) = ug

Also erhalten wir

t t

In(u(t)) = /A(S)ds+ln(uo) bzw. u(t) = exp /A(s)ds Ug-

to to
Das entsprechende inhomogene Anfangswertproblem hat die Ldsung

t t t

ult) = exp / A(s)ds | ug + / exp / A(r)dr | b(s)ds.

to to s
Dann gilt ndmlich

t t

a(t) = A(t) exp / A(s)ds | o + exp(0)b(t) + A(#) / exp / A(r)dr | b(s)ds

to to

= A(t) - u(t) + b(t) und u(ty) = uo.

Also lost die angegebene Funktion das Anfangswertproblem und ist dann wegen dem
vorangehenden Satz die eindeutige Lisung.
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Der zweite Summanden erkldrt sich daraus, dass us(t) = exp ( fst A(r)dr) b(s) das
Anfangswertproblem u(t) = us(t)A(t) mit u(s) = b(s) 16st. Dann folgt

% us(t)ds = uy(t) + /A(t)us(t)ds =b(t) + A(t) /us(t)ds.

to to to
¢
Also 16st [ us(t)ds das Anfangswertproblem
to

a(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = 0.

Wir erhalten also die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems als die Summe
des homogenen Anfangswertproblems mit dem Integral {iber alle Anfangswertprobleme
des homogenen Problems, wobei wir als Anfangswerte jeweils den inhomogenen Term
einsetzen. Dieses Verfahren wollen wir jetzt verallgemeinern.

Satz 1.17. (Variation der Parameter) Sei [a, 5] C R ein kompaktes Intervall und V
ein Banachraum. Dann ist die Abbildung

C(le, B], LV)) x C([e, B], V) x [, B] x V — C([er, B, V) (A, b, to,up) — u
auf die eindeutige Losung u des Anfangswertproblems
u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = ug

stetig. Die Einschrinkung dieser Abbildung auf ein festes ty hdngt analytisch von A, b
und ug ab. Fir jedes (A,b) € C([a, 5], L(V)) x C(|ev, 8], V) ist dann die entsprechende
Finschrankung der Abbildung ein affiner Isomorphismus von (to,ug) € [a, 5] X V' auf
den Léosungsraum der Differentialgleichung

a(t) = A(t)u(t) + b(t).

Bevor wir diesen Satz beweisen, berechnen wir mit ihm die Lésung eines inhomo-
genen Anfangswertproblemes aus der Losung des homogenen Anfangswertproblems.

Korollar 1.18. Sei A : [ — L(V) eine stetige Abbildung auf einem offenen nicht
notwendigerweise beschrinktem Intervall und b : I — V' auch. Dann setzt sich wegen
der Variation der Parameter die eindeutige Lisung us(t) des Anfangswertprobleme

u(t) = A(t)u(t) mit u(s) = b(s)
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zu einer stetigen Abbildung I — C(I,V) s +— us zusammen. Die eindeutige Lisung
des inhomogenen Anfanswertproblems

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = ug

st dann die Summe des entsprechenden homogenen Anfansqwertproblems und des In-

tegrals
t

/ us(t)ds.

to
Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz ist die Abbildung s — u(t) auf allen Teilin-
tervallen [a, 3] C I stetig von [« 5] nach C([a, 8], V). Dann existiert fiir alle t € I das

¢
Integral [ u,(t)ds. Aus dem Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt

to
t t t to

us(t)ds = uy(t) + A(t) /us(t)ds =0b(t) + A1) /us(t)ds und /us(t)ds = 0.

to to to to

a
dt

Diese Funktion 16st das inhomogene Anfangswertproblem mit uy = 0. Wegen Satz 1.10
ist die eindeutige Losung des allgemeinen Anfangswertproblems die Summe dieser
Funktion und der Losung des entsprechenden homogenen Anfanswertproblems. q.e.d.
Beweis von Satz 1.17: Offenbar ist die Abbildung

Cle, A1, £(V)) x C(lev, B, V) X [o, ] x V x C([er, 5], V) = C([e, B, V)

t

(A, b, to, uo, ) — fapiou (W) mit fapeeu(w)(t) = ug + /(A(S)u(s) + b(s))ds

to

stetig und héngt fiir festes ¢y analytisch von A, b, up und u ab. Weil das Integral
linear ist, ist sie sogar eine Summe von linearen Abbildungen und einer bilinearen
Abbildung. Damit ist f sogar ein Polynom in A, b, ug, und u. Die Lipschitzkonstante
L der Abbildung f = fAbiya,> mit einem Element (A, b, 1o, 1) € C(lo, 8], L(V)) x
C(le, 6], V) x |a, 5] x V kénnen wir abschétzen durch

t t

|7 - F@| = [ A ats) = atsnds + [(A) ~ A (ats) - a(s))ds

to to 00

<18 = alllu = alloe (14l + 14 = Allc)
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Wir wihlen wieder das Intervall [a, B] klein genug, so dass alle f , die den Elementen
(A,b,to, o) in einem e-Ball von (A,b,ty, ug) entsprechen, Lipschitz-stetig sind mit
Lipschitzkonstante L < Ly < 1. Fiir n > m > N € N konnen wir dann abschétzen

) = | < ||

o0

Wir wihlen die Startfunktion u identisch gleich Null. Dann ist || f(u) — || beschréinkt
durch

1£(0) = Ol < lluoll + 1o = wo | +18 = af (11blloo + 15 = bllsc) -

Weil auf dem e-Ball um (A, b, g, ug) die Lipschitzkonstant uniform durch Ly < 1
beschrénkt ist, konvergiert dann die Folge (f™(u))nen gleichmiBig gegen die Losung
des Anfangswertproblems. Dann definiert der Grenzwert eine stetige Funktion, die fiir
festes to analytisch von A, b und ug abhéngt (also eine konvergente Potenzreihe besitzt).

Wenn die Liptschitzkonstante grofier als 1 ist, {iberdecken wir das Intervall durch
hinreichend kleine Teilintervalle und stezten die entsprechenden Lésungen fort. q.e.d.

Damit haben wir die Berechnung der Losung auf das Losen des homogenen An-
fangswertproblem zuriickgefiihrt.

Satz 1.19. (Ezponentialfunktion) Die Potenzreihe exp(A) = > 4t konvergiert fiir
n=0
alle A € L(V), wenn V ein Banachraum ist. Auflerdem gilt

© exp((t — 10)4) = Aexp((t — 10)A) = exp((t — 1) A) A

Beweis: Wegen ||A- B|| < [|A|| - ||B]| folgt ||A™]| < ||A]|™. Dann folgt die Behauptung
aus den entsprechenden Aussagen fiir die Exponentialfunktion auf R. q.e.d.

Korollar 1.20. (Lésung des autonomen Anfangswertproblems) Das inhomogene An-
fangswertproblem

u(t) = Au(t) + b(t) mit u(ty) = o
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mit A € L(V) und stetigem b: I — V besitzt die eindeutige Lisung
t
u(t) = exp((t — to) A)uo + / exp((t — 5)A)b(s)ds.
to
Beweis: Es geniigt wegen der Variation der Parameter zu zeigen, dass das homogene
Anfangswertproblem (b = 0) durch wu(t) = exp((t — t9)A)ug gelost wird. Das folgt aus
den Eigenschaften der Exponentialfunktion. q.e.d.

Damit bleibt noch das Problem der Berechnung der Exponentialfunktion. Dazu
benutzen wir die Diagonalisierung bzw. Jordannormalform von Matrizen.

Ubungsaufgabe 1.21. (i) Aus der Analysis wissen wir, dass das Anfangswertpro-
blem der Differentialgleichung

u™ (t) = 0 mit u(0) = ug, 1(0) = uy,...,u™V(0) = u,_,

die Lésung
n—1 Ultl
1=0
besitzt. Dieses Anfangswertproblem ist dquivalent zu den Anfangswertproblemen
u 0O 1 ... 0 u u(to) Ug
d (0 Dol e U . U(to) Uy
- : =1 ’ o ) mat ) = .
dt : 0O ... 0 1 : : :
w1V 0 0 0/ \u»V u™ D (ty) Up,

Deshalb gilt

01 ...0 0 1 0
. . . . nfltl . . .
ex : t. .o =1+ N .
Ilo ... 0 1 ;l! 0 0 1
0 ... 00 0 0 0

Zewge direkt diese Identitdt.
(ii) Zeige, dass fir alle A € R (oder C) gilt

A1 ... 0 0o 1 ... 0
ex t P =exp(t)) - ex t- P SR
P10 0 a1 p(tA) - exp 0 0 1
0 0 X 0 0
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(iii) Die Matriz A lasse sich durch die invertierbare Matriz B diagonalisieren:

A 0
A=RB B!
0 A

Zeige, dass dann gilt

exp(tA;) 0
exp(tA) B
exp(t)\n)

Beispiel 1.22. Die Matriz

laft sich diagonalisieren auf

11 1 00 0 - 1 3
10 1|l0 -1 0 1 -1 0
11 -2/\0 0 -3 0 —3

Also ist die Losung des Beispiels der Storche, Frosche und Fliegen gegeben durch

S(t) 11 1 1 0 0 -3 1 3 S(0)
Ft)yl|=1[(10 1 0 et 0 1 -1 0 F(0)
f(t) 11 -2/ \0 0 e 0 =1/ \f(0)

Lemma 1.23. (Fundamentallosung) Sei A : I — L(V') eine stetige Funktion von einem
Intervall in die stetigen linearen Abbildungen des Banachraumes V. Dann konvergiert

die Reihe F': 1 — L(V)

t2

Ft) = ]1+§/tA(tn)7A(tn1).../A(t1)dt1...dt

to

gegen die Losung des Anfangswertproblems

F(t) = A(t)F(t) mit F(ty) = 1.
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Beweis: Wenn wir zundchst annehmen, dass die Reihe fiir alle ¢,ty € I gleichmafig
konvergiert, dann folgt aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

tn—1 to

F(t) = A(t) +§:A(t)/,4(tn_1) / A(tn_Q).../A(tl)dtl...dtn_1 = A(t)F(t).

to to to
Fiir alle ¢,ty € I ist A auf (¢,ty) beschréankt durch ||Al|«. Also folgt

t tn—1 to

/A(tn) / A(tn_l).../A(tl)dtl...dtn

to to to
t tn—1 to

£ — |
< [ All% //.../dtl...dtn =||A||Zo-| n'0| ‘
to to to :

Dann konvergiert die Reihe wieder aus den gleichen Griinden wie die Potenzreihe der
Exponentialfunktion. q.e.d.
Diese Losung F'(t) heisst Fundamentallosung des Anfangswertproblems.

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = uo.

Offenbar ist dann F'(¢) die lineare Abbildung, die jedem ug den entsprechenden Wert
der Losung an der Stelle ¢t zuordnet. Wegen der Eindeutigkeit der Losung der beiden
Anfangswertprobleme

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = uo und  u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = wy

ist die Fundamentallosung des ersten Anfanswertproblems an der Stelle ¢; als linea-
re Abbildung invers zu der Fundamentallosung des zweiten Anfanswertproblems an
der Stelle t5. Deshalb ist die Fundamentallosung eine einmal stetig differentzierbare
Abbildung von [ in die invertierbaren Elemente von L£(V).

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)u(t) mit u(s) = b(s)
ist dann gegeben durch
ug(t) = F(t)F~*(s)b(s).

Wegen der Variation der Parameter ist dann die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems
u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = uo
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gegeben durch
t

u(t) = F(t)ug + /F(t)F_l(s)b(s)ds.

Deshalb geniigt es zum Losen einer gewohnlichen, linearen Differentialgleichung, die
Fundamentallésung zu bestimmen. Wenn alle A(¢) miteinander kommutieren:

A)A(H) = A(t)A(t) fir alle ¢,t' € 1,
¢
wie das im Fall V' = R gilt, dann ist F(¢) = exp /A(s)ds , im Allgemeinen aber

to
nicht. Im endlichdimensionalen Fall, wenn wir A durch n x n Matrizen darstellen

konnen, ist allerdings folgende Beziehung sehr niitzlich.

Satz 1.24. (Spur und Determinante) Sei A : I — K™ eine stetige Abbildung des
offenen Intervalles I in die K—wertigen n x n Matrizen. Dann gilt fir die entsprechende
Fundamentallosung

F:I K> mit F(t)=AQt)F(t) und F(ty) =1,

%det(F(t)) = Spur(A(t)) det(F(t)) mit  det(F(to)) = 1.

Also hat det(F(t)) auf I keine Nullstellen und F(t) ist fiir alle t € I invertierbar.

Beweis: Weil die Determinante det : K"*" — K ein Polynom in den Eintrigen der
entsprechenden Matrix ist, ist sie eine analytische Funktion. Wir zeigen zunéchst, dass
die Ableitung dieser Abbildung bei allen invertierbaren Matrizen A gegeben ist durch

d
pr det(A +tB) |;—o= det(A) Spur(A~'B).
Es gilt ndmlich

det(A +tB) = det(A) det(1+ tA™'B).

Offenbar ist det(1+ tA~'B) ein Polynom in ¢ vom Grad n, und die Koeffizienten sind
Polynome in den Koeffizienten von A~!B. Weil die Unterdeterminanten von 1 genau
dann nicht verschwinden, wenn die genausovielte Spalte wie Zeile gestrichen wird und
dann die Unterdeterminanten gleich Eins sind, gilt

det(1+tA'B) =1 +tSpur(A~'B) + Terme hoherer Ordnung.
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Damit folgt

% det(A+tB)| = det(A)Spur(A~'B).
=0

Wenden wir diese Formel auf F'(¢) an, so erhalten wir mit der Kettenregel an den
Stellen, an denen F'(t) invertierbar ist

% det(F(t)) = Spur(F(t)F~(t)) det(F(t))
= Spur(A(t)) det(F'(t)).

Dann folgt aus dem Beispiel, dass det(F'(t)) die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

U(t) = Spur(A(t))u(t) mit u(ty) =1
t
ist. Also gilt det (F(t)) = exp /Spur(A(s))ds)
U
und F ist auf ganz I invertierbar. ' q.e.d.

1.4 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit
auf nichtlineare gewohnliche Differentialgleichungen. Dabei miissen wir allerdings an
die Nichtlinearitit gewisse Einschrankungen machen.

Definition 1.25. Eine Funktion f von einem metrischen Raum X in dem metrischen
Raum 'Y heifit lokal Lipschitz—stetig, wenn es fiir jedes xqg € X eine Umgebung U C X
von xo gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,z’ € U gilt

d(f(x), f(z")) < Ld(z, ).

Satz 1.26. (Lokale Existenz und Findeutigkeit) Sei I ein offenes Intervall und U C 'V
die offene Teilmenge eines Banachraumes V und f : [ xU — V eine stetige Abbildung,
die beziiglich der zweiten Variablen lokal Lipschitzstetig ist, d.h. fir jedes (to,up) € IxU
gibt es ein 6 > 0 und ein L > 0, so dass fiir alle (t,u), (t,a) € (to —0,t9+9) x B(uyg,9)
gilt

1f (8 u) = f(& )| < Lilu—all.

Dann gibt es fir jedes (to,up) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
w(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = ug auf (to — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.
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Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es 6 > 0 und L > 0, so dass fiir

alle (t,u), (t,a) € [to — d,to + 0] x B(ug,d) auch ||f(t,u) — f(t,a)| < L||u — a|| gilt.
Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

t
F:uvw F(u) mit F(u)(t) = up + /f(s,u(s))ds
to
eine stetige Abbildung von C([ty — d,to + 0], B(ug,0)) nach C([tg — J,to + 6], V). Sei

1F(uo)lloo = sup £ (s, uo)l

8€[t0—57t0+5]

Wenn e < §und € (|| f(+, ug)||oo + LJ) < 0, dann ist fiir alle u € C([to—¢, to+e€], B(ug, J))

t

£ (1) = uolloo < /(f(&w)) + f(s,u(s)) = f(s,u0))ds|| < e([lf (- uo)lloc + LI) <6,

to

Also bildet F' den vollstdndigen metrischen Raum C([ty — €,ty + €], B(uo, d)) auf sich
selber ab. Fiir u, @ € C([to — €,to + €], B(uo, 9)) gilt

[ (u) = F(@)]lo < / 1f (s, uls) = f(s,a(s))ll ds < eLflu — |-

. . . 0 1 . 1

Sei also € kleiner als € < min {5, )l L9 L} = min {5, L}'
Dann definiert die Abbildung F’ eine Lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
e - L < 1 von dem vollstandigen metrischen Raum C([to — €,to + €], B(ug, d)) auf sich
selber. Jeder Fixpunkt ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt @(t) = f(¢,u) fir alle t € (tg — €, 1o+ €) mit u(ty) = uop.
Also 16st u dieses Anfangswertproblem auf (ty — €,t9 + €). Wenn u umgekehrt auf
(to — €,t9 + €) dieses Anfangswertproblem 16st, dann ist die Ableitung von F(u) — u
gleich Null, und beide Funktionen F'(u) und u sind bei t = ¢ gleich ug. Also stimmen
beide Funktionen iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein
Fixpunkt von F. Also folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems
auf (to — €,to + €) aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Wir wollen jetzt analog zu der Variation der Parameter untersuchen, wie die Losun-
gen der Anfangswertprobleme, also die Fixpunkte von F', von y und f abhéngen. Die
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Ableitung der Abbildung
t
(t07y>x) = F(to,@/,l‘) mit F(tO:yax)(t) =Y+ /f(:C(S))dS
to

nach ¢y ist offenbar gleich —f(x(o)). Deshalb existieren hohere Ableitungen nach ¢
nur, wenn x differenrzierbar ist. Um also hohere Ableitungen der Losungen nach tg
zu kontrolieren, miissten wir die Abbildung F' auf differenzierbare Abbildungen z ein-
schrianken und die Supremumsnorm durch eine Sobolevnorm ersetzen. Wir beschrénken
uns hier auf solche f, die nicht von ¢t abhédngen. Dann sind die Lésungen auch beziiglich
t translationsinvariant, so dass wir ¢y beliebig wéhlen kénnen.

Satz 1.27. Sei ty € R, und U eine offene Umgebung von xy in dem Banachraum V.
Sei f : U — V eine r mal stetig differenzierbare Abbildung mit r € N, deren erste
Ableitung lokal beschrdnkt ist. Dann gibt es eine offene Umgebung W von xq in U, ein
€ > 0 und eine v mal stetig differenzierbare Funktion g : (tg — €,tg+¢€) x W — V', so
dass fir alle y € W die Funktion

v: (to—etot+e) =V, trg(ty)

die eindeutige Losung des folgenden Anfangswertproblems ist

Z—f(t) = f(x(t)) fir allet € (to — €,tg +€) mit  x(ty) = y.

Die partielle Ableitung von g nach t ist sogar auch r mal stetig differenzierbar.

Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Weil f’ lokal beschrankt ist,
gibt es ein § > 0, so dass U den abgeschlossenen Ball B(zg,0) enthdlt und f’ auf
B(xg, d) durch L beschrénkt ist. Wegen dem Schrankensatz ist dann f Lipschitz—stetig
auf B(zo,0) mit Lipschitzkonstante L > 0. Sei also 0 < € < Wm analog gew#hlt
wie in dem Beweis des Satzes von Picard-Lindelof. Sei I das abgeschlossene Intervall

I =[ty— e to+ e und W = B(zy,6/2). Fiir alle y € W definiert

F,: O(1, B(20,8)) — C(IV), @ m— F,(z) mit F()(t) = y + /f(:c(s))ds

eine Lipschitz—stetige Abbildung von dem abgeschlossenen Unterraum C/(I, B(zg,9))
des Banachraumes C(I,V') auf C(I,V) mit Lipschitzkonstante eL < 1/2. Wegen der
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Ungleichung 6/2 + €(|| f (zo)|| + 2LJ) < §/2 + §/2 = § liegen die Bilder aller Abbildun-
gen (Fy), ey sogar in der offenen Teilmenge C(1, B(xo,0)) des Banachraumes C(1, V')
mit der Supremumsnorm || - ||oo. Deshalb erfiillen diese Abbildungen die Vorrauset-
zungen des Banachschen Fixpunktsatzes und die entsprechenden Fixpunkte liegen in
C(I, B(z,0)). Fiir alle y € W ist die Ableitung der Abbildung z +— F,(z), als Abbil-
dung der offenen Teilmenge C(I, B(x,0)) von C(I,V) auf sich selber gegeben durch

Fl(z) : C(I,V) — C(L,V), 2= F(2)(2)
mit Fy()(2)(t) Z/f’(x(S))(Z(S))dso

Weil die Ableitungen f'(s,z(s)) beschrénkt sind durch L, ist die Ableitung F}(z) be-

schrinkt durch Le < 1/2. Also konvergiert fiir alle y € W und alle 2 € C(I, B(xo, 6))
die Neumannsche Reihe

(e — Fy@) " =3 (Fi(a)'

=0

in L(C(1,V)) gegen den inversen Operator von l¢(rvy — Fy(z). Offenbar ist fiir alle y

und z € W die punktweise Differenz der entsprechenden Abbildungen eine konstante
Abbildung in C(1,V):
Fy(x) = Fua) =y - =

Deshalb ist fiir jedes z € C(I, B(wg,d)) die Abbildung y +— F,(z) eine glatte Abbildung
von W nach C(I,V). Also ist die Abbildung

G:W x C(I, B(xo,0)) = C(1,V), (y,2) = (le@,pas) — Fy) (x) =z — Fy(z)

eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbe-
reich eine invertierbare partielle Ableitung nach = € C(I, B(xy,d)). Das Urbild der
0 € C(I,V) besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen Fj. Dann folgt aus
dem Satz der impliziten Funktion, dass es eine stetig differenzierbare Abbildung g von
einer Umgebung W von zo € W auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen F,
gibt. Diese Abbildung ist auflerdem genauso oft stetig differenzierbar, wie G. An den
expliziten Formeln fiir die ersten partiellen Ableitungen von F), erkennt man, dass die
partiellen Ableitungen von G bis zur selben Ordnung stetig sind, bis zu der auch die
partiellen Ableitungen von f stetig sind. Also ist G genauso oft wie f stetig differen-
zierbar. Fiir alle y € W ist dann g(y) die eindeutig Losung des Anfangswertproblems

d
—(t) = f(ta(b) fivalle t € (b — e.to+ ) mit  a(to) = y.
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Alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung r von der Abbildung
(t0_€7t0+€) XWHR? (tvy)'_)g<y)(t)

sind stetig. Deshalb ist diese Abbildung auch r mal stetig differenzierbar. Weil sie eine
Losung des obigen Anfangswertproblems ist, ist die partielle Ableitung nach ¢ sogar
auch r mal stetig differenzierbar. q.e.d.

Satz 1.28. (Globale Ezistenz und Findeutigkeit) Sei O C R x V' eine offene Teilmenge
und f: O — V eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Existenz und Findeutig-
keit lokal Lipschitz—stetig ist. Dann gibt es fir jedes (to,up) € O genau ein mazximales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u)  mit  u(te) = uo

genau eine Losung u enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne maximal, dass an beiden
Randern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a=—o0 (bzw. b= 0).
(ii) t— ||f(t, u(t))| ist fir alle € > 0 auf (a,a + €) (bzw. (b — €,b)) unbeschrinkt.

(iii) Die Lésung u lafst sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O, d.h. ltifn(t,u(t)) ¢ O (bzw. I%I(t’u(t)) ZO).

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass fiir jedes Intervall (a, b), das ¢y enthélt, und auf
dem das Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u(t)) mit u(te) = uo

eine Losung u besitzt, so das sich @ auf [a,b) oder (a,b] stetig fortsetzen 148t, und der
Graph der Fortsetzung in O liegt, das neue Anfangswertproblem

u(t) = f(t,u(t)) mit u(a) = tl_lgar u(t) bzw. u(b) = tlirgl u(t)

wegen dem vorangehenden Satz eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b besitzt,
die dann auf [a, a + €) bzw. (b— €, b] mit @ tibereinstimmt. Also existiert ein maximales
Intervall (a,b), auf dem das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung besitzt. Wenn
am linken bzw. rechten Rand die Bedingungen (i) und (ii) nicht erfiillt sind, dann ist die
Ableitung der Losung auf einer offenen Menge (a, a + €) bzw. (b — €, b) beschriankt und
deshalb ist die Losung dort Lipschitz—stetig. Dann konvergiert fiir jede Folge (,)nen,
die gegen a bzw. b konvergiert auch die Folge ((t,, u(t,))neny in R x V. Der Grenzwert
kann dann aber nicht in O liegen, weil sonst die Losung eine Fortsetzung auf eine
Umgebung von a bzw. b hitte. q.e.d.



1.4. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT 27

Bemerkung 1.29. (i) Wenn (ii) erfillt ist, kannt — f(t,u(t)) nicht stetig auf [a, a—
€) bzw. (b—e, b] fortgesetzt werden. Also konnen u und f nicht so stetig auf grofsere

Definitionsbereiche fortgesetzt werden, dass a (bzw. b) im Definitionsbereich von
uw und (a,u(a)) (bzw. (b,u(b))) im Definitionsbereich von f liegt.

(ii) Jede in u stetig differenzierbare Funktion f ist in u lokal Lipschitz—stetig, weil
fur stetig differenzierbare Funktionen die Ableitungen lokal beschrdnkt sind und
nach dem Schrankensatz lokal Lipschitz—stetig sind. Also ist die Fxistenz und
Findeutigkeit des linearen Anfansgwertproblems ein Spezialfall dieses Satzes.

Wenn dim V' < oo kann man die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit (wir ken-
nen schon ein Gegenbeispiel), auf stetige Funktionen f verallgemeinern. Anstatt dem
Banchschen Fixpunktsatz verwenden wir dann den Schauderschen Fixpunktsatz.

Satz 1.30. (Schauderscher Fixpunktsatz) Sei F' eine stetige Abbildung von einer kon-
vexen abgeschlossenen Teilmenge A eines Banachraumes auf sich selber. Wenn F' alle
beschrinkten Teilmengen von A auf Teilmengen abbildet, deren Abschliisse kompakt
sind, dann hat F' mindestens einen Fixpunkt.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen. In M. Berger: Nonlinearity and functional
analysis, Academic Press 1977, ist auf Seite 90 ein Beweis angegeben. Um die Existenz
fiir stetige Funktionen f zu verallgemeinern, zeigen wir die Kompaktheit des Integrals.

Satz 1.31. (Kompaktheit des Integrals) Sei |o, 3] ein kompaktes Intervall und ty €
[a, B] und V' ein endlichdimensionaler Banachraum. Dann ist der lineare Operator

C([e, 5], V) — C([a, B], V) mit u— | t+— /u(s)ds

to
kompakt, d.h. die Abschliisse der Bilder aller beschrinkten Mengen sind kompakt.
Wir beweisen diesen Satz mit dem Satz von Arzela—Ascoli.

Satz 1.32. (Arzela—Ascoli) Sei K ein kompakter metrischer Raum und V' ein endlich
dimensionaler Banachraum. Eine Folge (fy)nen in C(K, V) besitzt eine konvergente
Teilfolge, wenn

(1) fir jedes v € K die Folge (fn(x))nen beschrankt ist und

(ii) fir jedes x € K die Folge (fn)nen gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € K
und jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass aus ' € B(x,d) C K fir allen € N
folgt fn.(2") € B(fn(x),e) C V.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (f,)nen sogar auf K gleichgradig ste-
tig ist. Fiir jedes € > 0 und jedes y € K gibt es wegen (ii) ein §, > 0, so dass
aus d(x,y) < 20, fiir alle n € N folgt d(f.(v), fu(y)) < 5. Wegen der Kompakt-
heit von K hat die Uberdeckung {B(y,d,)|ly € K} eine endliche Teiliiberdeckung
K = B(y,01) U...U B(yn,0n). Sei § das Minimum von 4y, ...,dy. Dann entélt fiir
alle Paare z,2’ € K mit d(z,2") < § einer der Bélle B(yy,d1),..., B(yn,dn) den einen
Punkt z. Damit sind beide in einem der Bélle B(y1,261),. .., B(yn,2dy) enthalten.
Daraus folgt d(f.(z), fu(2')) < § + § = € fiir alle n € N. Also ist die Folge (fn)nen
gleichgradig stetig auf ganz K.

Sei (Zy)men eine Folge, die in K dicht liegt. Wegen (i) ist dann fiir alle m € N der
Abschluss A, der Menge der Folge (f,,())nen eine kompakte Teilmenge von V. Wir
definieren jetzt induktiv eine Teilfolge von (g )nen von (fy)nen und eine Folge (@, )men
in V, so dass fiir alle m € N und alle n > m gilt d(g,(zpn),an) < =. Dafiir wihlen
wir zunédchst einen Haufungspunkt a; von (f,,(z1))neny und eine Teilfolge (g,)nen von
(fa)nen, so dass fiir alle n € N gilt d(g,(z1),a1) < =. Induktiv wihlen wir danach
fir jedes M € N\ {1} einen Haufungspunkt ay; von (g,(z))nen und ersetzen alle
Folgenglieder von (g, )nen mit Indizes grofler als M —1 durch eine Teilfolge von (g,)n>ar,
so dass fiir alle n > M gilt d(g,(xn), anr) < +. Dann gilt fiir alle m = 1,..., M und
alle n > m auch d(g, (), am) < +.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus z,2’ € K mit d(x,z') < ¢ fir
alle n € N folgt d(gn(v),gn(2")) < 5. Die Uberdeckung (B(y,,0))men von K besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es ein M € N, so dass alle [,n > M an den
Zentren der Bélle der Teiliiberdeckung d(g:(7m), gn(7m)) < § erfiillen. Dann folgt fiir
alle x € K und alle [,n > M

d(gi(2), ga()) < d(9i(2), 91 (@m))F A (T ), Go () FA(Gn(Tm), Gu(2)) < =+ =F= = €.

Also ist (gn)nen in C(K, V) eine Cauchyfolge und konvergiert. q.e.d.
Beweis der Kompaktheit des Integrals. Die Funktion ¢t — ftz u(s)ds ist auf [a, (]
beschrénkt durch |8 — af - ||u||e, und wegen dem Schrankensatz Lipschitz—stetig mit
Lipschitzkonstante ||u|/«. Also erfiillt das Bild jeder beschrénkten Menge die Voraus-
setzungen von Arzela—Ascoli. Dann ist der Abschluss des Bildes einer beschriankten
Menge folgenkompakt. q.e.d.

Satz 1.33. (Lokale Eristenz) Sei I ein offenes Intervall und U C 'V eine offene
Teilmenge eines endlichdimensionalen Banachraumes und f eine stetige Abbildung
f:IxU — V. Dann gibt es fiir jedes (to,uo) € IxU ein e > 0 und auf (to—e, to+e) C I
eine Losung des Anfangswertproblems w(t) = f(t,u(t))  mit  u(ty) = uo.
Beweis: Fiir jedes (tg,up) € I x U gibt es ein € > 0 und 6 > 0, so dass

[to — €,t0 + €] x B(ug,0) C I x U.
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Auf dieser kompakten Menge ist dann f beschriankt durch || f||o < co. Die Abbildung

F:C ([to —eto+ e],B(u0,5)> —CO(ts—eto+€, V) ur— F(u) mit

F(u)(t) = uo+ /f(s,u(s))ds

ist offenbar kompakt. Verkleinere also gegebenenfalls €, so dass || f]|« - € < 0 ist. Dann
bildet diese Abbildung den konvexen Raum C' ([to — €, to + €|, B(u, 5)) auf sich selber
ab, und die Aussage folgt aus dem Schauderschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Wenn u; eine Losung des Anfangswertproblems 4(t) = f (¢, w(t)) mit u(t,) = uy auf
[t1 — €,t1] ist und wug auf [t1,t; + €]. Dann ist

_fum) fireefn - o)
u(t) = {UQ(t) fir t € [t1,t1 + €

eine Losung auf [t; — €, 1 + ¢€]. Also kénnen wir Losungen wieder nach links bzw. rechts
fortsetzen. Dann erhalten wir genauso wie in der Globalen Existenz und Eindeutigkeit:

Satz 1.34. (Globale Existenz) Sei V' ein endlichdimensionaler Banachraum und O C
R x V eine offene Teilmenge und f : O — V eine stetige Abbildung. Dann gibt es
fiir jedes (to,up) € O eine (nicht notwendiger Weise eindeutige) mazximale Losung des
Anfangswertproblems

w(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = uo

auf einem Intervall (a,b), das tg enthdlt. Die Losung ist in dem Sinne mazimal, dass
an beiden Rdndern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a = —o0 (bzw. b =00)
(ii) t — || f(¢, u(t))] ist fir alle € > 0 auf (a,a+€) (bzw. (b— €,b)) unbeschrankt.

(iii) Die Lésung u lafst sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O. q.e.d.

Jede maximale Losung kann also nicht als Losung auf ein grofleres Intervall fortge-
setzt werden, aber zwei verschiedene maximale Losungen konnen auf unterschiedlichen
Intervallen definiert sein und auf Teilintervallen iibereinstimmen.
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1.5 Elementare Losungsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf gewohnliche Differentialgleichungen beschran-
ken, in denen die gesuchte Funktion eine reelle Funktion ist. Die Differentialgleichungen
1.ter Ordnung haben also die Form

a(t) = f(t,u(t)).
Wenn es uns gelingt die Funktion f als einen Quotienten zu schreiben

f(t’u) :%

dann kénnen wir die Differentialgleichung umformen zu
u()h(u(t)) = g(t).

Wenn H eine Stammfunktion von A ist und G eine Stammfunktion von G, dann gilt
d d

—H = — .

S H(u(t) = 5 G()

Also folgt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems
g(t)

mit u(ty) = ug

RENTOT)
H(u(t)) — H(uo) = G(t) — G(to).

Wenn wir jetzt noch annehmen, dass H eine Umkehrfunktion besitzt, was natiirlich
auf allen Intervallen gilt, auf denen h positiv bzw. negativ ist, dann erhalten wir also
als Losung des Anfangswertproblems

u(t) = H™H(G(t) — G(to) + H (uo)).

Satz 1.35. (Trennung der Variablen) Seien g und h stetige Funktionen auf einem
offenen Intervall I und h sei entweder positiv oder negativ. Dann sind sowohl g als
auch h auf allen kompakten Teilintervallen von I Riemann—integrabel. Seien G und H
Stammfunktionen von g bzw. h. Dann ist h entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend, besitzt also eine Umkehrabbildung H=' : I' — I von einem
offenen Intervall I' auf I. Dann ist die eindeutige Lisung der Anfangswertprobleme

(1) = 9 mat u =u
U= Rugeyy ) =
gegeben durch u(t) = HHG(t) — G(to) + H(up)).

Sie ist auf dem Intervall definiert, auf dem G(t) — G(to) + H(ug) in I' liegt.  q.e.d.
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Wenn es uns gelingt eine Funktion F'(t,u) zu finden, so dass gilt

f(t7u>:_aa;7

dann konnen wir die Differentialgleichung umformen zu

oF du, OF

d
EF(t,u(t)) = E(t,u) + E(t)—(t,u(t)) = 0.

Also gilt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

u(t)g—i(t, u(t)) + aa—f(t,u(t)) = 0 mit u(ty) = ug

F(t, u(t)) = F(to, uo).
Diese Gleichung beschreibt implizit die Losung des Anfangswertproblems.

Satz 1.36. (Exakte Differentialgleichungen) Sei (t,u) — F(t,u) differenzierbar. Dann
sind alle Lisungen des Anfangswertproblems

. OF oF :
u(t)%(t,u(t)) + E(t’ u(t) = 0 mit u(ty) = ug
implizit gegeben durch F(t,u(t)) = F(to,uo)- q.e.d.

Fiir zwei Funktionen ¢(¢t,u) und h(t,u) mit  f(t,u) = — Ei, u§7
U
OF(t,u) _ OF (t,u)
5% g(t,u) und o

Lemma 1.37. (Stammfunktion) Seien g und h zwei stetig differenzierbare Funktionen
auf einem konvezen offenen Gebiet Q C R2. Dann gibt es auf Q genau dann eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion F(t,w) mit

«

gibt es nicht

>

= h(t,u).

immer eine Funktion F(¢,u) mit

oF B oF B .. 0g _ 0Oh
E(t,u) = g(t,u) und %(t,u) = h(t,u) wenn gilt %(t,u) = E(t,u).

Beweis: Sei (to, ug) € Q beliebig. Dann definieren wir die Funktion

1 1

F(t,u) = (t—to)/g(ts,us)ds—i— (u—uo)/h(ts,us)ds,

0
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mit ts = to+s(t—tp) und us = ug+s(u—ug). Weil die Funktionen g und h differenzierbar
sind, sind sie stetig und damit auch integrierbar. Die Ableitungen von F' sind dann

1 1
OF B dg 8h
E(t’ u) = /g(ts,us)ds + (t — to) / a—ml(ts,us)sds + (u— uo) o —(ts, us)sds

1
d
g(ts, ug ds—i—/—g ts,us)sds = g(t,u)
ds
0
1

1

0
J (ts,us)sds

h(ts, us)ds + (u — ug / g—h(ts, ug)sds + (t — to) / 5
T T

1
dh
h(ts,us)ds + [ —(ts,us)sds = h(t,u)
ds
0

Q|
B
~
£
I
O\H O\H O\H o

Wenn umgekehrt 25 (¢, u) = g(t,u) und 25 (¢, u) = h(t,u) gilt, dann folgt aus dem
Satz von Schwarz

dg O2F 02 F oh

Wir konnen diese Aussage auf Vereinigungen von konvexen Gebieten verallgemei-
nern, solange nur die Vorschrift, in der wir F' fortsetzen eindeutig ist. Das gilt fiir alle
einfach zusammenhéngenden Gebiete €2, d.h. solche Gebiete, die fiir jede stetige Ab-
bildung p : S' —  eine Homotopie zu einer konstanten Abbildung besitzen, d.h. es
gibt eine stetige Abbildung [0, 1] x ST — Q, die auf {0} x S! gerade gleich p ist und fiir
{1} x S* eine konstante Abbildung. Anschaulich bedeutet das, dass jeder geschlossene
Weg in Q zu einem Punkt zusammengezogen werden kann.

Es gibt auch Félle, in denen die Differentialgleichung

W(t)h(t, u(t)) + §(t, u(t)) =0

erst mit einer Funktion erweitert werden muf3 bevor sie exakt ist.

q.e.d.

Beispiel 1.38. Die Differentialgleichung 2tu +u(t) =0

ou 02t

—=1#2=—.
7 ot

18t nicht exakt, weil gult
ou

die Differentialgleichung 2tu(t)u(t) + u?(t)
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Ou? 0
st aber exakt, weil gilt T ou= Lot

Ju ot
Satz 1.39. (Eulersche Multiplikator) Wenn eine Differentialgleichung durch Multipli-
kation mit eine Funktion auf die Form gebracht werden kann

u(t)h(t,u(t)) +g(t,u(t)) =0 mit %(t,u} = %(t,u),

dann existiert (auf einfach zusammenhdingenden) Gebieten Q@ C R? eine Funktion F,
so dass die Differentialgleichung exakt ist

d OF oF
—F =u(t)— — = 0.
SE(u(t) = il0)5 (L u(t) + S (1 u() = 0
Dann gilt fir die Lisungen des entsprechenden Anfangswertproblems mit u(ty) = wug
F(t,u(t)) = F(to, up). q.e.d.

Um fiir eine Differentialgleichung von der Form
w(t)h(t, ut)) + g(t, u(t)) =0
einen Eulerschen Multiplikator M (¢, u(t)) zu finden, miissen wir die Gleichung

%—]\f(t, w)h(t,u) + M(t, u)%(t, u) = %—Aj(t, w)g(t,u) + M(t, u)g—i(t, w)

16sen. Das ist eine partielle Differentialgleichung, die im Allgemeinen nicht leichter
zu 16sen ist als die urspriingliche gewthnliche Differentialgleichung. In einigen Féllen
konnen wir Losungen aber erraten oder einfache Losungen berechnen, die nur von ¢
bzw. u abhédngen.

Zum Abschluss wollen wir noch erwéihnen, dass einige Differentialgleichungen durch
eine Substitution in eine der Differentialgleichungen verwandelt werden kénnen, die wir
16sen kénnen.

Beispiel 1.40. (i)
u(t) = f(at + bu(t) + ¢) mit a,b,c € R.
Wenn b = 0 konnen wir die Differentialgleichung direkt integrieren. Wenn b # 0,
dann fihrt die Substitution v(t) = at + bu(t) + ¢ auf die Differentialgleichung
0(t) = a+bf(v(t)) oder auch #ﬁi(t)) = 1. Diese Differentialgleichung konnen
wir mit der Methode der Trennung der Variablen losen: Sei F' eine Stammfunktion

von x — #(x) Dann erfillen die Losungen des Anfanswertproblems
u(t) = f(at + bu(t) + c) mit u(to) = ug

die Gleichung F(at 4+ bu(t) + ¢) — F(aty + bug + ¢) =t — to.
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(i) u=f (@) homogene Differentialgleichung. Die Substitution v(t) = @ fiihrt zu

(iii)

der Differentialgleichung

Diese Differentialgleichung kénnen wir wieder mait mit Hilfe der Trennung der
Variablen lésen:

. at + bu(t) + ¢ ,
= ta,b R.

, . b . . o
Wenn die Determinante ‘Z ‘ = 0 ist, dann ist entweder at + fu(t) ein Vielfa-

B
ches von at + bu(t) oder umgekehrt. Deshalb haben wir dann ein Beispiel der Art

in (1). Wenn diese Determinante # 0 ist, dann hat das lineare Gleichungssystem
at+bu+c=0 at+ pPu+~v=0

genau eine Losung (tg,ug). Die Differentialgleichung konnen wir umformen zu

d B at + b(u(t + to) — ug) + atg + bug + ¢
E(U(t tho) — o) = f (at+ﬁ(u(t+t0) — o) + ato + Buo +7>

B f a + bU(t—i_tg)_uO
a_’_ﬁu(t—l-t?)—uo :

Also erhalten wir ein Beispiel von der Form (ii).

(iv) Bernoullis Differentialgleichung:

W(t) + g(t)u(t) + h(t)u*(t) =0 o #1.
Die Substitution v(t) = u'=*(t) fiihrt zu der Differentialgleichung
0(t) = (1 — a)u(t)u™(t) = (a— 1)g(t)v(t) + (o — 1)h(t).

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, die wir im letzten Ab-
schnitt geldst haben.



Kapitel 2

Einfiihrung in die partiellen
Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung in den partiellen Ableitungen ei-
ner oder mehrerer gesuchter Funktionen, die von mindestens zwei Variablen abhé&ngen:

Definition 2.1. FEine gegebenfalls vektorwertige Gleichung der Form
F (D*u(z), D* 'u(z),..., Du(z), u(z),z) = 0

heifst partielle Differentialgleichung der Ordnung k. Hierbei ist F' eine gegebene Funkti-
on und u die gesuchte Funktion. Die Ausdriicke D*u bezeichnen den Vektor aller k—ten
partiellen Ableitungen der Funktion u. Eine Funktion u heifst Losung der Differential-
gleichung, wenn sie k mal differenzierbar ist und der obigen Gleichung gendigt.

2.1 Beispiele

2.1.1 Lineare Differentialgleichungen

1. Laplacegleichung.
Ay — o®u R 0?u
dz? T 02
Losungen der Laplacegleichung heissen harmonische Funktionen. Die Lapaceglei-
chung ist eine homogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Die ensprechende inhomogene Gleichung heisst Poissongleichung:

—Au = f.

=0.

Hierbei ist die Funktion f gegeben und die Funktion u gesucht.

35
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2. Helmholtzgleichung.
—Au — Au=0.

Hierbei ist A € R eine gegebene Zahl und u die gesucht Funktion. Sie ist eine
besonders einfache Form der Poissongleichung.

3. Lineare Transportgleichung.
u+b-Vu=0.

Hierbei ist b eine gegebenes R"-wertiges Vektorfeld auf einem Gebiet 2 C R x R"
und u die gesuchte Funktion auf diesem Gebiet.

4. Liouvillegleichung.
u+Vb-u=0.

Hier ist genau wie bei der Transportgleichung b ein gegebenes R"—wertiges Vek-
torfeld auf einem Gebiet {2 C R x R™ und u die gesuchte Funktion auf diesem
Gebiet. Diese beiden linearen Differentialgleichungen erster Ordnung sind sehr

dhnlich.
5. Wirmeleitungsgleichung.
i — Au=0.
6. Schrodingergleichung.
w + Au = 0.

Hierbei ist u eine gesuchte komplexe Funktion. Wir werden noch sehen, dass
der Faktor ¢, durch den sich die Schrodingergleichung von der Warmeleitungs-
gleichung unterscheidet, zu deutlichen Unterschieden dieser beiden Gleichungen
fiihrt.

7. Kolmogerovgleichung.
= 0%u " Ou
' 1321 " 00z, ! 121 Oz;

Sie ist eine Verallgemeinerung der Wiarmeleitungsgleichung.

8. Fokker—Planckgleichung.
02 0%ay(t,x)u ob;(t, x)u
— ——— =0.
g Z]Z_: O0x;0x; ; 0x;

Die Fokker—Planckgleicung verhélt sich zu der Kolmogorovgleichung wie die Liou-
villegleichung zu der Transportgleichung.
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9. Wellengleichung.
0%u

10. Allgemeine Wellengleichung.

Pu O*u - ou
w — Z aij(t,x) axlaxj + 1 bl(t,l’)a—xl =0.

i,j=1 i=

Sie verallgemeinert die Wellengleichung genauso wie der Kolmogorovgleichung
die Warmeleitungsgleichung verallgemeinert.

11. Airysche Differentialgleichung.

Py
i+ — =0.
ox3

Hier ist u eine gesuchte Funktion auf einem Gebiet 2 C R x R.

12. Balkengleichung.
Pu M

o ot

2.1.2 Nichtlineare Differentialgleichungen
1. Eikonalgleichung.
|Vu| = 1.

2. Nichlineare Poissongleichung.

—Au = f(u).

Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion auf
einem Gebiet 2 C R".

3. Minimalflichengleichung.
Vu

V14 |Vul?

Die Graphen von Losungen der Minimalflichengleichung sind sogneannte Mini-
malflichen. Das heisst dass sich die Fliche solcher Hyperflichen im R"*! unter
infinitesimalen Deformationen nicht &ndert. Seifenhdute sind Beispiele solcher
Minimalflachen.
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4. Monge—Amperegleichung.
det (VV'u) = .

Hier ist f eine gegebene Funktion auf einem Gebiet 2 C R"™ und wu die gesuch-
te Funktion. Dabei steht auf der linken Seite die Determinante der Matrix der
zweiten Ableitungen von w.

5. Hamilton—Jacobigleichung.
u+ H(Vu,x) = 0.

Hierbei ist H eine gegebene Hamiltonfunktion auf einer Teilmenge von R™ x R",
und u die gesuchte Funktion auf einem entsprechenden Gebiet in R™.

6. Skalare Erhaltungsgleichung.
U+ V- F(u).

Hierbei ist F' eine gegebne R™"—wertige Funktion und u die gesuchte Funktion auf
einem Gebiet 2 C R x R"™. Diese Differentialgleichung hat zur Folge, dass sich
das Intgeral von u iiber ein gegebenes Teilgebiet von R™ so mit der Zeit dndert,
wie das Integral von F(u) iiber den Rand des Gebietes. Deshalb lésst sich F'(u)
wie eine Flussdichte der Erhaltungsgrofie u interpretieten.

7. Burgers Gleichung.
U+ u% = 0.
ox
Hier ist u eine gesuchte Funktion auf einem Gebiet {2 C R x R. Sie ist ein Beispiel
fiir eine skalare Erhaltungsgleichung mit F(u) = u?/2.

8. Reaktions—Diffusionsgleichung.
i — Au= f(u).
Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion.

9. Porose Mediengleichung.
uw—A(u”)=0.

Hier ist v > 1 ein gegebener Exponent. Diese Gleichung beschreibt die Ausbrei-
tung eines idealen Gases in einem porosen Medium wie Sand.
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10. Nichtlineare Wellengleichung.

0*u

Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion.

11. Korteweg—de—Vries—Gleichung.
ou  Bu

A — bu—— — — =

or 0Ox3

Diese Gleichung besitzt eine sogenannte Laxdarstellung, d.h. sie 18t sich schrei-
ben als

L=[A1]
mit zwei gewohnlichen Differentialoperatoren
02 #?  3ud  3ou
L=— A= —+ —— +-——.
ax2+u 3x3+ 28x+48x
Daraus entwickelte sich eine neues Versténdnis von integrablen Sytemen.

2.1.3 Lineare Differentialgleichungssysteme

1. Lineare Elastizitit.
pAu~+ (A + p)V(V - u) = 0.

Hier sind A > 0 und g > 0 gegebene positive Konstanten und u die gesuchte
R"wertige Funktion.

2. Elastische Wellen.

0%u
3. Maxwellgleichungen.
E—V x B=—4xj B+VxE=0
V-E=47mp V-B=0.

Hier sind die Ladungsverteilung p und die Stromverteilung j gegebene reelle
bzw. R3-wertigen Funktionen auf der Raumzeit R x R3 und das elektrische Feld
E und das Magnetfeld B die gesuchten R3*-wertige Funktionen. Die gegebenen
Funktionen erfiillen aulerdem einen Erhaltungssatz

weil j ja gerade die Ladungsflussdichte ist.
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4. Cauchy—Riemanngleichung.
0 du v
o oy Oz
Hier sind (u,v) : R? — R? (z,y) — (u,v) Realteil und Imaginérteil einer holo-
morphen Funktion auf (Teilgebieten) der komplexen Ebene x 41y = z € C.

4 = [B0vdy

2.1.4 Nichtlineare Differentialgleichungssysteme
1. Eulergleichung.
tu+u-Vu+Vp=0 V.-u=0.

Hier ist v : R® — R3 das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen reibungs-
freien Fliissigkeit und p der Druck.

2. Navier—Stokesgleichung.
t+u-Vu—Au+Vp=0 V-u=0.

Hier ist u : R® — R3? das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen viskosen
Fliissigkeit und p der Druck.
3. Einsteins Feldgleichungen.
1
Rij — §gin = KTj;.

Hier ist der Energieimpulstensor einer gebenen Massenverteilung auf der Raum-
zeit und g;; ist die entsprechende gesuchte Metrik auf der Raumzeit. Diese Metrik
gi; ist eine Lorentzmetrik auf der Raumzeit, d.h. eine symmetrische Bilineraform
auf dem Tangentialraum der Raumzeit mit der Signatur (1, 3). R;; ist die dazu-
gehorige Riccikrimmung und R die skalare Kriimmung.

3
1 891 agzl agz
ko _ = J . J
Fij o QZ (axz Oxi ol

3 k 3
ory.  ork
ki ij _ Olik kT k1l
Rij = §9 <8x’j - +§ (T3 Fljrik))
1=0

(gij) — (gij)_l inverse Metrik

3
R = Z g”R”

t,j=0
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5. Riccifluss.
gij = —2Ry;.

Diese Differentialgleichnung beschreibt auf einer beliebigen Riemannschen Man-
nigfaltigkeit eine diffusionsartigen Fluss der Metrik. Man kann also erwarten,
dass sich Inhomogenitédten und Isotropien der Metrik ausgleichen und dieser
Fluss nach ldngeren Zeiten zu Metriken fithrt die sehr grofie Isometriegruppen
haben. Aufgrund dieser Erwartung hat Hamilton vor rund 30 Jahren ein Pro-
gramm entworfen um mit Hilfe dieses Flusses die Geometrisierungsvermutung
von Thurston zu beweisen. Diese besagt grob gesprochen, dass sich jede kom-
pakte 3-Mannigfaltigkeit in Teile zerlegen 148t, auf denen eine Isometriegruppe
transitiv wirkt. Hamilton versucht nun durch eine Kontrolle iiber das Langzeit-
verhalten des Ricciflusses, auf beliebigen kompakten 3—Mannigkaltigkeiten solche
Metriken zu konstruieren. Seit rund einem Jahr sieht es so aus, dass der Mathe-
matiker Perelman die letzten Hiirden in diesem Programm iiberwunden hat. Das
wére ein grofler Erfolg, fiir die Behandlung von geometrischen Fragen mit Hilfe
von partiellen Differentialgleichungen.

2.2 Der Gauflsche Satz

Satz 2.2. (Gaufischer Satz oder Divergenzsatzl Sei Q C RY ein offenes Gebiet mit
stetig differenzierbarem Rand und f eine auf Q stetige R:-wertige Funktion, die auf
QO stetig differenzierbar ist, und deren partielle Ableitungen auf Q2 Lebesque—integrabel

sind. Dann gilt:
/V-fdu:/f-Nda
o0

Q

Hierbei ist N die duflere Normale auf dem Rand OS2, du ist das d—dimensionale Lebes-
guemaf und o ist das auf dem Rand OS2 induzierte Maf.

Dieser Satz ist fiir Gebiete (2 mit glattem Rand 0f) ein Spezialfall von dem Satz
von Stokes:

Satz 2.3. (Satz von Stokes) Sei 2 eine orientierte d—dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Rand 092 und ¢ eine stetig differenzierbare (d—1)-Differentialform
auf 2, deren dufere Ableitung do auf Q2 integrabel ist, dann gilt

=
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Dabei ist die Orientierung von 02 von der dufferen Normalen und der Orientierung
von ) gegeben: Die Verjiingung mit der dufseren Normalen einer nicht verschwindenden
d—Differenrtialform auf Q2 ergibt eine nicht verschwindende (d—1)-Differentialform auf
0N). Deshalb induziert die duflere Normale und die Orientierung von §2 eine Orientie-
rung von 0S2.

Der Zusammenhang mit dem Gaufische Satz ergibt sich durch

(=) fiday A day . ANdxg  dp=day A ANdeg  do =iy (dp).
1

o=

d
1=

Fir alle i = 1,...,d gilt offenbar dx;|9q = dx; — (N, dx;) 2?21 Njdx;. Dann gilt auch

— ZdeIl VANPIREAN dl’j_l A (del’z + dexj) VAN dl’j_H VAN dAl‘l AN dxd =

J#i
(1 —ZNf) dey A odr;. . Ndwg+ Np Y (1) Njday A oday . A dag =
j#i J#

d
= (—1)1_1]\72 Z(—l)j_led[L’l VANPIN dAZL'] VAN d[Ed = (-1)2_1de0'
j=1

Hierbei haben wir N7 + N3 + ...+ N2 = 1 benutzt. Daraus folgt
V - fdu = d¢ und [+ Ndo = ¢|sq.

Deshalb folgt der Gaufische Satz aus dem Satz von Stokes.

2.3 Existenz von Losungen

Wir wollen zur Erlduterung ein Beispiel einer Differentialgleichung geben, das keine
Losung besitzt. Dieses Beispiel ist eine Vereinfachung (von Nirenberg) eines Beispieles
von H. Lewy: Gegeben ist eine komplexwertige Funktion f auf einem Teilgebiet von
(z,y) € R? und gesucht ist eine komplexwertige Funktion u auf demselben Teilgebiet,
die folgende lineare Differentialgleichung erster Ordnung erfiillt:

ou ou

Iz + ma—y = f(z,y).
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Wir werden zeigen, dass diese Differentialgleichung fiir bestimmte Wahlen von f in
keiner Umgebung der (0,0) € R? eine Losung besitzt. Genaugenommen wollen wir
zeigen, dass fiir eine glatte Funktion f, die folgenden beiden Bedingungen erfiillt, es in
keiner Umgebung von (0,0) € R? eine einmal stetig differenzierbare Losung u gibt:

(1) f(—x,y) = f(:c,y)

(ii) Es gibt eine Nullfolge p, | 0, so dass f auf einer Umgebung der Kreise 0B(0, p,,)
verschwindet, die Integrale [ f(x,y)dzdy aber ungleich Null sind.
B(0,pn)

1. Schritt: Aufgrund der Bedingung (i) ist mit u(z,y) auch —u(—=z,y) und w(z,y) =
s(u(z,y) — u(—w,y)) eine Losung. Deshalb kénnen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dass u(—zx,y) = —u(z,y) gilt.

2. Schritt: Jede solche Losung u verschwindet auf den Kreisen 0B(0, p,). Um das
einzusehen wihlen wir kleine Ringe A und transformieren folgendermafien auf Gebiete
A im R

A A (2.9) o (22/2,y) firz >0
’ ’ (—2%/2,y) fiir z < 0.

Diese Abbildungen sind offenbar Homéomorphismen von A auf A. Auf dem Teilgebiet
A, = {(s, y)eA|s> O} ist die Funktion u(s,y) = u(2?/2,y) aber holomorph:

5o Ouls.y) | i(s.y) _ drdu(z.y) | Ou(x,y) 1<%mw+mm@w)20

ds oy ds Ox dy x

957
du ox dy

Wegen dem 1. Schritt verschwindet sie im Grenzwert s — 0. Dann muss @ auf Al
verschwinden, und wegen dem 1. Schritt auf A. Damit verschwindet u auf A.
3. Schritt: Wegen dem GauBschen Satz gilt

ou du
/ fdxdy = / (% + ma—y> dz N\ dy

B(0,on) B(0,pn)
u u
= /‘V(m)mw— / Qw)mmwwmw—m
B(0,pn) 0B(0,pn)

im Wiederspruch zu (ii). Also gibt es keine einmal stetig differenzierbare Losung.
Man kann aus diesem Beispiel sofort folgern, dass die reelle Differentialgleichung

g—i—wjg g—zxg 2 Q—ng u= a—2+x28—2 2+0_2 u=rf
ox oy ox dy ox dy B 0x? 0y? 0y? N

keine viermal stetig differenzierbare Losung hat.
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2.4 Regularitit von Losungen

Unter der Regularitét einer Losung einer Differentialgleichung versteht man die lokalen
Eigenschaften der entsprechenden Funktionen. Wir werden nur solche Losungen be-
trachten, die mindestens Distributionen sind. In diesen enthalten sind messbare Funk-
tionen bzw. allgemeiner [P-Funktionen. Diese enthalten dann auch solche Funktionen
deren erste oder n—te Ableitungen ebenfalss solche I[P—Funktionen sind. Die Raume
solcher Funktionen werden Sobolevrdume genannt. In diesen Funktionen sind dann die
glatten Funktionen enthalten. Und schliefllich kommen die analytischen Funktionen
mit der hochsten Regularitét.

2.5 Anfangswert und Randwertprobleme

Bei der Untersuchung von Losungen von partiellen Differentialgleichungen sterben wir
eine moglichst vollstandige Charakterisierung aller Losungen an. Im Allgemeinen haben
aber partielle Differentialgleichungen unendlich viele Losungen. Aus der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen wissen wir, das eine lineare gewohnliche Differen-
tialgleichung n—ter Ordnung einen n—dimensionalen Losungsraum hat. Eine Losung ist
dann eindeutig bestimmt durch die Vorgabe der ersten n Ableitungen an einem Punkt.
Fiir partielle Diefferentialgleichungen streben wir nun eine analoge Charakterisierung
an. Weil die Lésungen aber auf hoherdimensionalen Gebieten definiert sind, liegt es na-
he, dass die Vorgabe von Funktionswerten und eventuell einigen Ableitungen auf dem
Rand des Gebietes, die LBong eindeutig festlegt. Solche Vorgaben nennt man Rand-
wertprobleme. Bei Evolutionsgleichungen legt die Physik nahe, als Randwert einen
rdumlichen Schnitt zu wahlen, also die Losung zu einem gegeben Zeitpunkt festzule-
gen. Solche Randwertprobleme heiflen dann Anfangswertprobleme. In einem zweiten
Schritt soll dann noch betimmt werden fiir welche Randwerte bzw. Anfangswerte auch
eine Losung existiert. Wenn es gelingt diese beiden Fragen zu beantworten sind alle
LBungen eindeutig durch die moglichen Randwerte bzw. Anfangswerte klassifiziert.



Kapitel 3

Partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung

3.1 Homogene Transportgleichung
Eine der einfachsten Differentialgleichungen ist die Transportgleichung:
w+b-Vu=0.

Hier ist b € R” eine Vektor und u : R" xR — R die Gesuchte Funktion. b-Vu bezeichnet
das Skalarprodukt des Vektors b mit dem Vektor der ersten partiellen Ableitungen von
u nach x: 5

u

(9x1

Wir nehmen jetzt an, dass u(z,t) eine glatte Losung der Transportgleichung ist. Dann
ist fiir jedes feste (z,t) die Funktion

b-Vau(z,t) = b (q:,t)+...+bnaa—u(:c,t).
Ty,

z2(s) =u(x+s-bt+s)
eine glatte Funktion auf R deren erste Ableitung verschwindet:
Z(s) =bVu(zr+s-bt+s)+ulx+s-bt+s)=0.

Entsprechend mufl u auf allen parallelen Geraden in Richtung (b,1) € R™ x R konstant
sein, und es geniigt die Werte von u auf allen diesen Geraden zu kennen.

Anfangswertproblem 3.1. Gesucht ist eine Funktion u : R® x R — R, die die
Transportgleichung (mit gegebenem b € R™ ) erfillt, und firt = 0 gleich einer gegebenen
Funktion g : R™ — R st.

45
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Alle parallelen Geraden des R” x R in Richtung (b, 1) schneiden die Hyperebene
R” x {0} genau einmal:
(x4 sbt+5s) e R" x {0} <= s=—t

Also ist u(z,t) = g(x —tb). Wenn g € C1(R"), dann ist u(z,t) = g(x — tb) eine Losung
der Transportgleichung und damit die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.
Wenn aber g ¢ C'(R™) dann existiert offensichtlich keine Losung des Anfangs-
wertproblems. Trotzdem ist u(x,t) = g(x — tb) der einzige Kandidat fiir eine Losung.
Fiir eine sehr grofle Klasse von Funktionen ist dieses u aber eine schwache Losung der
Transportgleichung und sogar die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

3.2 Inhomogene Transportgleichung

Wir betrachten jetzt die entsprechende inhomogene Transportgleichung
uw+b-Vu=f.

Hier ist wieder b € R™ ein gegebener Vektor, f : R™ x R eine gegebene Funktion und
u : R™ x R die gesuchte Funktion.

Anfangswertproblem 3.2. Gesucht ist eine Funktion u : R® x R — R, die die
inhomogene Transportgleichung (mit gegebenem b € R™) erfillt, und fir t = 0 gleich
ewner gegebenen Funktion g : R™ — R st.

Fiir jedes (z,t) € R™ x R erfiillt z(s) = u(x + sb,t + s) die Differentialgleichung
2(s) =b-Vu(x + sb,t + s) + u(x + sb,t + s) = f(x + sb,t + s).
0
Also gilt u(z,t) — g(x —bt) = z(0) — z(—t) = /z’(s)ds

0

:/f(;p-|-sb,t+s)ds :/f(x—l—(s—t)b,s)ds.

—t

t
Deshalb ist die Losung gegeben durch  u(z,t) = g(z — bt) + / flxz+ (s —t)b, s)ds.
0

Wieder ist gegebenenfalls u die eindeutige schwache Losung des inhomogenen Anfangs-
wertproblems.

Abschlielend bemerken wir, dass wir die inhomogene und homogene Transportglei-
chung in eine gewohnliche Differentialgleichung iibersetzt haben. Diese Methode der
Charakteristik werden wir jetzt verallgemeinern.
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3.3 Methode der Charakteristik

Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung von der Form
F(Vu(x),u(z),z) = 0.

Hierbei ist u eine reelle Funktion auf einem offenen Gebiet 2 C R™ und F' eine reel-
le Funktion auf einer offenen Menge W C R"™ x R x R"™. Wir versuchen die Losung
ahnlich wie bei der Transportgleichung dadurch zu bestimmen, dass wir aus der par-
tiellen Differentialgleichung die Einschrankung der Losung auf den Integralkurven von
Vektorfeldern bestimmen. Sei also z(s) eine Integralkurve eines noch zu bestimmenden
Vektorfeldes und p(s) die entsprechende Ableitung p(s) = Vu(z(s)). Wir wollen die In-
tegralkurve so wihlen, dass wir z(s) = u(z(s)) bestimmen kénnen. Dazu differenzieren
wir
dpi(s)  d Ou(z(s)  ~— 0*u(z(s) dx;(s)
ds — ds Ox; 4 < Ox;0x; ds

Jj=

Wenn wir andererseits die Differentialgleichung F(Vu(x), u(z),z) = 0 total nach dx;
differenzieren, erhalten wir

0= dF (Vu(x),u(x),x) _

dxi
"L OF (Vu(x),u(z),z) 0*u(z) OF(Vu(z),u(z),z) du(z) OF(Vu(x),u(z),x
:Z ( (81))()) () , OF(Vu(z), u(z),z) Qu(z)  OF(Vu(z), u(z), z)

7j=1
Wegen dem Satz von Schwarz vertauschen die partiellen Ableitungen und es gilt

~ OF (p(s), 2(5), 2(s)) 0®u(x(s)) | OF(p(s), 2(s), x(s))
Z (9pj 8%8962 + 0z bi

Jj=1

Deshalb setzen wir
dr;  OF(p(s),z(s),x(s))

ds op; ’

und konnen die Differentialgleichung d’s—i‘s) =5 %%(s) umschreiben zu
:1 K3

dpi(s) _ 5~ Pula(s) OF (p(s), 2(s), 2(s)) _
ds — Ox;0x; Op;

J]=

_ OF(p(s), 2(s),z(s))  OF(p(s),2(s),z(s))
T 0x; B 0z pils).
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Zum Abschluss differenzieren wir

ds ds 18_%(30(8)) ds

j=

dz(s)  du(x(s)) "\ Ju dx;(s) _ ip@)@F(p(s),z(s),x(s))
j=1 ’ 9p;j |

Dadurch erhalten wir das gewohnliche Differentialgleichungssystem:

sy = PPO5). 25).(5)

opi
pils) = _3F(p(3),ai8),$(8)) B 3F(p(8)>;z(s)ax(3))pi(s)
is) =) aF(p(S)é;E,S)’:E(S))pj(S)

Es ist ein gewohnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit 2n + 1
Unbekannten. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.3. Sei F eine differenzierbare reelle Funktion auf einer offenen Teilmenge
W CR"x R xR" und u € C*(Q) eine zweimal stetig differenzierbare Lisung der Dif-
ferentialgleichung F(Vu(x),u(x),xz) = 0. Dann erfillen fir jede Lisung x der gewdhn-
lichen Differentialgleichung

die Funktionen p(s) = Vu(z(s)) und z(s) = u(x(s)) die Differentialgleichungen

i) = ~LEQD T _ DFe) ) )

. " OF(p(s), 2(s), z(s
O SLLOECED)

J

p;(s). q.e.d.

Jetzt wollen wir Randbedingungen von folgender Form betrachten:
w(y) =g(y) firalley €e QN H mit H={y € R" |y-e, =€}

Dabei ist e, = (0,...,0,1) der n—te Einheitsvektor und H die eindeutige Hyperebene,
die senkrecht auf e,, steht und durch zy € 2 geht. Mit Hilfe des Satzes der impliziten
Funktion lassen sich durch geeignete Koordinatentransformationen allgemeinere ste-
tig differenzierbare Hyperebenen auf diese Form bringen: Sei ® : 2 — ) ein stetig
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differenzierbarer Homdomorphismus, dessen Umkehrabbildung ®~! auch stetig difffe-
renzierbar ist. Dann ist fiir eine Funktion v : ' — R die Funktion u = v o ® genau
dann eine Losung der Differentialgleichung

F(Vu(z),u(z),z) =0
wenn v eine Losung der Differentialgleichung

F (9 (@ '(y) - Voly),v(y), @ (y)) =0

ist. Also erhalten wir mit

G(Vu(y),v(y),y) = F (' (27 (v)) - Voly),v(y), 2 (v))

die entsprechende Differentialgleichung fiir v. Im Folgenden nehmen wir an, dass die
Hyperebene H die Form hat

H={yeR"|y-e,=x0-e,}.

Durch einen geeigneten Koordinatenwechsel konnen wir das immer erreichen, wenn die
Hyperebene nur hinreichend glatt ist. Weil v und v 2-mal stetig differenzierbar sein
miissen, um den vorangehenden Satz anzuwenden, sollten ® und ®~! auch 2-mal stetig
differenzierbar sein. Also muss auch die Hyperebene 2-mal stetig differenzierbar sein,
um sie auf die gewiinschte Form zu bringen. Auf 2 N H muss ebenfalls

F(Vu(y),uly),y) =0
gelten. Um also auf y € QN H die Anfangsbedingungen
2(0) = 9(v), p(0) =q(y) und z(0) =y

entsprechend vorzugeben, miissen wir eine Funktion ¢ : @ N H — R” finden, so dass
fiir alle y € QN H gilt

99(y o
Flaly).g(y),y) =0 nd I0) (o) i i = = 1
Damit sind also alle Komponenten ¢ (y), . .., ¢,—1(y) durch 889—51’), c —595(2 vorgegeben,

so dass wir nur noch die Komponente ¢,(y) so bestimmen miissen, dass gilt
Fq(y),9(y),y) =0 fiiralley € QN H.

Aus dem Satz der impliziden Funktion folgt:



50 KAPITEL 3. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

Lemma 3.4. Sei F' stetig differenzierbar und (pg, z0.xo) € W und xo € QN H und
20 = g(xo). Wenn

OF (po, 20, xo)

Opn 70

F(po, z0,20) =0 und
gilt, dann gibt es eine Umgebung von yo = xo € QN H auf der die Gleichungen

Flq(y),9(y),y) = 0 und q;(y) = ags/) firi=1,...,n—1

genau eine Losung q hat. q.e.d.

Satz 3.5. Sei W C R" xR xR" eine offene Menge und F' : W — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Sei (po, 20, zo) € W mit F(po, 20, x0) = 0 und g eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion auf der Schnittmenge der Hyperebene H = {y € R" |
€n - T = e, - To} mit einer Umgebung von xo € R™. Wenn %(po, 20, o) # 0 dann gibt
es auf einer Umgebung €2 von x¢ genau eine Losung des Anfangswertproblems

F(Vu(z),u(z),z) =0 firx € Q und u(y) = g(y) firye QN H

Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma gibt es auf der Schnittmenge einer Um-
gebung von xy mit H genau eine stetig differenzierbare Funktion ¢ nach R", so dass
auf der Schnittmenge einer offenen Umgebung von xy mit H gilt

F(a(g),9(y),y) =0 und qi(y)=gj

(y) furi=1,...,n— 1.

Wegen dem Satz von Picard-Lindeloff gibt es dann fiir alle y in der Schnittmenge einer
Umgebung von xg mit H genau eine Losung des Anfangswertproblems

i(5) = 5 (p(s),2(5). () it 2(0) = y
(s) =~ (0(5).25):(5)) = S (05).20) ls) it 5(0) = ()
£(s) = 3 509 2(5) ()9 mit (0 = g(y)

Wir bezeichnen diese Familie von Losungen mit z(y, s), p(y, s) und z(y, s). Wenn Q > x
klein genug gewihlt ist, sind diese Losungen sogar alle auf (2N H) x (—¢, €) eindeutig
definiert mit € > 0. Wegen Satz 1.27 sind diese Losungen zweimal stetig differenzierbar.
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Wegen den Anfangsbedingungen und der Bedmgung (po,zo,xg) # 0 besitzt die
Funktion

(QNH)x (—e,¢) > Q, (y,5) — a(y, s)
im Punkt (yo,0) = (z0,0) eine invertierbare Ableitung. Dann folgt aus dem Satz der
inversen Funktion, dass fiir eine geeignet verkleinerte Umgebung €2 von zy und ein ge-

eignetes € > 0 diese Abbildung ein zweimal stetig differenzierbarer Homéomorphismus
mit zweimal stetig differenzierbarer Umkehrabbildung ist. Dann definieren wir

u(z(y, s)) = z(y, s) fur alle (y,s) € (AN H) x (—¢,€).

Wir werden sehen, dass diese Funktion die Differentialgleichung F(Vu(z), u(x), z) =
16st. Zunéchst folgt aus der gewohnlichen Differentialgleichung

%F@(y’ s),2(y, s),x(y,s)) = 0.

Weil F(q(y),g(y),y) = 0 fur alle y € QN H folgt auch

F(p(y,s),z(y,s),z(y,s)) =0 fiir alle (y,s) € (AN H) x (—¢,¢).

Also geniigt es p(y, s) = Vu(z(y, s)) fur alle (y,s) € (2N H) x (—¢, €) zu zeigen. Wir
zeigen zunéachst, dass fiir alle (y,s) € (RN H) x (—¢,e) und allei =1,...,n—1

R 0z;(y, s) 5% y,s)
= Z;pj (4, 8) =5, und ayz Zp] Y5,

gilt. Die erste Gleichung folgt aus der gewohnlichen Differentialgleichung fiir z(y, s)
und z(y,s). Fir s = 0 folgt die zweite Gleichung aus den Anfangsbedingungen von
z(y, s) und p(y, s). Die Ableitung nach y; der ersten Gleichung ergibt

0°2(y,s) _ x~ (Opi(y, s) 95(y, 5) 0*wily. 5)
D05 ; ( oy as TP 5 ) |
; 9 8Z<y, 8) = O <y7 8)
Mit dem Satz von Schwarz folgt s (((a—yZ - j;pj (y, 5)387 =
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z": (8}9] y,s) 0x;(y,s)  Op;(y,s) axj(y’s)) =

= AYi ds ds Ay
Zap] Y, s (y,S),Z(y,S),l’(y,8)>+
- 0 op;
~ Oy, pj
N - <3F(p(y,8),Z(y,S),x(y,S)) N OF (p(y, s), z(y, s), 2(y, s))p; (v, 8)) Oz (. 5)
‘= Oz, 0z 0s

- %F(p(y, s),2(y, ), 2(y, 5))—

oF ,8), 2(y,s),x(y, s 0z(y, s " Oy, s
 OF(ply: o) oy o) oly >>( (%J_ij (v >>.

B 0 [ 0z B = ‘ O0x(y,s) \
AUS F(p<y7 8)7 Z<y7 8),(13<y, 8)) - 0 fOIgt 88 <8yz (y7 S) lej(ya S) 8:% -

oF ,S),z(y, s), x(y, s - 8% ,
OF(ply:s) 2(p.5).oly >>( =S 5))_

Diese lineare gewohnliche Differentialgleichung mit Anfangswert 0 bei s = 0 hat die
eindeutige Losung 0. Also folgt die zweite Gleichung

02(y.s) 0z,(y, 5)
o => pi(y.s) o

Jj=1

Damit erhalten wir dann insgesamt:
Ju 0z O0s Lz Jy; "L Oz \ Os gy L0z \ Oy
dr; 0s0z; +ZZ dy; O (Zpk R ;P y: ) oz,

Oz, Os 8mk ayz B u kaxk B
S (S Sy,

Aufgrund der Anfangsbedingungen an z(y,0) gilt fiir alle y € QN H auch u(y) = g(y).
Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindel6f und Satz 3.3. q.e.d.
Wir haben das Losen dieses Randwertproblemes auf das Losen einer gewdhnli-
chen Differentialgleichung zuriickgefiithrt. Im Fall der inhomogenen Transportgleichung

fassen wir z und t zu einer Koordinate (r,t) zusammen. Dann ist F(p, z, (z,t)) =
F(p,x,t) = bip1 + ...+ bupy + pni1 — f(z,t). Die gewohnliche Differentialgleichung ist

i=b i=1 p= (Vb flx.t) i=F(pat)+ flat) = flzb).




Kapitel 4

Laplacegleichung

Eine der wichtigsten partiellen Differentialgleichungen ist die Laplacegleichung

_02u+ +82u_0
_6x% ax%_ '

Au

Die entsprechende inhomogene Differentialgleichung heifit Poissongleichung;:
—Au = f.

Beide Gleichungen sind lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir
eine gesuchte Funktion u : R" — R. Sie tauchen in der Physik auf und beschreiben
z.B. das elektrische Feld im Vakuum oder mit einer Ladungsverteilung f.

4.1 Fundamentall6sungen

Die Laplacegleichung ist invariant unter allen Rotationen und Translationen des eu-
kidischen Raumes R"™. Deshalb bietet es sich an zunéchst nach kugelsymmetrischen
Losungen zu suchen, also Losungen, die nur von der Linge r = |z| = /- x des
Ortsvektors abhéngen. Fiir eine solche Funktion u(z) = v(r) = v(y/z - x) ergibt die

Kettenregel:

2
Vou(z) =v' (Vo -z) Ver =o' (Vo - ) 2_x
r
Also geht die Laplacegleichung iiber in die gewohnliche Differentialgleichung

2 2

" x / n / x "
Npu(x) =V, - Veu=v (r)ﬁ +v (7’); —v (T)E =v"(r) + "

23
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Diese gewohnliche Differentialgleichung konnen wir folgendermaflen 16sen:

v'(r) 1-n / C'In(r) + " fir n = 2
— = 111(’0 (7“)) = (]_—TL) IH(T)“—C = ’U(T’) = { C’ + " fiir n Z 3.

v'(r) r

rn—2
Definition 4.1. Sei ®(z) folgende Lisung der Laplacegleichung:

1 .. _
D) = 5= In |z firn =2
L fiirn > 3.

n(n—2)wn |z|? 2
Hier bezeichnet w,, das Volumen des Einheitsballes im euklidischen Raum R™.

Die Wahl der Konstanten werden wir spater erldutern. Diese Fundamentallosung
hat bei x = 0 eine Singularitdt. Als Distribution ist —A®(z) = d(z):

Satz 4.2. Sei f € CZ(R"). Dann ist die Funktion

ulz) = / Sz — y)fly)d"y = / S(y)f(x — y)d'y

R R"
zweimal differenzierbar und erfillt die Poissongleichung —Au = f.

Beweis: Die Gleichheit der beiden Integrale in der Definition von u(x) ergibt sich aus
der Substitution y — = — y. Weil f zweimal differenzierbar ist und kompakten Triger
hat, ist auch das zweite Integral nach x zweimal differenzierbar, und es gilt

5% o f !
s @) = [P e = )y

R"
Insbesonder ist Au(z) = [ ®(y)A, f(x—y)d™y. Wir zerlegen jetzt dieses Integral in
Rn

ein Integral nahe bei der Singulartéit von ® und ein Integral aulerhalb der Singularitét:

Au(z) = / S Aufle—y)dy  + / () Auf(a — y)d'y
B(0,¢) R\B(0,¢)
=1 +J..

Hierbei lassen wir € gegen Null gehen. Das erste Integral konvergiert in diesem Grenz-
wert gegen Null:

Cé|lne|] (n=2)

I| < Cl|Avf| o ®n O(y)|d"y <
LI < ISl [ 2"y {CGQ -,

B(0,¢)
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Eine partielle Integration ergibt fiir das zweite Integral:

Je = / D(y) Ay flz —y)d"y

R7\B(0,¢)
= / Vy@(y) -V, f(z —y)d"y + / O(y)Vyf(r —y) - Ndo(y)
R\ B(0,e) 2B(0,¢)
= K. +L..

Hier ist N die duflere Normale und do das Maf auf dem Rand von B(0, €). Der zweite
Ausdruck konvergiert wieder gegen Null:

Ce|lnel (n=2)

|Le| < |V f] o n) / [@(y)ldo(y) < {CE (n>3).

0B(0,¢)

Durch nochmaliges partielles Integrieren erhalten wir

K. = / Dy @(y) [z —y)d'y — / Vy®(y)f(z —y) - Ndo(y)
R\ B(0,¢) 8B(0,¢)
=~ [ Ve -y Nio)
0B(0,¢)
weil fiir y # 0 ¢ harmonisch ist. Nun ist der Gradient V®(y) = —ﬁﬁ, und der

zum Ursprung zeigende Normalenvektor gleich —‘%. Wenn o, das Volumen der Ein-
heitssphére im R™ bezeichnet, dann berechnet sich das Volumen w,, des Einheistballes
durch

1

_ On
wn:/anrn Yar = 22,

n
0

Weil nw,e"! das Volumen von 9B(0, ¢) ist, ist K, der Mittelwert von — f auf dB(x, €).
Weil f stetig ist, konvergiert dieser Mittelwert im Grenzwert € — 0 gegen — f(z).q.e.d.

Wir haben insbesondere gezeigt, dass im Sinne von Distributionen gilt —A®(x) =
d(z). Hieraus erkldrt sich die Wahl der Konstanten bei der Definition von ®. Die Fal-
tung einer Funktion f mit ® ist auch definiert, wenn f nur stetig ist, oder sogar nur
lokal integrabel ist. Im Allgemeinen ist die einer stetigen Verteilung f entsprechende
Losung der Poissongleichung nicht zweimal stetig differenzierbar. Aber es geniigt, dass
f Lipschitz—stetig ist, damit die Aussage des Satzes giiltig bleibt. Diese Losung der
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Poissongleichung ist sogar fiir alle Funktionen f € L}(R") wohl definiert, und auch ei-
ne schwache Losung der Poissongleichung. Weil die Poissongleichung eine inhomogene
lineare Differentialgleichung ist, ist jede Losung nur bestimmt bis auf Addition einer
Losung der entsprechenden homogenen Gleichung, also einer harmonischen Funktion.

4.2 Mittelwerteigenschaften

Fiir eine harmonische Funktion u auf einem Gebiet, das einen Ball B(x,r) vom Radius
r enthélt, ist der Mittelwert von u auf dem Rand 0B(x,r) des Balles gerade gleich dem
Wert von v am Mittelpunkt x. Weil das fiir beliebige Radien gilt und der Mittelwert von
u auf dem Ball B(xz,r) gerade gleich einem gewichtetem Mittelwert aller Mittelwerte
von u auf den Réndern der Bélle B(z,7’) mit 0 < ' < r ist, ist dann auch der
Mittelwert auf dem Ball B(z,r) gleich dem Wert von u am Mittelpunkt x. Dieser
Sachverhalt fithrt zu aufschlussreichen Schlussfolgerungen.

Mittelwerteigenschaft 4.3. Sei u € C%(Q) eine harmonischen Funktion auf einem
offenen Gebiet 2, das den Ball B(x,r) enthdlt. Dann sind die Mittelwerte von u auf
dem Ball B(z,r) und dessen Rand gleich dem Wert von uw am Mittelpunkt x. Sind
umgekehrt die Mittelwerte einer zweimal differenzierbaren Funktion v € C*(Q) auf
allen Billen B(x,r), die in §) enthalten sind, oder auf Rdndern dieser Bille gleich den
Werten von u an den entsprechenden Mittelpunkten, dann ist u auf Q2 harmonisch.

Beweis: Sei ®(r) definiert als der Mittelwert von u auf den Réndern der Bélle B(z,r) C
Q

CI)(T):; / u(y)do(y) = L / u(x + rz)do(z).

rr—Inw, nw,
9B(z,r) 0B(0,1)

Mit Hilfe des Gauflschen Satzes erhalten wir

1 1
(I)/ — . = — . N
(r) o, / Vu(z +rz) - zdo(z) v / Vu(z +rz) - Ndo(z)
8B(0,1) 0B(0,1)
1 1 i
= e, Vu(y) - Ndo(y) = i, Au(y)d™y.
0B(z,r) B(z,r)

Wenn jetzt u harmonisch ist, dann folgt dass ® konstant ist solange B(z,7) in € liegt.
Wegen der Stetigkeit von u konvergiert ®(r) im Grenzwert limr — 0 gegen u(x). Also
sind die Mittelwerte von u auf den Réndern der Bille in €2 gerade gleich den Werten
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von u an den entsprechenden Mittelpunkten. Es gilt aber

T

! /u(y)dny: ! / / u(y)do(y)ds = = | s"Ld(s)ds.
)

W, W, rt
B(z,r) 0 0B(z,s 0

Deshalb folgt aus der Konstanz von ®, dass auch der Mittelwert von u auf B(z,r)
gleich dem Wert von u am Mittelpunkt x ist.

Wenn umkegehrt die Mittelwerte von u auf allen Béllen B(z,7) in € gleich den
Werten von v an den entsprechenden Mittelpunlkten sind, dann gilt

u(z) = %js"_l®(s)ds.

Deshalb verschwindet die Ableitung der rechten Seite nach r:

r

n2 n

n—1 n n—1 . n _
o [ IR + ) = ~ute) + () o

r
0

Dann sind auch die Mittelwerte ®(r) von u auf den Réndern der Bélle B(z, r) gleich den
Werten von u an den Mittelpunkten sind. Weil u zweimal differenzierbar ist, ist nach
unser obigen Formel @ differenzierbar. Wenn die Ableitung ®’(r) verschwindet, miissen
die Integrale von Aw iiber alle Bélle in € verschwinden. Also ist u dann harmonisch.
Dasselbe gilt offenbar auch, wenn die Mittelwerte von u auf den Réndern der Bélle
B(z,r) gleich den Werten von u an den Mittelpunkten sind. q.e.d.

4.3 Maximumprinzip

Wenn eine harmonische Funktion w auf einem offen zusammenhéngendem Gebiet €2
ihr Supremum (oder Infimum) in einem Punkt x € © annimmt, dann gibt es sicherlich
einen Ball B(z,r) C Q. Dann folgt aus der Mittelwerteigenschaft

1

W,

[ 1) = w@lay = o
B(z,r)
Also muss u auf B(z,r) konstant sein. Insbesondere ist die Teilmenge von €2, auf der u

gleich u(x) ist offen und abgeschlossen. Weil aber €2 zusammenhéngend ist, muss dann
diese Teilmenge ganz €2 sein. Damit fogt aus der Mittelwerteigenschaft ein
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Starkes Maximumprinzip 4.4. Sei u eine harmonische Funktion auf dem offenen
und zusammenhdingenden Gebiet ). Nimmt u das Supremum (oder Infimum) auf 2 an,
dann st u konstsant. q.e.d.

Aus dem Starken Maximumprinzip fogt sofort ein

Schwaches Maximumprinzip 4.5. Sei u € C() eine auf dem Abschluss eines
beschrinkten offenen Gebietes ) stetige Funktion, die auf 2 harmonisch ist. Dann
nimmt u sein Mazimum (und Minimum) auf dem Rand OS2 von Q an.

Beweis: Weil f stetig ist, nimmt sie ihr Maximum und Minimum auf der kompakten
Menge €2 an. Wenn diese Extremwerte nicht auf dem Rand liegen, dann ist f aufgrund
des Starken Maximumprinzips konstant. q.e.d.

4.4 Greensche Funktionen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, durch welche Vorgaben eine
harmonische Funktion auf einem offenen zusammenhéngendem Gebiet €2 eindeutig be-
stimmt ist. Es bietet sich an die Werte von u oder einiger ihrere partiellen Ableitungen
auf dem Rand 0f2 festzulegen.

Die Anwendung des GauBschen Satzes auf das Vektorfeld v(z)Vu(z) ergibt die

Erste Greensche Formel 4.6. Seien u und v zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen auf ). Dann gilt

/U(y)Au(y)d"y + /Vv(y) -Vu(y)d'y = /U(Z)Vu(z) - Ndo(z). q.ed.
Q Q o9

Vertauschen wir in der Ersten Greenschen Formel die Rollen von w und v und
subtrahieren das Ergebnis von der urspriinglichen Formel, so erhalten wir die

Zweite Greensche Formel 4.7. Seien u und v zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen auf ). Dann gilt

/ (v(y) uly) — u(y) Doly)) 'y = / (0(=)Vu(z) — u(x)Vo(2)) - Ndo(z).  qed.
Q o0

Wir wollen die Zweite Greensche Formel auf die Fundamentallosung ®(x — y) an-
wenden. Diese Fundamentallosung ist fiir y # = harmonisch, aber bei y = = singulér.
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Deshalb integrieren wir wie im Beweis von Satz 4.2 nur iiber das Komplement von
B(z,€). Im Beweis von Satz 4.2 haben wir gesehen, dass fiir u € C*(R") gilt

lim / u(z)V,®(x—z)-Ndo(z) = lim / u(x—2)V,®(z)-Ndo(z) = u(z).

e—0 e—0
O(R™\B(z,€)) O(R™\B(0,¢))
Alle anderen Integrale konvergierren fiir ¢ — 0 gegen Null. Deshalb folgt der

Greensche Darstellungssatz 4.8. Seiu € C2(Q) eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion auf dem offenen beschrinkten Gebiet €. Dann gilt fiir x € :

u(z) = — / O(z — y)Au(y)d"y + / (®(x — 2)Vu(z) —u(2)V.@(x — 2)) - Ndo(z).

Q o0

Deshalb ist auf €2 jede Losung u der Poissongleichung —Awu = f durch die Werte
von u und die normal Ableitung von u auf dem Rand 02 eindeutig bestimmt. Umge-
kehrt stellt sich dann die Frage fiir welche solche Daten auch eine Losung existiert. Aus
dem schwachen Maximumprinzip folgt sofort, dass fiir eine Wahl von f und eine Wahl
von Werten von u auf dem Rand 02 hiochstens eine Losung existiert, weil die Diffe-
renz zweier solcher Losungen harmonisch ist und auf dem Rand verschwindet. Deshalb
erscheint es naheliegend folgendes Randwertproblem zu formulieren:

Dirichletproblem 4.9. Auf ecinem offenen zusammenhdngendem Gebiet € ist eine
Lisung der Poissongleichung —Au = f gesucht, die auf dem Rand die Werte ulyg = g
annimmt. Hierber sind f und g gegebene Funktionen auf 2 bzw. auf 0S2.

Dieses Randwertproblem losen wir mit einer entsprechenden Greenschen Funktion:

Greensche Funktion 4.10. Eine Funktion Gq : QxQ — R heifit Greensche Funktion
fiir das Gebiet 2, wenn folgendes gilt:

(i) Ga(z,y) =0 firy e 0.
(i) Galz,y) — ®(x —y) ist fir alle v € Q eine harmonische Funktion auf y €
Mit dem Zweiten Greenschen Satz gilt fiir die Funktion v(y) = Go(z,y) — ®(x —y):

- /CD(x —y)Au(y)d"y + / (P(x — 2)V,u(z) —u(2)V,@(x — z)) - Ndo(z)
Q o0

—— [ Gale.pbut)dy ~ [ u(2)V.Gale.2) - Ndo ().

Q o0
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Also ergibt der Greensche Darstellungssatz:

u(z) = /Gg(m,y)Ayu(y)d”y - /u(z)VZGQ(x,Z) - Ndo(z).

Q o0

Umgekehrt seien f: Q — R und ¢ : 9Q — R gegebene Funktionen. Ist dann

ulz) = / Gale,y) fy)d"y — / 4(2)V.Galz, z) - Ndo(2)

Q o0

eine Losung des Diricheletproblems? Die Antwort ist im Wesentlichen ja. Wir benotigen
wieder Regularitdtseigenschaften der Funktionen f und g. Damit reduziert sich das
Dirichletproblem auf die Bestimmung der Greenschen Funktion.

Offenbar ist die Differenz Gq(z,y) — ®(x —y) eine harmonische Funktion auf x € Q,
die auf dem Rand gerade gleich —®(x — y) ist. Deshalb geniigt es fiir die Bestimmung
der Greenschen Funktion, das Dirchletproblem fiir die Funktionen f = 0 und g(z) =
®(x — y) zu losen.

Satz 4.11. (Symmetrie der Greenschen Funktion) Sei Gq die Greensche Funktion des
Gebietes Q). Dann gilt Go(z,y) = Goly,x) fir alle x # y € Q.

Beweis: Fiir  # y € 2 sei € > 0 so klein, dass die beiden Bélle B(x,¢) und B(y, €)
disjunkt sind und in €2 liegen. Die Zweite Greensche Formel auf dem Gebiet Q\ (B(zx, €)U
B(y, €)) mit den Funktionen u(z) = G(z,2) und v(z) = G(y, z) ergibt

/ (G(y,2)V.G(z,2) — G(z,2)V.G(y, 2)) - Ndo(z)
OB(¢)

_ / (G(x,2)V.G(y, 2) — Gy, 2)V.G(z, 2)) - Ndo(=).

OB (y,e)

Im Grenzwert ¢ — 0 konvergieren die beiden zweiten Summenden genau wie L. im
Beweis von Satz 4.2 gegen Null. Die beiden ersten Summenden konvergieren in diesem
Grenzwert € — 0 genau wir die Umformumg von K, zu einem Randintegral im Beweis
von Satz 4.2 gegen G(y, z) bzw. G(z,y). q.e.d.

Wir wollen uns zunéchst auf den Fall Q = B(0, 1) beschridnken, auf den sich of-
fensichtlich alle Bélle zuriickfiihren lassen. Dabei benutzen wir Inversionen an der Ein-
heitssphihre 0B(0, 1): Die Abbildung x — & = ﬁ spiegelt das Innere vom Einheitsball
auf das AuBere, wobei die Einheitssphéhre festgehalten wird. Das Dirichletproblem fiir
den Einheitskreis mit den Funktion f = 0 und g(z) = ®(x —y) wird durch die Inversion
der Singularitit bei y = x am Einheitskreis gelost:
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Greensche Funktion vom Einheitsball 4.12. Die Greensche Funktion vom Ein-
heitsball B(0,1) ist gegeben durch

O(x —y) — x> "P(T —y) firn > 2

Gaon(z,y) =Pz —y) — (|z[(z —vy)) = {‘Mx —y) = D(F—y)— D(z) firn=2.

Beweis: Fiir |y| = 1 gilt niamlich |z*|# —y[* =1 -2y -2+ 2® = |z — y|*. Deshalb
stimmt auf dem Rand y € 0B(0,1) die Funktion ®(|y|(x — ) tatséchlich mit der
Funktion ®(x — y) iiberein. q.e.d.

Satz 4.13. Sei f € C*(B(0,1)) und g € C(0B(0,1)). Dann ist

u() = / G o (. y) f (9) A"y — / 9(2)V. G (. 2) - Ndo(2)
B(0,1) 8B(0,1)

die eindeutige Losung des entsprechenden Diricheletproblems.

Beweis: Wegen |z*|z — y|*? = 1 — 2z -y + 2%y* = |y|*|§ — | gilt Gpo(z,y) =
GB0,)(y, x). Weil die beiden gegebenen Funktionen f und g getrennt in die beiden
Summanden eingehen, geniigt es die beiden Félle g = 0 und f = 0 getrennt zu be-
trachten. Die Argumente des Satzes 4.2 zeigen auch, dass im Fall g = 0 die angegebene
Funktion auf B(0,1) die Poissongleichung 16st und sich zweimal stetig differenzierbar
auf B(0,1) fortsetzten 1a8t. Weil Gp(o1)(z, y) auf dem Rand = € 9B(0,1) verschwindet,
erfiillt die angegebene Losung des Dirichletproblems auch die geforderte Randbedin-
gung auf 0B(0,1).

Im Fall f = 0 zeigen wir zunéchst, dass die vermeintliche Lésung des Dirichletpro-
blems sich zweimal stetig differenzierbar auf B(0,1) forstsetzten 1i8t. Dazu rechnen
wir den entsprechenden Integralkern fiir |y| = 1 und n > 2 explizit aus (Wir iiberlassen
es dem Leser, sich davon zu {iberzeugen, dass das Ergebnis auch fiir n = 2 richtig ist):

Yy Y
K(m,y) = —VyGB(o,l)(I7y) T T —VyGB(o,l)(y7$>—
|y Y|

B 1 Y g ( 1 1 )
n(n—2w, |yl * \|ly—z["2  |y»-2|5— 2>

~ 199
L y [ y—= Y (Y I><|y|2 2\y|4>

nwy [yl \ ly =™ |y|* g — 2" ly|"=2 g — «|"

1 1—ay— (22 —2zy+ 1)+ (1 — zy)
nwy, |z =y
1— |z

nwy |z — yn
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Daraus folgt insbesondere, dass der Intgeralkern fiir |x| < 1 positiv ist. Setzen wir die
harmonische Funktion v = 1 in den Greenschen Darstellungssatz ein, so sehen wir,
dass das Integral von dem Integralkern iiber 0B(0, 1) gleich 1 ist. Weil andererseits
dieser Integralkern fiir festes y € 9B(0, 1) auf R™\ {y} stetig ist und auf 0B(0,1)\ {y}
verschwindet, konvergiert fiir festes y € 0B(0,1) die Folge von Funktionen K (Az,y)
auf 0B(0,1) im Grenzwert A T 1 als Distribution gegen die é—Distribution. Daraus
folgt dann, dass fiir stetiges g die vermeintliche Losung tatséchlich auf dem Rand mit
g iibereinstimmt. q.e.d.

Aufgrund des Transformationsverhaltens des Laplaceoperators unter der Transfor-
mation  — r(x — z), ist dann die Greensche Funktion fiir den Ball B(z,7) gegeben

durch

Gpen (7,y) =" "Gpoy((@ = 2)/r. (y — 2) /).
Daraus ergibt sich, dass jede harmonische Funktion u auf B(z,r), die sich stetig auf
O0B(z,r) fortsetzten lafit, folgendes gilt:

r?—|z — z? u _ ezl u(z +r
U(x)z# / &Ola(y)z1 - / e+ y) do(y).

nrwy, |z —y|® nwy, lz/r — z/r —y|"
0B(z,r) aB(0,1)

Also sind insbesondere alle Werte von u in B(z,r) allein durch die Werte von u auf
0B(z,r) bestimmt. Durch Ableiten nach = erhalten wir dhnliche Formeln fiir die Werte
der Ableitungen von u. Diese Formel impliziert auch die Mittelwerteigenschaft. Schlief3-
lich zeigt sie sogar, dass jede harmonische Funktion analytisch ist, weil der Integralkern
als Funktion von x analytisch ist.

Korollar 4.14. Jede auf einem offenen Gebiet harmonische Funktion ist analytisch.
q.e.d.

Korollar 4.15. Seiu eine harmonische Funktion auf einem Gebiet Q D B(z,r). Dann
gibt es eine Konstante C(n,k), die nur von der Dimension n und der Ordnung k
abhdngt, so dass alle partiellen k—ten Ableitungen von u an der Stelle x beschrinkt
sind durch

OFu(x)

Beweis: Die Ungleichung folgt sofort aus der Poissonschen Darstellungsformel. q.e.d.

< C(n, k)

e [ull < @B @)

Satz von Liouville 4.16. Eine auf R™ beschrdnkte harmonische Funktion ist konstant.

Beweis: Weil u beschrinkt ist, sind die Normen ||u|| ;0 (9B(z,r) beschrénkt. Dann folgt
aus der Poissonschen Darstellungsformel, dass die ersten partiellen Ableitungen von u
durch ein Vielfaches von 1/r beschriankt sind. Aus dem Grenzwert r — oo folgt, dass
alle ersten partiellen Ableitungen von u verschwinden und u konstant ist. q.e.d.
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Lemma 4.17. Sei 2 C R" ein offenes Gebiet, das 0 enthdlt, und u sei eine harmoni-
sche beschrinkte Funktion auf Q\ {0}. Dann lafit sich u harmonisch auf Q2 fortsetzten.

Beweis: Wir wihlen einen kleinen Kreis B(0,7) C . Dann gibt es wegen Satz 4.13
eine eindeutige Losung @ zu dem Dirichletproblem mit den Randwerten von u auf
0B(0,r). Wir betrachten jetzt die Familie von harmonischen Funktionen u.(x) = a(x)—
u(x) + €G o (x,0) auf B(0,7) \ {0}. Aufgrund der Konstruktion verschwinden diese
Funktionen auf dem Rand 0B(0,7). Wir behaupten jetzt, dass fiir jedes ¢ > 0 die
Funktion wu, nicht negativ ist auf B(0,r) \ {0}. Wegen der Beschrénktheit von v und
der Unbeschrénktheit von G'p( (-, 0) héitte andernfalls diese harmonische Funktion auf
B(0,7) \ {0} ein negatives Minimum im Innerern, was dem Starken Maximumprinzip
wiederpricht. Ananlog gilt fiir negative €, dass u, nicht positiv ist, weil andernfalls diese
harmonische Funktion ein positives Maximum im Inneren von B(0,7)\ {0} hétte. Dann
muss aber ug = @ —u identische verschwinden. Also ist @ eine harmonische Fortsetzung
von u auf B(0,7). q.e.d.

4.5 Dirichlet’s Prinzip

Es gibt noch eine andere Methode um das Dirichletproblem zu 16sen. Die Losung 168t
sich ndmlich eindeutig dadurch charakterisieren, dass sie das Minimum eines Energie-
funktionales ist.

Dirichlet’s Prinzip 4.18. Fiir alle stetigen Funktionen f auf Q und g auf OS2 ist die
Lésung des Dirichletproblems:

—Au=f auf Q und ulsa=g

ein Minimum des Funktionals
1
I(u) = / (§(Vu) - (Vu) — uf) d"x.
Q

auf der Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, die sich auf Q fort-
setzen lassen und auf 0S) gleich g sind.

Beweis. Sei u eine Losung des Dirichletproblems und w eine zweimal stetig differen-
zierbare Funktion auf €, die sich stetig auf €2 fortsetzen 148t und w |9o= g erfiillt.
Dann gilt

/(—Au T —

Q
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Weil u — w auf 0f) verschwindet, ergibt eine partielle Integration dann

0= / (Vu) - V(u—w) — flu—w))d"z. Dann gilt auch
[ - piae = [ (@ (vw) - foyae <

1 1
< /ﬁ(VU) - (Vu)d"z —l—/ (é(Vw) (Vw) — fw)) d"x
Q Q
Hier haben wir die Cauchy Schwarz’sche Ungleichung benutzt:

/(Vu) ~(Vw)d"z < /(Vu) - (Vw)d"z + % /(Vu — Vw) - (Vu—Vw)d"z =
/ S (Vu) - (V)" + / (Vu) - (Vu)d'a.

Dann ergibt sich also I(u) < I(w). Sei nun umgekehrt u ein Minimum von I(u),
dann gilt fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen v auf €0, die auf 02
verschwinden:

d
af(u + tv) t:O =0
I(u+tv) = I(u) —i—t/ ((Vu) - (Vo) — fo)d"z + % /(Vv) -(Vo)d"z.

Also gilt wegen partieller Integration auch:

0= / (V) - (Vo) — fo)d's / (—Au— fyvds.

Weil das aber fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen v auf Q gilt, die auf
0f) verschwinden, folgt dann —Awu = f auf Q. q.e.d.

Zum Abschluss wollen wir noch erwiahnen, dass die Eindeutigkeit der Losung des
inhomogenen Dirichletproblems auch aus dem Funktional folgt. Die Differenz zweier
Losungen ist ndmlich harmonisch und verschwindet auf dem Rand. Fiir diese Wahl
f = 0 und g = 0 ist das Funktional offensichtlich nicht negativ, und genau dann
Null, wenn u konstant ist, also wegen der Randbedingung verschwindet. Mit Hilfe des
Dirichletprinzips 1é3t sich sogar fiir eine grofle Klasse von Funktionen f und g zeigen,
dass das entsprechende Funktional nur genau einen Extremwert hat, der immer ein
Minimum ist, und die Lésung des Dirichletproblem ergibt.



Kapitel 5

Wairmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung
uw—Au=0

und die entsprechende inhomogene Wérmeleitungsgleichung
uw— Au = f.

Gesucht wird dabei eine Funktion u auf einem Gebiet 2 C R™ x R und fiir die inhomo-
genen Gleichung ist f eine gegebene Funktion auf demselben Gebiet. Typischerweise
hat jede Aussage iiber harmonische Funktionen ein Analogon fiir Losungen der Warme-
leitungsgleichung.

Diese Warmeleitungsgleichung beschreibt Diffusionsprozesse, das heifit die zeitliche
Entwicklung solcher rdumlich variierender Groflen wie Warme, chemische Konzentra-
tion usw.. Dabei ist die Flussdichte gerade proportional zu dem negativen Gradienten,
weil der Fluss von der hoheren Konzentration zu der niedrigeren zeigt. Damit erhalten
wir aus der skalaren Erhaltungsgleichung die Warmeleitungsgleichung.

5.1 Fundamentallésung

Weil die Wirmeleitungsgleichung linear ist und bzgl. der Zeit nur erste Ableitungen
enthélt und bzgl. des Raumes nur zweite Ableitungen, ist fiir jede Losung der Wirmelei-
tungsgleichung u(z,t) und jedes A € R auch u(A\x, \?*t) eine Losung. Dieses sogenannte
Skalenverhalten legt nahe, nach Losungen zu suchen, die nur von @ abhéngen.

Wir wollen den folgenden Ansatz machen:

1
u(x,t) = a? (%) eR,t e R".

65
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Hier sind «, f Konstanten und v : R® — R eine gesuchte Funktion. Dieser Ansatz
148t sich durch das Skalenverhalten u(x,t) = A\*u(\x, A\t) rechtfertigen. Mit Mt = 1
erhalten wir v(y) = u(y, 1). Mit diesem Ansatz geht die Wéarmeleitungsgleichung iiber
in

—a -t~ Dy(y) — Bty Vo(y) — @ Av(y) = 0
Hier ist y = ;5. Damit diese Gleichung nicht von ¢ abhiingt, setzen wir § = % Dann
reduziert sie sich zu

1
av—|—§y~Vv+Av:0.

Wir nehmen jetzt wieder an, dass v nur von |y| abhéngt, machen also jetzt den Ansatz

u(x,t) = fw <|%) . Dann erhalten wir:

—1
n w' =0

1 / 2
&w+§rw +w” +

|z

Hier ist r = 7]5 Wenn wir a = 7 setzen kénnen wir die Gleichung einmal integrieren:
n—1_ 1/ 1 n_ N\ _ n—1_1 1 no.._
(r w)+§(rw)—0 r w+§rw—a.

Wenn w und w’ im Unendlichen verschwinden gilt a = 0.
2
/

—-_r_
w=—=rw. w=>b-et.

2

Wieder wéhlen wir die Integrationskonstanten a und b so, dass sich eine Fundamen-
tallosung ergibt.

Definition 5.1. Die Funktion

2

1 —% i n
(1) = § Grpr® 0 Jir @ €RNE>0
0 fir zeR"t<0

heifit Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung.

Lemma 5.2. Fiir alle t > 0 gilt /@(az,t)d”x =1.

R

n

. 1 ~lz|? n 1 —z2 1 —z2
Beweis: W e % d"r = W e d"r = 7Tn/2 e dx =1. q-e.d.
R

R" R"
Die Fundamentall6sung ist also eine Art Mollifier auf dem R, so dass wir erwarten

konnen, dass die Faltung mit ®(x,t) im Grenzwert ¢ — 0 wie die Identitét wirkt.
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Satz 5.3. Sei h eine beschrinkte stetige Funktion auf R™ und
u(z,t) = /@(m — 1y, t)h(y)d"y. Dann gilt

R

(i) u e C®(R" x RT)
(i) @ — Au=0 auf R" x R"
(iii) w laft sich stetig auf R™ x [0, 00) fortsetsen mit Pn% u(z,t) = h(z).

Beweis: Weil ®(z,t) auf R” x R undendlich of differenzierbar ist, und wegen dem vor-
angehenden Lemma und der Beschrianktheit von h, ist u(x,t) fiir alle (x,t) € R™ x R
wohl definiert und stetig. Eine einfache Rechnung zeigt, dafl auch alle partiellen Ab-
leitungen von @ fiir alle ¢ € R* in L'(R™) liegen, also integrierbar sind. Dann ist
u unendlich oft differenzierbar. Die Behauptung (ii) folgt, weil ®(z,t) die Wérmelei-
tungsgleichung auf R™ x R™ 16st. Wegen der Stetigkeit von h gibt es fiir jedes z € R"
und jedes € > 0 ein § > 0, so dass | h(x) — h(y) |< € fiir alle | x —y | < § gilt. AuBerdem
gibt es ein T' > 0, so dass fiir alle t < T gilt

Dy, t)d"y = / Py, 1)d"y <.
R™\B(0,0) R”\B(0,5/+/7)
Daraus folgt lu(z,t) — h(z)| < /(I)(a: —y,t)(h(y) — h(x))d"y
< [ aG-vnlb) @ @y + [ oy 0lh) - h@ldy
B(x,6) R\ B(x,9)
< e+ 2esup{|h(y)| |y € R"} fir alle t < T.
Also konvergiert u(z,t) im Grenzwert ¢ — 0 punktweise gegen h(z). q.e.d.

Als Distributionen (und sogar als Maf}) konvergiert ®(x,t) im Grenzwert ¢ — 0 also
gegen die Dirac’sche d-Funktion. Wir erkennen an dieser Losung des Anfangswertpro-
blems, dass sich Storungen mit unendlicher Geschwindikeit ausbreiten.

5.2 Inhomogenes Anfangswertproblem.

Im letzten Abschnitt hatten wir eine Losung des Anfangswertproblems

t—Au=0 und wu(z,0)=h(z)
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konstruiert. Duhamel’s Prinzip ist ein Verfahren, um aus der Losung des homogenen
Anfangswertproblems eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu gewinnen.

t
Sei u(z,t) = //fl)(:c —y,t—s)f(y,s)d"yds. Dann haben wir formal:

0 R7

U — Au = /<I>(x —4,0)f(y, s)d"y+

+// <(I)($ —y,t—8)— D, P(x —y,t — S)) fy,s)d"yds = f(y,s).

0 Rn»

Losung des inhomogenen Anfangswertproblems 5.4. Sei f eine zweimal stetig
und beschrinkt differenzierbare Funktion auf R™ x [0,00). Dann ist

u(z,t) = ]/‘P(x =y, t—5)f(y,s)d"yds = /t/@(y, s)f(z —y,t —s)d"yds

0 R» 0 R»

eine Lisung des inhomogenen Anfangswertproblems

U — Au=f auf R" x R" und limu(z,t) = 0.

t—0

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dass vs(z,t) = [o. ®(x —y,t — s)f(y,s)d"y auf
R”™ x (s,00) das Anfangswertproblem v — Avg = 0 mit Pm vs(x,t) = f(x,t) erfiillt.

Also ist vs auf R" X [s, 00) stetig. Dann erfiillt fiir alle e > 0

ez, t) = 7%(;;;, t)ds = 7 / Oz —y,t — ) f(y, s)d"yds

0 0 Rn»

() — D, t) = / (e —y,t—(t— )yt —)d"y = / Bz —y, )y, — )y,

Also gilt lir% e — Au, = f auf R® x R*. Andererseits gilt

t

ue(x,t) = /CID(y, s)f(x —y,t — s)d"yds.

€
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Aufgrund der Voraussetzungen an f folgt daraus, dass auch

lim (e(2, £) — Due(z, 1)) = (% - A) limu, (2, 1) = (% - A) u(, t)

gilt. Aufgrund der Stetigkeit von v gilt auch u(z,0) = 0. q.e.d.
Korollar 5.5. Zusammenfassend ergibt sich folgende Lisung des Anfangswertproblems

uw—Au=f u(z,0) = h(x)

h(
u(z,t) = /@(z,y,t)h(y)d”y —l—//@(m —y,t—8)f(y,s)d"yds. q.e.d.

R™ 0 R7»

5.3 Mittelwerteigenschaft

Die Fundamentallosung ®(z,t) kann wieder dazu bentutzt werden, um die Werte von
u(z,t) als Mittelwert auf einen “Ball” zu berechnen. Allerdings miissen wir den Ball
an die neue Gleichung anpassen.

Definition 5.6. Fir alle (x,t) € R" x R und alle r > 0 sei

1
E(x,t,r) = {(y75) ER"™ | s <t,P(x —y,t —5) > —}
T-n

B O i ) bt 1 ( 2 )w
i)

4(t—s)
€ = rn - qn/2

Mittelwerteigenschaft der Warmeleitungsgleichung 5.7. Sei u eine Losung der
Wirmeleitungsgleichung auf einem Gebiet Q@ C R™ x R. Dann gilt fir alle (z,t) € Q
und r > 0 mit E(x,t,r) C Q

1 x_an
u(zx,t) = y / u(y, s) ‘(t — S)‘Zd yds.

E(x,t,r)
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Beweis: Aufgrund der Translationsinvarianz kénnen wir (x,¢) = (0,0) annehmen.
Jetzt definieren wir
1 | Y |2 mn 2 | ) |2 mn
o(r) = o / u(y, s) > d"yds = / u(ry,r S)S—2d yds.
E(0,0,r) E(0,0,1)

Wir berechnen

2
¢'(r) = / (w—ly'VU—i-QTuy—) d"yds
S S
E

1 2 1 2
- Tn—l—l / %y ' VUdnde + Tn—l—l / zu%dnyds
E(0,0,r) E(0,0,r)

Sei jetzt ¢ = —%In(—4ms) + % + nlnr. Dann verschwindet ¢ auf dem Rand von

E(0,0,7), weil ®(y, —s) = r~™ gilt auf 0E(0,0,r).

1 ol VL g — L Ay - Vbd yd
pn+l u s ys—rn—i-l uy - 1/} yas

E(0,0,r) E(0,0,r)
1 . N m
= / (4nutp + 4y - Va)d yds
E(0,0,7)
1 , : .
= (—4nip + 4y - Vu)d yds
E(0,0,r)
1 : n_ |yl n
= (—4nu@b +4 (_2_3 e yVu | d"yds.
E(0,0,r)
. , 1 2n .
Also gilt ¢(r) = -0 —AnAup — —y - Vu | d"yds
rh S
(0,0,r)
1 2
= — <4nVu -V — —ny . Vu) d"yds = 0.
rrtl s
E(0,0,r)

Also ist ¢ konstant. Weil u stetig ist und

1 2 2
L P [ Py
rn 82 82

E(0,0,r) E(0,0,1)

gilt, folgt lir% o(r) = 4u(0,0). q.e.d.
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5.4 Maximumprinzip

Fiir ein offenes Gebiet €2 C R™ definieren wir als den parabolischen Zylinder €2y =
Q2 x (0,T]. Der parabolische Rand 9Qr von Qp ist definiert als Qr \ Q. Er besteht
also aus 02 x (0,7] U2 x 0 und erhhélt keine inneren Punkte von 2 zur Zeit t = T

Starkes Maximumprinzip fiir die Wirmeleitungsgleichung 5.8. Sei Q0 wegzu-
sammenhdngend (d.h. fiir je zwei Punkte x,x' € Q gibt es einen stetigen Pfad in Q2 von
x nach z') und u eine zweimal stetig differenzierbare Lisung der homogenen Wirme-
leitungsgleichung auf Qp, die sich stetig auf Qp fortsetzen lift. Wenn es einen Punkt
(x0,t0) € Qr gibt, an dem v das Mazimum annimmt, dann ist u konstant auf .

Beweis: Sei (29, 1) ein Punkt von Q7, an dem u das Maximum annimmt. Dann gibt
es ein 1g, so dass F(xg,to,70) C Qr liegt. Aufgrund der Mittelwerteigenschaften muss
w dann auf E(xg, to, 79) konstant sein. Weil 2 wegzusammenhéngend ist gibt es fiir alle
(x,t) € Q x (0,ty) offenbar endlich viele E(xq,to,r0), E(z1,t1,71),- .., E(Tn, tn,r,) in
Q x (0,ty), die jeweils die Punkte (z1,t1),..., (s, tn), (z,t) enthalten. Also ist u auf
dem Abschluss von 2, konstant. q.e.d.

Schwaches Maximumprinzip fiir die Wiarmeleitungsgleichung 5.9. Sei () C R"
ein beschrinktes und offenes Gebiet und u eine zweimal stetig differenzierbare Lisung
der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf Qr, die sich stetig auf Qp fortsetzen ldfst.
Dann nimmt v das Mazimum auf dem parabolischen Rand an. q.e.d.

Daraus folgt wieder die Eindeutigkeit von bestimmten Randwertproblemen:

Eindeutigkeit des Randwertproblems 5.10. Se: 2 C R" ein beschrinktes, zu-
sammenhdngendes und offenes Gebiet. Dann existiert hochstens eine Losung u der
inhomogenen Wirmeleitungsgleichung auf Qr, die sich stetig auf Qr fortsetzen lift
und auf Q7 gleich einer gegebenen Funktion g ist.

Beweis: Wir wenden das Maximumprinzip auf die Differenz zweier Lésungen an. q.e.d.

Wir wollen jetzt auch die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems auf dem R™ x
R* zeigen. Dazu miissen wir, wie bei dem Poissonproblem, ein Abfallverhalten im
Unendlichen fordern.

Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem 5.11. Sei h eine beschrinkte stetige
Funktion auf R™ und u eine Lisung auf R™ x (0,T] des Anfangwertproblems

U — Au=0 auf R" x (0,7) u(z,0) = h(z) auf R" x {0},
die das Wachstumsverhalten ut,z) < Ae’ quf R™ x [0,T]
mit Konstanten A,a > 0 hat, dann gilt sup u = sup h.

R7x[0,T R™
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Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass 4a7T" < 1 gilt. Dann gibt es ein € > 0, so dass

4a(T +€) < 1. Oﬂ“ensicl;tlich ist fiir alle y € R” und alle g > 0 die Funktion v(z,t) =
u(z, t)— WG% auf R™ x (0,7 +¢) eine Losung der Warmeleitungsgleichung.
Also kénnen wir das Starke Maximumprinzip auf alle Gebiete der Form Qp = B(y, r) X
(0, 7] anwenden. Aufgrund der Voraussetzung an u ist sowohl u als auch h durch Aeolzl?
beschrankt. Weil m > q gilt fiir ¢ > 0, gibt es ein R > 0, so dass fiir alle r > R
auf 0Qr = B(y,r) x {0} U9dB(y,r) x (0,T] gilt v(x,t) < sup{h(x) | = € R}. Dann
folgt aus dem Schwachen Maximumprinzip v(z,t) < sup{hi(z) | x € R"} fir alle
(x,t) € R" x [0, T]. Weil pu > 0 beliebig war gilt das auch fir 4 = 0. Wenn 4aT" > 1 gilt
zerlegen wir das Zeitintervall [0, 7] in solche Teilintervalle [0, 7] = [0, T1]U. ..U [Ty, T
fir die 4a(T,,41 — T)n) > 1 gilt. Dann folgt induktiv die Aussage. q.e.d.

Eindeutigkeit des Anfangswertproblems 5.12. Seih € C(R"), f € C(R"x[0,T]).
Dann gibt es hichstens eine Lisung des Anfangswertproblems

uw—Au=f auf R" x (0,T) u=h auf R" x {0}
die auf R" x [0, T] das Wachstumsverhalten |u(z,t)] < Ae™™" hat mit A > 0 und a > 0.

Beweis: Wir wenden das Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem auf die Differenzen
zweier Losungen an. q.e.d.

Ahnlich wie bei der Laplacegleichung 18t sich die Eindeutigkeit des Randwertpro-
blemes 5.10 und des Anfangswertrpoblemes 5.12 auch mit Hife einer Monotonie eines
Energiefunktionals zeigen. Sei

Wenn u die homogene Warmeleitungsgleichung erfiillt und am Rand von €2 verschwin-
det, dann ist dieses Funkional in Abhéngigkeit von ¢ monoton fallend:

é(t) = Z/U(x,t)u(x,t)d"x = Z/U(x,t)Au(x,t)dnx = —2/ (Vu(z,t))* d"z < 0.

Q Q Q

Wenn also u(z,t) fiir t = 0 verschwindet, muss u identisch verschwinden. Allerdings gilt
dieses Argument nur fiir Losungen der Warmeleitungsgleichung, die mit ihren ersten
Ableitungen quadratintegrabel sind.
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5.5 Wirmeleitungskern

In Analogie zu der Greenschen Funktion der Laplacegleichung definieren wir fiir offene
Gebiete 2 einen Wirmeleitungskern H,.

Definition 5.13. Sei Q ein offenens Gebiet im R™, Dann heisst Hg : 2 x Q x Rt — R
Wirmeleitungskern von §2, wenn Hgq folgende Ezgenschaften hat.

(i) Ha(z,y,t) =0 firy € 0.

(ii) Ho(z,y,t) — ®(x—y,t) setzt sich stetig auf (z,y,t) € Ox QxRS zu einer Losung
der Wirmeleitungsgleichung fort, die auf Q x Q x {0} verschwindet.

Lemma 5.14. Sei € ein offenes Gebiet im R™ und u und v zwei relle Funktionen mit
den erforderlichen Regularititseigenschaften. Dann gilt

T

//u(x, t)(Opw(z, T —t) + Av(z, T —t))d"zdt

00

+ // (Owu(z,t) — Au(x, t))v(z, T — t)d"zdt =

— [ [ V00T =) = Vyuly. 0000 T = )N ) o)
0 g0

+ [ (u(z, T)v(x,0) — u(z,0)v(z,T))d"x

SE

Beweis: Eine partielle Integration bzgl. ¢t von den beiden zeitlichen Ableitungen ergibt
als die Randterme die Integrale {iber {2 und der Gauflsche Satz ergibt fiir die zweiten
raumlichen Ableitungen die Integrale iiber 0f2 q.e.d.

Setzen wir Hq(x,y,t) ein und benutzen die entsprechenden Eigenschaften, so folgt

f/ — Au(y,t))Ho(z,y, T — t)d"ydt =

w(z,t)V, Ho(z, 2, T — t)N(2)do(2)dt + u(x,T) — /u(y, 0)Hq(x,y, T)d"y.
0 90 Q
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T
Und damit auch u(z,T) = //(u(y,t) — Au(y,t)Ho(z,y, T — t)d"ydt
0 0

- / u(z,t)V,Ho(z, 2, T — t)N(z)do(z)dt + /u(y, 0)H (z,y, T)d"y.
0 90 Q

Losung des Anfangswert und Randwertproblemes 5.15. Seien f eine Funktion
auf Q x (0,T), g eine Funktion auf 02 x [0,T] und h eine Funktion auf Q2 mit den
erforderlichen Regularititseigenschaften, so dass alle auftauchenden Integrale absolut
konvergieren. Dann st

u(:zc,T)://f(y,t)HQ(x,y,T—t)d"ydt
0 Q

—//g(z,t)VZHQ(m,z,T—t)N(z)da(z)dt+/h(y)HQ(x,y,T)d”y

0 909 Q

die eindeutige Losung des Anfangs- und Randwertproblemes.

uw— Ay = f auf Q% (0,7) u =g auf 0Q x [0,T] u(z,0) = h(x) auf Q
Beweis: Wir zeigen zunichst, dass der Warmeleitungskern symmetrisch ist.
Lemma 5.16. Fiir alle T > 0 und x,y € Q gilt Ho(z,y,T) = Ho(y,z,T).

Beweis: Setze die Funktionen u(z,t) = Hq(z,2,t) und v(z,t) = Hq(y, z,t) in Lem-
ma 5.14 ein. Dann erhalten wir wegen der Eigenschaft (ii) und Satz 5.3 (iii)

0= /(HQ(Q:, z,TVH(y,z,0) — Ho(x, 2,0)Hq(y, 2,T))d"z = Ho(z,y,T) — Ho(y,z,T).
Q

q.e.d.
Aus der Definiton des Warmeleitungskernes folgt die Aussage fiir f =0 = g.
Als néchstes wollen wir diese Aussage auf das inhomogene Anfangswertproblem

verallgemeinern:
T

uw(z,T) = //Hg(x,y,T —t)f(y, t)d" ydt

0
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ist eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblemes.

—Au=fauf Qx(0,7) w(z,0)=0aufQ wu(z,t)=0auf o x[0,T].

Wir haben bereits gezeigt, dass v(z,T) = /Hg(x, y, T —t)f(y, t)d"y
Q

das Anfangswertproblem
0v—Av=0auf Qx (t,00) v(z,t)= f(z,t) auf Q x {t} ov(z,t) =0 auf 9Q x [0, 0]

16st. Wenn jetzt f solche Regularitétseigenschaften hat, dass die entsprechende Funk-
tion sich stetig auf Q x [0, T fortsetzen lassen, dann erfiillt u das Anfangswertproblem

w(z,t) — Au(z,t) = fauf Q x (0,7) u(z,0)=0auf Q wu(x,t)=0auf 02 x [0,T].

Zuletzt betrachten wir auch inhomogene Randwertprobleme. Gesucht ist eine Losung
des Randwertproblems

W(z,t) — Au(x,t) =0 auf Q x (0,7) wu(z,0) =0 auf Q@ wu(z,t) =g auf 9Q x [0, 7T].

Fiir eine beliebige Funktion g auf 02 x [0, 7] mit den erforderlichen Regularitatseigen-
schaften, setzen wir zunéchst g auf Q2 x [0, 7] fort. Von dieser Fortsetzung @ ziehen wir
die Losung zu f = @ — Aw und h(zx) = @(z,0) ab und erhalten dann eine Losung des
gewiinschten Randwertproblemes. q.e.d.
Die erforderlichen Regularitédtseigenschaften hiangen von der Greenschen Funktion
und damit von dem Gebiet 2 ab. Bevor wir diese Aussagen iiber Anfangswert— und
Randwertprobleme auf bestimmte Gebiete anwenden, wollen wir zeigen dass fiir alle be-
schrinkten Gebiete aus dem Maximumprinzip folgt, dass die entsprechenden Warme-
leitungskerne positiv sind. Offensichtlich ist der freie Warmeleitungskern ®(z — y,t)
auf dem Gebiet R™ positiv. Fiir alle Gebiete € ist fiir festes x € ) der entsprechen-
den Wirmeleitungskern Hg(z,y,t) die Differenz von ®(z — y,t) minus der eindeutigen
Losung der Warmeleitungsgleichung auf Q x [0, 7], die auf ©Q x {t = 0} verschwindet
und auf 0 x [0, 7] mit ®(x—y, t) iibereinstimmt. Fiir sehr kleine € ist also diese Losung
der Warmeleitungsgleichung auf Q x {t = €} und auf 9Q x [0, T| kleiner oder gleich
O(x — y,t). Aus dem Maximumprinzip fogt, dass der Warmeleitungskern positiv ist.

5.6 Spektraltheorie und Wiarmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir das Anfangswertproblem

t—Au=0 auf Qx[0,7] wu=0 aufdQx][0,7] w=h aufQx{0}
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mit Hilfe des entsprechenden Laplaceoperators auf €2 16sen. Zunéchst beobachten wir,
dass wenn h folgendes erfiillt:

—Ah=MAh auf Q und hlgg =0,

sich dann das Anfangswertproblem losen 148t durch den Ansatz:

u(z, t) = @(t)h(z)  ()h(x) + Ap(t)h(z) = 0.

Die allgemeine Losung ist ¢/ = —\, ¢(t) = e %) Weil ¢(0) = 1 sein muss erhalten
wir als eindeutige Losung des Anfangswertproblems u(z,t) = e h(z). Aufgrund der
Linearitét ist dann fiir h = hy + ... + hy mit —Ay, = Ay auf Q und h;lsq = 0 die
entsprechende Losung u(x,t) = ei\lt + ...+ e ™Mhy Also geniigt es die Funktion A in
eine Summe von Eigenfunktionen des Laplaceoperators auf €2 mit Dirichletrandbedin-
gungen zu zerlegen.

Dazu wollen wir zunéchst die Fundamentallésung nochmal neu interpretieren. Auf

dem R™ hat der Laplaceoperator folgende Eigenfunktionen:
_A627rik-a: — 47T2k2€27rikx.

ik—&-ﬂ)ank _ 1

™

o s )2 1
Jetzt gilt (rikirs) gy L / el —_—,
s / (2v/7t)" (4t)"/?

Rn

]Rn
und damit auch

1 _2 ) o—y\2 )2 )
6_% _ 6<2mk\/f+ 2\/{> 6_( 45) A"k — 6—47r2k2t€2m(a:—y)kdnk:.

R™ R™

Also ist die Losung des Anfangswertproblems

—Au=0 auf R"x][0,7] u(z,0) =h auf R"
gegeben durch
l’ t // —4m2k2t 271'1(:(: y)k ( )dnkdn
R R

Fiir eine integrable Funktion kénnen wir den Satz von Fubini anwenden. Fiir alle
stetigen integrablen Funktionen h folgt dann aus ltilrél u(z,t) = h(z) auch

—hm// —4m2 k2t 271'@(x ykh( )dnydnk

t10
R" R»
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Wir definieren jetzt die Fouriertransformation durch h(k) = / e 2RV (y)d"y.

R
Dann gilt

U(JZ, t) — /6—47r2k;2t627rik:xil(k)dnk, und h(ZB) _ ltll%l 6_47r2k2t627rikxil(k,>dnk,_
R7 R™
Definition 5.17. Sei S der sogenannte Schwartzraum aller glatten Funktionen auf
dem R"™, die mit allen ihren Ableitungen schneller als jede Potenz abfallen.

Lemma 5.18. Die Fouriertransformation bildet den Schwartzraum auf sich selber ab.

Beweis: Offensichtlich ist die Fouriertransformation der Ableitung einer Funktion die
Multiplikation mit 27¢ mal der entsprechenden Koordinatenfunktion mit der Fourier-
transformation der Funktion. Und es gilt |f(k)| < Jon |f(z)|d"a. Also fillt die Fourier-
transformation einer Schwartzfunktion schneller ab als jede Potenz. Umgekehrt ist die
Fouriertransformierte einer integrablen Funktion stetig, weil es auf jeder beschrink-
ten Teilmenge K C R” fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass aus |k — k| < § folgt
sup{|e?™k® — 2mk'z| | » € K} < e. AuBerdem gibt es fiir jede integrable Funktion f fiir

jedes € > 0 eine kompakte Menge K, so dass [ |f(z)|d"z < e gilt. Dann folgt
R\ K

|]E(k’) /f 27r7,k 27rzk |dn$+2 / ‘f |dn

R\ K
/|f(x)\d”x +2 e

Also ist die Fouriertransformierte einer integrablen Funktion tatsdchlich stetig, und die
Fouriertransformierte einer Schwartzfunktion unendlich oft differenzierbar. q.e.d.
Sei also g eine Schwartzfunktion, dann gilt wegen des Satzes von Fubini:

/ ~ 5 dn / / / 27rzl<::r ) 2wikydnxdnydnk

R R™ R™
_ / / / g(2) 2 D)5 () d e d k" = / o3y d"y.
R™ R™ R™ R™

Also ist die I?(R")-Norm der Fouriertransformierten gleich der I*(R™)-Norm der ur-
spriinglichen Funktion. Weil die Schwartzfunktionen dicht liegen im I*(R") folgt, dass
die Fouriertransformation einen unitéiren Operator definiert von I*(R™) nach I*(R").
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Definition 5.19. Fliir jedes offene zusammenhingende Gebiet Q sei W*2(Q) der Ab-
schluss von C§°(2) im Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f, 9)w22) z/(Af)Agd"x+/fgd"a;.
Q

Q

Fiir alle Funktionen g € C5°(Q) gilt offenbar

(Ag, Ag) 2o / (Ag)Agd™ < (g, g)w22(q)-
Q

Fiir alle ¢ € W?2(Q) liegt deshalb Ag in I[*(Q) und fiir f € I[*(Q) folgt aus der
Cauchy-Schwrazen Ungleichung

[(F, A0 ey | < 1l - lglwe2@)-

Also ist der Operator H = —/A\ ein abgeschlossener selbstadjungierter Operator auf
IZ(Q) mit dem Domain W?22(Q) C I*(Q). AuBerdem ist H ein nichtnegativer Operator.
Deshalb besitzt H eine Spektraldarstellung und der Operator e~*# ist ein beschrinkter
Operator von I?(Q) nach I*() dessen Norm héochstens 1 ist.

le ™ gll 2 < llgll 20

Sei also u(z,t) = (e " g)(x). Dann ist u(x,t) = —(He ") (z) = Au(x,t). Also erfiillt
u(z,t) die Warmeleitungsgleichung mit den Randbedingungen:

u(z,0) = g(z) u(z,t) =0 fir =z € oN.

(Dirichlet Randbedingungen an H). Wir wollen zur Anwendung dieser Aussage den
Wirmeleitungskern fiir den Kreis S und das Intervall [—1, 1] ausrechnen.

5.7 Wirmeleitungskern von S!

Wir identifizieren den Kreis S' mit dem Quotientenraum R/Z. Die Eigenfunktion
von —% auf R/Z sind gegeben durch ¢, = €*** mit k € Z mit den Eigenwerten
47?k?. Diese Eigenfunktionen bilden offenbar eine Orthonormalsystem von [*(R/Z).
Aus dem Satz von Bolzano Weiertraf} folgt, das die Algebra der Polynome in sin(27z)
und cos(27x) dicht liegen im rellen Banachraum C'(R/Z,R). Dann gilt dasselbe fiir die
Polynome in €™ und e~?™ im komplexen Banachraum C(R/Z, C). Also ist orthogo-
nale Komplement von dem vorherigen Orthonormalsystem in I?(R/Z) trivial, und das
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Orthonormalsystem ist eine Orthonormalbasis. Deshalb besitzt der Warmeleitungskern
von R/Z den Integralkern:

Hgz(x,y,t) = Z e2mike o= 2miky o —Am*K%t O(z — y, 4mit) mit
kEZ

@(ZE, 7_) — Z 627rik:ve7ri7'k2'

keZ

Hier ist ©(z, 7) Jacobi’s Thetafunktion. Die Summe konvergiert auf dem Gebiet (x,7) €
C x {7 € C| () > 0} gegen eine holomorphe Funktion, weil dann e™™* mit |k|?
exponentiall abfillt. Sie ist im wesentlichen charakerisiert durch die Eigenschaften

Oz +1,7) =06(z,7) Oz +7,7) = Oz, 7)e ™Te
O(x,7) =0 fur $:%+7/2+Z+ZT.

Die erste und dritte Eigenschaften folgen sofort aus der Definition als unendliche Reihe.
Fiir die zweite Eigenschaft berechnen wir

) o ) . o
@(LU + T, 7_) _ § 627rzk(x+7—)emk T _ § e27rzkwe7m(k:+1) T mT
keZ keZ
. . 2 _ . _ . _ . _ .
_ E 627r1(k+1)x€7m(k+1) Te 27m:ce T _ @(l’, T)@ 271'1:1:6 T

kEZ

Ubungsaufgabe 5.20. (i) Zeige dass fir alle t > 0 die Fundamentallosung ®(x,t)
als Funktion auf R™ eine Schwartzfunktion ist.

(ii) Berechne fiir alle t > 0 die Fouriertransformierte der Fundamentallosung ®(z,t)
als Funktion auf x € R™.

(iii) Zeige, dass fiir jede Schwartzfunktion f auf R, die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f auf R konvergiert, die periodisch ist mit Periode Fins:

fa) =3 s+ n)

nez

(iv) Sei h eine stetige periodische Funktion auf R mit periode Eins. Zeige, dass die
Léosung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangswert h fir alle t > 0 periodisch

bleibt mit Periode Fins. Folgere daraus, dass die folgende Summe die Figenschaf-
ten eines Wirmeleitungskerns auf S' hat:

> oz —y+nt)

neEL
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(v) Die Poissonsche Summenformel besagt, dass fir jede Schwartzfuntkion f auf R
gilt

S fe+n) = f(n).

neZ
Benutze diese Formel um zu zeigen, dass gilt

HSI(ZB,y,t) = Z(I)(:E -y +n7t)

ne”L

5.8 Wairmeleitungskern von [—1, 1]

Die Abbildung z — %+ bildet das Intervall [—1, 1] auf das Intervall [0, 1] ab. Also sind
die Eigenfunktionen von —% auf [—1, 1] mit Dirichletrandbedingungen gegeben durch

Y = sin (7rk: (””TH)) keN

Diese Funktionen bilden wieder eine Orthonormalbasis
1
/ sin (rk (Z£2)) sin (wh’ (221)) dx =
]

= 1 [ feos (= ) (251)) — o s+ K) (5520 o =

Also ist der Wirmeleitungskern gegeben durch

252

Hi_yq(z,y,t) = Z e~ sin (7?/{; (12—1)) sin (7rk: (yTH))

+

Damit ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u—Au=0auf (0,1) u(z,0) = h(z) auf [0,1]

1
gegeben durch u(z,t) = /H[l,l]<x7y>t)h(y)dy-
51
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Ubungsaufgabe 5.21. (i) Zeige dass der Wirmeleitungskern Hy 1) gegeben ist durch

1. 1
Hypy)(z,y,t) = 5@(Ty,mt) - 5@(#,mt>.

(ii) Sei A(R) der Raum aller stetigen Funktionen auf R, dessen Elemente folgendes
erfiillen:

f(x) fiir gerade n € 2Z und x € R
—f(1—=z) fir ungerade n € 2Z 4+ 1 und z € R.

Zeige, dass es fir jede stetige Funktion f auf [0,1], die auf dem Rand 0[0,1]
verschwindet genau eine Funktion in A(R) gibt, die auf [0, 1] mit f ibereinstimmdt,
und dass alle Funktionen in A(R) von so einer Funktion f induziert werden. Zeige
dazu zuerst, dass alle Funktionen in A(R) an allen x € Z verschwinden, und
dann, dass A(R) genau aus den stetigen, ungeraden und periodischen Funktionen
mit der Periode Zwei besteht.

(iii) Zeige, dass fiir jede Schwartzfunktion f auf R die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f in A(R) konvergiert:

fla)=> > f@n+z)=) f@n-2).

nez neL

(iv) Sei h € A(R). Zeige, dass die Losung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangs-
wert h fir alle t > 0 eine glatte Funktion in A(R) ist. Folgere daraus, dass die
folgende Summe die Eigenschaften eines Wirmeleitungskerns auf [0, 1] hat:

Y d(@+2m—y,t) = > Bz +2n+y,t).

nez nez
(v) Zeige, dass gilt
Hyq(z,y,t) = Z O(z+2n —y,t) — Z O(x +2n+y,t).
neL nez

Der Wirmeleitungskern eines kartesischen Produktes 1&8t sich einfach aus den bei-
den entsprechenden Warmeleitungskernen berechnen:

Lemma 5.22. Seien Q@ C R™ und Q' C R" zwei offene, beschrinkte und zusam-
menhdngende Gebiete, deren entsprechenden Wirmeleitungskerne Hq und Heqr existie-
ren. Der Wirmeleitungskern des kartesischen Produktes ist dann gegeben durch

HQXQ’((J;7 x/)u (y7y/)7t) = HQ('ra y7t)HQ’($/7y/7t) (flf,x/), (Z/J/) € Q X QI S RJr.
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Beweis: Offensichtlich ist der Laplaceoperator des kartesischen Produktes einfach die
Summe der beiden entsprechenden Laplaceoperatoren. Daraus folgt, dass fiir alle Funk-
tionen A auf 2 x €Y', die sich als ein Produkt von zwei Funktionen auf 2 und Q' schreiben
lassen, das Produkt der entsprechenden Losungen Wéarmeleitungsgleichung erstens das
Anfangswertproblem 16st und auflerdem die richtigen Randbedingungen hat. Weil (2
und €’ beschrinkt sind, sind ihre Abschliisse und damit auch € x €’ kompakt. Wegen
dem Satz von Bolzano Weierstraf liegen auf der kompakten Menge € x €’ die Summen
aller Produkte von Funktionen auf {2 und € dicht in allen stetigen Funktionen.q.e.d.
Damit haben wir also die Wérmeleitungskerne von allen Tori (R/Z)" und allen
Quadern [—1,1]" berechnet. Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u—Au=0auf (—-1,1)", wu(z,0)=h(z)auf [-1,1]", w=0 aufd[—1,1]" x [0,T]

ist also gegeben durch u(z,t) = / HH[—LH (i, yi, t)h(y)d™y.
e =

Korollar 5.23. Sei u(x,t) eine Lisung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf
dem Gebiet [—r,r]" x [0,T]. Dann gilt

u(z,T) / / u(z, )V H_pyn(x, 2,t)N(2)do(2)dt =

[—r,r]™
+ / U(y, O)H[fr,r}"(lwa Y, t)dny qed
[=rr]n
Es gilt Hi_pn(z,y,t) HH[ 1,1] %,%,r%)

Weil dieser Wéarmeleitungskern analytlsch ist, folgt sofort

Korollar 5.24. Sei u eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf einem
offenen Gebiet in R™ x R. Dann ist u analytisch. q.e.d.



Kapitel 6

Wellengleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir die homogene und inhomogene Wellengleichung
%% — Au =0 und % — Au = f auf Teilgebieten von R™ x R. Es ist eine lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung. Die Matrix der zweiten Ableitung hat im Gegensatz
zur Laplacegleichung die Signatur (1,n), ist also weder positiv noch negativ definit.
Solche Differentialgleichungen werden hyperbolisch genannt. Thr Losungsverhalten un-
terscheidet sich deutlich von dem Losungsverhalten von elliptischen Gleichungen. Sie
beschreiben in der Physik solche Effekte, die sich nur mit endlicher Geschwindigkeit in

Raum und Zeit ausbreiten, wie z.B. elektromagnetische Wellen und Gravitationswellen.

6.1 D’Alembert’s Formel fiir n =1

Wir wollen zunéchst folgendes Anfangswertproblem 16sen

Pu  0u . n
W_W_O fir (z,t) e RxR
u(z,0) = g(z) %(w, 0) = h(x) fir = eR,

wobei g und h gegebene Funktionen auf R sind. Wenn wir diese Differentialgleichung
als ein gewohnliches Differentialgleichungssystem von C?(R)-wertigen Funktionen in
Abhéngigkeit von ¢ auffassen, ist aus der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichung
zu erwarten, dass jedes solches Anfangswertproblem genau eine Losung besitzt.

Fiir n = 1 faktorisiert der Wellenoperator (oder auch d’Alembertoperator)

@0 (o oN(o_o\_(0_o\(0, 0
o2 0x2  \ ot Ox ot 0x) \ot Ox ot 0x )

83
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: o 0
Sei also v(x,t) = (& — %> u(z,t).

Dann erfiillt v die lineare Differentialgleichung erster Ordnung % + % = 0. Das ist
eine Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten, die die eindeutige Losung

v(z,t) =a(r —t) mit a(x)=wv(z,0)
besitzt. Also erfiillt u(x,t) die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

W afa )
ot ox Y

Diese inhomogene Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten besitzt die Losung

u(z,t) = /a(x + (t— ) — s)ds + b(x + 1)

0

x4+t
1

=3 / a(y)dy + b(z +t) mit  b(x) = u(x,0).

T—t
Die Anfangsbedingungen u(z,0) = g(z) und 2(z,0) = h(x) ergeben

b(z) = g(x) wund a(z) =v(z,0) = %(x,O) — %(m,O) = h(x) — ¢'(x).

Setzen wir das in unsere Losungen ein, so erhalten wir

T+t

uuxwz—/kuw—gdey+mx+w

T—t
Also ist die Losung gegeben durch

x+t

g+ 0+ 9 =)+ 5 [ o)y

x—1

N —

u(z,t) =

Damit haben wir aus der Losung der homogenen und inhomogenen Transportgleichung
die d’Alembertsche Formel bestimmt:
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d’Alembertsche Formel 6.1. Sei g eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf
R und h eine einmal stetig differenzierbare Funktion auf R. Dann ist

T+t

(9lo+0)+ge =)+ 5 [ hw)dy

x—t

u(z,t) =

N | —

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf R x RY, und die eindeutige Lisung
des Anfangswertproblems

Pu  O%u . n
T fir (z,t) e RxR
w0 =g@)  M@o)=h@)  fir 2€R

An der d’Alembertschen Formel kénnen wir erkennen, dass die allgemeine Losung
der Wellengleichung fiir n = 1 sich schreiben lasst als

u(x,t) = F(x+t) + Gz —1).

Umgekehrt ist auch jede Funktion dieser Form eine Losung der Wellengleichung. Das
liegt daran, dass der Wellenoperator faktorisiert in die beiden Differentialgleichungen

deren Losungen gerade allgemeine Funktionen F(z +t) und G(x — t) sind.

Auflerdem sind die Losungen des Anfangswertproblems genau dann k—mal stetig
differenzierbar, wenn g k—mal stetig differenzierbar ist und A (k — 1)-mal. Die Regula-
ritdt dieses Anfangswertproblems verbessert sich also nicht mit zunehmender Zeit, im
Gegensatz zu der Wirmeleitungsgleichung.

Aus der d’Alembertschen Formel folgt mit Hilfe einer Spiegelung auch die Losung
des folgenden Anfangswertproblems:

Pu ; "
w—@zo fiir ($,t>€R+XR+ u((),t):O fiir tERg
ou

u(z,0) = g(z) E(LE,O) = h(z) fir z € RY,
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Wir kénnen u, g und h als ungerade Funktionen auf ganz R x R ausdehnen durch:

i, 1) = {u(x,t) fir x > 0
’ u(—z,t) firz <0
{g(x) firx >0
—g(—z) firz <0
; {h(a:) fir x >0
—h(—zx) firz<0

g(x) =

Dann 16st @(x,t) genau dann das Anfangswertproblem

0*u  0*au ) n
W_@_ ) flir (.T,t)eRXR
u(z,0) = g(z) %(x, 0) = h(x) fir z eR,

wenn u das obige Anfangswertproblem 16st. Weil die Funktionen u, g und h ungerade
sind beziiglich z, verschwindet fiir x < ¢ das erste Integral auf der rechten Seite von

T+t t—x t+x
/ﬁ(y)dyz /ﬁ(y)dy+/ﬁ(y)dy-
r—t r—t t—x

Also ist die Losung gegeben durch

3 (g(x +1t) +g(xz —1t)+ xfth(y)dy) fiir 0 <t<ux
u(x,t) = wt
3 (9(t+x) —g(t—x) +t_f h(y)dy) fir 0 < z < ¢.

Zu beachten ist hierbei, dass auf den Rand bei x = 0 zulaufende Wellen am Rand
refelktiert werden und wieder zuriicklaufen.

6.2 Sphiarische Mittelwerte in der Wellengleichung

Wir werden jetzt sehen, dass die sphérischen Mittelwerte der Wellengleichung eine
Differentialgleichung eriillen, die wir spéter losen wollen und daraus die allgemeine
Losung folgenden Anfangswertproblems ableiten wollen: Gesucht ist die Losung w der
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Wellengleichung ‘:’;273 — Au =0 auf (z,t) € R" x R, die u(z,0) = g(z) und 2%(z,0) =
h(z) erfiillt. Sei also fiir alle x € R", ¢t > 0,7 > 0

[ uwtdew) = [ o),

nwy, "1
0B(z,r) 0B(z,r)

Ulz,rt) =

Hier bezeichnet das Symbol { den Mittelwert auf dem Gebiet 2, also das Integral iiber
das Gebiet €2 geteilt durch das Volumen von €2. Analog definieren wir

Gat)= [ gwio) wd  Hwo= | bdoty)
0B(z,r) 0B(z,r)

Lemma 6.2. Wenn v € C™(R"™ x RY) eine m-mal stetig differenzierbare Lisung des
Anfangswertproblems

0*u n .

E—Au:() auf (z,t) e R" xR mit
ou ,

u(z,0) = g(z) und E(z, 0) = h(x) ist,

dann ist fiir festes x € R™ das sphirische Mittel U(x,r,t) eine m-mal differenzierbare
Funktion auf (r,t) € RS x RY, die folgendes Anfangswertproblem der Euler-Poisson-
Darbouzgleichung lost:

0*U 0*U n—10U

— - — il — + +
o (x,rt) 52 (x,r,t) — (,r,t) =0 auf (r,t)eR" xR

U(xz,r,0)=G(z,7) und %—(t](x,r, 0)=H(x,r)

Beweis: Es gilt:

Ulx,rt) = _~ / u(r -y +xz,t)do(y).
2B(0,1)
Also gilt

ou 1

St = — / Voulr-y+2.t) - ydoly)
2B(0,1)

- / Apu(ry + z, t)d"y
nw,

B(0,1)

-
- JAN t)d" y.
" / u(y, t)d"y
B(z,r)
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Also ist die partielle Ableitung eines sphérischen Mittelwertes nach dem Radius r gleich
L mal dem Mittelwert des Laplaceoperators angewandt auf die urspriingliche Funktion
iiber den entsprechenden Ball. Insbesondere gilt hn% 9 (x,r,t) = 0. Analog gilt

2
aU(:Urt) = g; / Au(y, t)d™y

or? Or nw,r"—1
B(z,r)
1_n/A t)d"y + = /V(t)d()
— u S U o(y).
Nwy, ™ Y y nw,,r"1 y
B(z,r)
= (——1) /Auy, "y + /Auy, t)do(y).
B(z,r) 0B(z,r

Deshalb ist die partielle Ableitung eines Mittelwertes iiber einen Ball nach dem Radius
r gleich (l — 1) mal diesem Mittelwert plus dem entsprechenden sphéarischen Mittel-

wert. Insbesonder gilt hm o &% (x,r,t) = L Au(x, t). Durch diese beiden Formeln kénnen
wir alle partiellen Ableltungen von den sphéhrischen Mittelwerten durch Mittelwerte

von Potenzen des Laplaceoperators angewandt auf die urspriingliche Funktion iiber
Sphéahren und Bélle ausdriicken. Andererseits gilt auch

o . ,0U 1 0%*u
=12 A = —(y,t)d
o or (z,7,1) 8r nwy, / u(y,t nwr, / ot2 (y, t)do(y)
B(z,r 0B(z,r)
0T
=" 5 —(x,r, ).
. 0°U L ,0U 0T
Dann fOlgt 1@ = (TL — 1)7" W +r 1@. qed

6.3 Losung fiir n =3

Es wird sich herausstellen, dass die Wellengleichung fiir ungerade Dimensionen sich
durch die sphérischen Mittel auf die eindimensionale Wellengleichung zuriickfiihren
lassen, aber nicht fiir gerade Dimensionen. Deshalb wollen wir als ndchstes die dreidi-
mensionale Wellengleichung l6sen.

In diesem Fall miissen wir das Anfangswertproblem

o*U  0*U 20U

oy _oJgu 20U + o RF
5 o o =0 auf (r,t)eR" xR
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U=G und aa—(t]:H auf R x {t = 0}.

16sen. Die Transformation U = rU iiberfithrt es in das Anfangswertproblem

0*U U .
W—wzo auf (r,t) e R" xRY  U=0 auf (r,t)e {0} xR
U=G=rG und %—[t]:f[:TH auf (r,t) € R™ x {0}.

Dieses Anfangswertproblem haben wir aber schon gelost. Die Losung ist:

r+t
- 1/~ ~ 1 ~
Ulx,r,t) = 5 (G(a:,r—i—t) — G(z,t —r)) +3 / H(z,y)dy fir0<r <t
—r+4t
Wegen der Stetigkeit von u(x,t) gilt
u(z,t) =lmU(z,r t) = lim M
10 |0 r
Also erhalten wir fiir alle z € R3,¢ > 0.
1 (Gla,t+r)— Gt — 1) 1
z,t+r)—Glz,t—r ~
t) =lim = - - lim— [ H(y)d
u(@,?) 1}&)] ( r ) + ,}E)l 2r / (y)dy
t—r
G (x,t) .
b A1)
0
= 5t / 9(y)do(y) +1 / h(y)do(y)
OB(x,t) OB(w,t)
0
5t | ot ioty) +t | hwioly
dB(0,1) 0B(,t)
= / (th(y) + 9(y)) do(y) +t / Vyg(y) - (y — z)do(y)
OB(z,t) OB(,t)

Das ist die sogenannte Kirchhoff’sche Formel fiir das Anfangswertproblem der Wellen-
gleichung in drei Dimensionen.



90 KAPITEL 6. WELLENGLEICHUNG

6.4 Losung fiir n =2

Fiir n = 2 lasst sich die Euler-Poisson-Darbouxgleichung nicht in die eindimensionale
Wellengleichung iiberfithren. Stattdessen wollen wir das Anfangswertproblem der Wel-
lengleichung fiir n = 2 als ein Anfangswertproblem der Wellengleichung fiir n = 3
auffassen, wobei die Anfangsdaten dann nur von den Koordinaten x; und x5 und nicht
von der Koordinate z3 abhéingen: Sei also u(z,t) auf (z,t) € R* x R* die Losung des
Anfangswertproblems

27
0 Ua(ti»t) — Adi(z,t) =0 fir (x,t) € R® x RT

u(z,0) = g(z) und %(I,O) =h(z) fir zeR.

Hierbei ist 7 = (1, z9) fiir ¥ = (71,72, 73) € R3. Der Mittelwert iiber dB(z,r) einer
Funktion f, die nur von Z abhéngt, héingt auch nur von z ab:

o | 1w /fx+yd0 n= | L) -0

OB(z,r) 83(0 r 0B(0,r)

Also ist @(z,t) von der Form u(Z,t) und diese Funktion u(z,t) ist die gesuchte Losung
des Anfangswertproblems fiir n = 2. Diese Funktion wollen wir jetzt ausrechnen. Sei
v(y) = /1?2 — (y — ¥)? als Funktion auf dem zweidimensionalen Ball B(Z,t) die Linge
der Koordinate x3, so dass (y,z3) auf dem Rand des Balles B ((z,0),t) liegen. Dann
kénnen wir die beiden Hemispéhren {(y,+v(y) € 0B(z,t) | y € B(Z,t)} durch den
Ball y € B(x t) parametrisieren Die entsprechenden Mafle transformieren sich wie

do(y, +v(y) = /1 + (V,7(y))2dy?® (Ubungsaufgabe):

/g(y)da(y)=# / g(y)da(y)=$ / g/ 1+ (Vyy(y))2dy

dB(x,t) dB(z,t) B(z,t)

Y1+ (V) = \/t2 — (i/z__az;jgz_ 2 o zy — 2

Also haben wir

/g() 2mf/ — _xg %/ tz_g%)_x)Qde

8B (x.t) B(z,t) B(z,t)
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Dann erhalten wir fiir u(z,t) fiir alle (z,¢) € R* x R*

0
uw) =5t | owioly) +t / h(5)do(y)
OB(z,t) 8B(:1: t)
o 9(y) 2y h(y)
ot 2 2 _ (y—7)2 /12 — 2
B(z,t) ) B(ac £) —y-
o0t 9(T+tz) , / h(y) )
C0t2 \/1_Z2dz y )2dy
B(0,1) B(z,t)
B RSO AR
2 2 72 ’
B(z,t) t (y 1’)

Dies ist Poisson’s Formel fiir die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung
in zwei Dimensionen. Diese Methode, die Losung des Anfangswertproblems einer nied-
rigeren Dimension dadurch zu erhalten, dass wir dieses Anfangswertproblem in ein
Anfangswertproblem eines hoherdimensionalen Raumes verwandeln und dann zeigen,
dass die entsprechende Losung sich in die gesuchte Losung zuriickverwandeln lésst, wird
Methode des Abstieges genannt. An dieser Formel kénnen wir sofort ablesen, dass sich
die Losung in zwei Dimensionen mit allen Geschwindigkeiten ausbreiten, deren Léngen
kleiner als Eins oder gleich Eins sind. In einer und drei Dimensionen breiten sich die
Losungen dagegen nur mit den Geschwindigkeiten der Lénge Eins aus. Dies legt nahe,
dass wir die Losung in einer Dimension nicht durch die Methode des Abstiegs aus der
Loésung in zwei Dimensionen erhalten konnen. Woran liegt das ? (Ubungsaufgabe)

6.5 LoOsung in ungeraden Dimensionen

Wir konnen die Euler-Poisson-Darboux Gleichung wieder in die eindimensionale Wel-
lengleichung transformieren. Zunéchst benétigen wir

Lemma 6.3. Sei ¢ eine (k + 1) mal stetig differenzierbare Funktion auf R. Dann gilt
fir alle k € N

6 (£ ()" o) = ()" 0

(i) (Tdr)k_l r?*=1o(r) = Zf;é 7’]“3]7,‘;’( r) mit Konstanten 3 (j =0,...,k—1), die
nicht von ¢ abhdngen.

(2k=1)!

(iii) g5 =1-3-5-...-(2k—1) = 20h—1) (k—1)]
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~ Den Beweis mithilfe von vollstédndiger Induktion tiberlassen wir dem Leser als
Ubungsaufgabe.
Sei jetzt also n > 3 eine ungerade Dimension n = 2k + 1. Wir nehmen an, dass
u € CFH(R* 1 x RY) das Anfangswertproblem
0?u

@—AUZO fir (z,t) € R" x RT
ou

u(x,0) =g(r) und E(L 0) = h(x) fir xeR"

16st. Dann definieren wir

. 1\ 21
Ulz,rt) = (;E) r#* 71U (z, 7, t)
2%k—1
Glz,r) = (%%) r LG ()
2%k—1
H(z,r) = (%%) r* L H (z,7)

Lemma 6.4. Wenn u € C*M(R**! x RY) das Anfangswertproblem der (2k + 1)-
dimensionalen Wellengleichung lost, dann l6st U(z,r,t) fir jedes v € R**! folgendes
Anfangswertproblem der eindimensionalen Wellengleichung:

02U 02U

vy _YrY _ . n n
oz o2 0 ) fir (r,t) e R" xR
3 ~ oU . ) .
U(x,r,0)=G(z,r) und E(LT’ 0)=H(x,r) fir reR".
Beweis:
820 82 10 k—1 -
W(%Ta t) = (@ (FE) r?* U (2, 1)
k
= (182) TQk%—U(x,r, t)
rOr r
k-1 )
— (182) (7"%_188—[;(96,7‘, £+ 2222 (7 t))
T or r
1o\ ., 02U
= (;E) 2k IW(I" r, t)
-
= 2
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Hier haben wir 2k = n— 1 benutzt, und dass U(z, r,t) das entsprechende Anfangswert-
problem der Euler—Poisson—Darbouxgleichung 16st. Wegen dem vorangehenden Lemma
verschwindet U (x,r,t) an der Stelle r = 0. q.e.d.

Die Losung dieses Anfangswertproblems ist fiir alle (z,7,t) € R x Rf x Ry mit
0 <r <t gleich

t+r

(é(w,t+r)—é(m t—r /H

~ 1
U(l’,’l“, t) = 5

Andererseits ist u(z,t) = hH(l) U(z,r,t) und

~ 1
Ulx,r,t) = (mi) U ()

= Zﬁk ”1 :crt)

Also ist

Ulx,r,t
u(x,t)-qlgr&U(a: T, t)_li_r)%%
0

Damit ist die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung in ungerader Di-
mension gegeben durch

k) (Gt —Gat—r) 1 [
uzt) = —gpo o i o o /H
2k1(k —1)! [ 0G .
k-1 (E(x,t) + H(x,t)) :

Satz 6.5. Fiir ungerades n > 3 und g € C" (R"),h € C"s (R") ist die Losung des
Anfangswertproblems

2
%—Au—o fir (z,t) e R" x RT

—(z,0) = h(z) fir xeR"
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fiir alle (x,t) € R® x RS gegeben durch

u(z,t) = L?S)'gt GQ)HZ_:?“ /g(y)dO(y)

(n—2)! i ot
OB(x,t)
2" (23 (19N T,
v () e ),
OB(z,t)

Beweis Wir beweisen zunéchst den Fall g = 0. Dann gilt wegen Lemma 6.3 (i)

Pu 2T (S (1oN\T
9 T Tm—2) o (za) ! /f My)do(y)

OB(z,t)
P 1aN T L, 0
= T-2) (25) T /My)do(y)
dB(x,t)
2T () (10 Lnla 1
= Tm—2) (?E) T / Mz +ty)doly)
9B(0,1)
277 (158)] /1 9\ T ¢!
= - h m
(n—2)! (t@t) Wy, / Vah(z +ty) -yd'y
9B(0,1)
277 (23) 19\ T .
) L R A R
OB(z,t)
2T (3 10\ T 1
fry _—— A n
(n—2)! (t@t) W, / hy)d"y
B(xz,t)
T (23 (19\T 1
- 2 A
(n—2)! (t@t) nwpt / My)do(y)
OB(x,t)
2T (10T
S = O N )
OB(z,t)
= Au(z,t).

Hier haben wir wieder den Gaufi’schen Satz und bei der Differentiation eines Inte-
grals iiber B(z,t) nach ¢ Polarkoordinaten benutzt. Wenn wir h durch g ersetzen und
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u(x,t) durch % erhalten wir die Losung fiir h = 0. Also erfiillt auch diese Losung die
Wellengleichung. Mithilfe von Lemma 6.3 erhalten wir

u(z,0) = lim %t /g(y)do(y)—l—t /h(y)do(y) + O(t)

t—0
OB(x,t) 0B(w,t)
= g(x)
9 0) = Tim |t / A()d()+ﬁt/h()d() Lo
6tx’ _tg% gly)aoly ot y)aoly
OB(x,t)
= h(x)

q.e.d.
Wir erkennen an der Losung, dass u(z,t) nur von den Werten von g und h auf
0B(x,t) abhéngt, also breiten sich alle Stérungen tatséchlich mit der Geschwindigkeit
1 aus. Das wird Huygen’s Prinzip genannt. Aulerdem héngt u(x,t) von hoheren Ab-
leitungen von g und h ab. Dies heisst, dass sich die Regularitét also mit zunehmender
Zeit in hoheren Dimensionen verschlechtert, im Gegensatz zu der Warmeleitungsglei-
chung, bei der sich die Regularitéit verbessert. Dies ist ein allgemeines Phdnomen fiir
hyperbolische Gleichungen.

6.6 Losung der Wellengleichung fiir gerade Dimen-
sionen

Wir benutzen jetzt wieder die Methode des Abstiegs, um aus den Losungen in Di-
mensionen 2k + 1 die Losungen in Dimensionen 2k zu erhalten. Entscheidend ist da-

bei, dass die Losung von Anfangsdaten g und h, die nur von = = (xy,...,xq) fir
x = (x1,...,Toky1) abhéngen, auch nur von Z abhéngen, also ihre Ableitungen 8xi+1

verschwinden. Da die Losungen in Dimensionen 2%k + 1 nur von den Funktionen

[ ooy wa [ i)y

B (x,t) 0B(,t)

9

abhéngen, folgt dies daraus, dass fiir eine Funktion f, die WI{H = 0 erfiillt, auch gilt

s ol = | 5ot doty) =0

OB (x,t) aB(0,t)
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Deshalb ist die Losung in Dimensionen 2k also durch Einschrinkung auf den R?*
R%*+1 2 +— (7,0) der Losungen des Anfangswertproblems in Dimension 2k + 1 mit
g(z) = g(Z) und h(x) = h(z) gegeben. Fiir eine Funktion f(z) von dieser Form f(x) =
f(z) gilt aber

[ iwao) = oo [ T

OB(z,t) OB(,t)

S / FV1+(V(y))2d"y
Zt)

(n 4+ Dwppat™

2 / f(y
(n+ 1)wn+1t” J \/m
2twy,

(n+1) wn+1 / Vaz

Losung der Wellenglelchung in ger%den Dimensionen 6.6. Sei n eine gerade
positive Zahl, g € C"% ( ") und h € C'z (R (R™). Dann ist die Lisung des Anfangswert-

problems der Wellengleichung:

82U .. n +
W—AU—O fir (z,t) e R"" xR
ou

u(z,0) = g(z) wund T —(2,0) = h(x) fir xeR"

fiir alle (x,t) € R® x RS gegeben durch

w0 = gigan (i ) |
u\x, = =
25210t \ t Ot —(y—2)

B(z,t)

B 2313 <t8t) ]/\/_—_x

L_Q n—2
Beweis Aus der Formel w,, = (:j;) folgt dann (2_'1)!7%3‘:" = 2%1%! q.e.d.
Wir bemerken, dass in geraden Dimensionen u(z,t) von den Werten von g und
h auf B(z,t) und nicht nur auf 0B(x,t) abhidngt. Also breiten sich Stérungen mit

Geschwindigkeiten kleiner als 1 aus und nicht nur mit der Geschwindigkeit 1.
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Auflerdem kénnen wir die Methode des Abstiegs nicht benutzen, um die Lésungen in
den Dimensionen 2k—1 aus den Losungen in Dimensionen 2k zu erhalten. Die Losungen
u(z,t) in Dimensionen 2k, deren Anfangsdaten g und h nur von den Koordinaten
x1,...,To_1 abhédngen, erfiillen ndmlich nicht % = 0. Deshalb ist die Einschrankung

auf R%*~! < R" keine Losung der Wellengleichung auf den R?*~! (Ubungsaufgabe).

6.7 Inhomogene Wellengleichung

Wieder kénnen wir die Losung der inhomogenen Wellengleichung

2
%—Au:f fir (z,t) e R" x R*
ou

u(z,0) =0 und a(x,()) =0 fir =z eR"

mit Hilfe von Duhamel’s Prinzip aus der Losung des homogenen Wellengleichung er-
halten: Fiir alle s € RT sei u(x,t, s) die Losung des Anfangswertproblems

62U .. n
w—&u:o fir (x,t) € R" x (s,00)
ou .
u(z,s,s) =0 und a(m, s,s) = f(z,s) fir = eR"™

t
Dann ist u(x,t) = [u(z,t,s)ds eine Losung der des obigen Anfangswertproblems der
0

inhomogenen Wellengleichung. Es gilt namlich

t

0u 0 ou
w(w,t) = 5 u(:c,t,t)—l—/g(x,t,s)ds
0
o [0
u
= 5 E(x,t,s)ds
0

t

ou 0%u
= E(m,t,t)—l—/w(x,t,s)ds

0
= flx,t)+ | Au(x,t,s)ds
/

= flx,t) + Au(x,t).
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Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

2
%—Au:f fir (z,t) e R" x R"
ou

u(z,0) = g(z) und E(m, 0) = h(x) fir =z eR"
ist dann die Summe von obiger Losung der inhomogenen Wellengleichung und der
Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems. Die Wellengleichung ist
offensichtlich invariant unter der Zeitspiegelung t — —t. Deshalb lassen sich aus unse-
ren Formeln fiir die Losung des Anfangswertproblems auch solche fiir das “Endwert-
problem”
0%u

w—&u:f fiir (JJ,t)ERnXRi
ou

u(z,0) = g(z) und E(m,()) = h(z) fir zeR"
gewinnen. Wir konnen also nicht nur von der Gegenwart aus in die Zukunft rechnen,
sondern auch zuriick in die Vergangenheit. Die erste Losung wird avancierte Losung
und die zweite retardierte Losung genannt. Beide Losungen zusammen ergeben eine
Losung auf R™ x R, die nur durch u(z,0) und %*(z,0) mit = € R" festgelegt sind.

6.8 Energiemethoden

Hyperbolische Gleichungen erfiillen kein Maximumprinzip. Damit eine Lésung einer
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung im Inneren kein Maximum haben
kann, darf die Matrix der Ableitungen zweiter Ordnung nicht negativ definiert werden
konnen. Dies wird aber nur durch eine elliptische Differentialgleichung ausgeschlossen.
Allerding lassen sich die Energiemethoden auch auf hyperbolische Differentialgleichun-
gen iibertragen und damit die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems zeigen:

Eindeutigkeit der Losungen der Wellengleichung 6.7. Sei 2 C R" ein beschrdink-
tes Gebiet. Dann besitzt folgendes Anfangswertproblem der Wellengleichung

%—Au-f auf Q x (0,T]
u(z,0) = g(z,1) auf Qx {t=0} und auf 0Q x [0,T]
%(w,O) = h(z) auf Q x {t =0}

hdchstens eine Losung.
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Beweis: Die Differenz zweier Losungen 16st das analoge homogene Anfangswertpro-
blem mit f = g = h = 0. Von einer solchen Loésung definieren wir die Energie als

o(t) = %/ ((%(“))2 + (Vu(x,t))2> iz

Dann gilt

dt ot

/ M )+ 2 (Vua, 1) Vu(x,t)) "z
-~ /%(m) (@(m) . Au(x,t)) d"z =0

Hier haben wir einmal partiell integriert (den Gaufischen Satz angewendet). Aufgrund
der Anfangsbedingungen erfiillt e(0) = 0. Also ist e(t) = 0 fur alle ¢ > 0. Dann
folgt % = 0 und Vu(z,t) = 0. Also ist u konstant. Dann folgt wieder wegen den
Anfangsbedingungen u = 0 auf Q x R™. q.e.d.

Zuletzt noch ein einfacher Beweis, dass sich Stérungen nur mit Geschwindigkeiten
kleiner als 1 ausbreiten

Satz 6.8. Wenn u = % = 0 auf B(xo,tg) bei t = 0. Dann ist u = 0 auf dem Kegel

{(z,t) | |x — x0| <ty —t,t > 0}.

e(t):% / ((%(x,w)gﬂwm,t))?) &z

B(xo,to—t)

Beweis: Sei

Dann gilt

é(t) = / (%%(x, t)+ %(Vu(x,t))Vu(x, t)) d"x

B(mo,to—t)

_ % / ((%(z,t))z + (VU(w,t))2> do(z)

OB(wo,to—t)
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- [ Geo(Gpen-suwn) e

+B(I07t) (‘?;(x DVu(r.t)- N(z) - 5 ((%(x,t>)2+<w<x,t>>2>) do(a)

/ i (5t 0 -3 (P20~ it
Jetat gl

(3) o <3 (5) 307

weil der Normalenvektor N Lénge eins hat und mit a = Vu und b= NG u ¢ oilt

1 1 1
b<a-b+=(a—0) (a—0b) < =a®+ =b>.
a-b<a b+2(a b) - (a b)_2a +2b
Wegen é(t) < 0 ist dann e(t) monoton fallend. Aus e(0) = 0 folgt dann 0 < e(t) <0
fir alle t € [0, ). q.e.d.
Analog folgt aus © = 0 und % = 0 auf B(xg,to) fiir t = 0, dann dass u = 0 ist auf
{(z,t) | |x — x| <to+t,t <0}



