Kapitel 5

Wirmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung
w—Au=0

und die entsprechende inhomogene Wirmeleitungsgleichung
w— Au=f.

Gesucht wird dabei eine Funktion u auf einem Gebiet 2 C R” x R und fiir die inhomo-
genen Gleichung ist f eine gegebene Funktion auf demselben Gebiet. Typischerweise
hat jede Aussage {iber harmonische Funktionen ein Analogon fiir Losungen der Wérme-
leitungsgleichung.

Diese Wirmeleitungsgleichung beschreibt Diffusionsprozesse, das heifit die zeitliche
Entwicklung solcher rdumlich variierender Groflen wie Warme, chemische Konzentra-
tion usw.. Dabei ist die Flussdichte gerade proportional zu dem negativen Gradienten,
weil der Fluss von der hoheren Konzentration zu der niedrigeren zeigt. Damit erhalten
wir aus der skalaren Erhaltungsgleichung die Warmeleitungsgleichung.

5.1 Fundamentall6sung

Weil die Wirmeleitungsgleichung linear ist und bzgl. der Zeit nur erste Ableitungen
enthélt und bzgl. des Raumes nur zweite Ableitungen, ist fiir jede Losung der Warmelei-
tungsgleichung u(x, t) und jedes A € R auch u(\z, A\*t) eine Losung. Dieses sogenannte
Skalenverhalten legt nahe, nach Lésungen zu suchen, die nur von @ abhéngen.
Wir wollen den folgenden Ansatz machen:

1
u(zx,t) = el (%) eR,t e RT.
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Hier sind «,  Konstanten und v : R® — R eine gesuchte Funktion. Dieser Ansatz
18t sich durch das Skalenverhalten u(z,t) = A\*u(\x, At) rechtfertigen. Mit M\t = 1
erhalten wir v(y) = u(y, 1). Mit diesem Ansatz geht die Warmeleitungsgleichung iiber
in

—a -t~ (y) — Bt~y - Vo(y) — 172 Au(y) = 0

Hier ist y = ;5. Damit diese Gleichung nicht von ¢ abhéngt, setzen wir 8 = % Dann
reduziert sie sich zu

1
ow+§y-Vv+Av:0.

Wir nehmen jetzt wieder an, dass v nur von |y| abhdngt, machen also jetzt den Ansatz

u(w,t) = ww (M) . Dann erhalten wir:

Vit
1 n—1
aw + —rw’ +w” + w' =0
2 r
Hier ist r = ‘% Wenn wir @ = 5 setzen konnen wir die Gleichung einmal integrieren:
( n—1_ 1/ 1 n o\ __ n—1_1 1 n,,,
r w)+§(rw)—0 r w+§rw—a.

Wenn w und w’ im Unendlichen verschwinden gilt a = 0.
2
!/

=r?
w :—arw. w=>b-e 1.

Wieder wéhlen wir die Integrationskonstanten a und b so, dass sich eine Fundamen-
tallosung ergibt.

Definition 5.1. Die Funktion

1 —# o n
(1) = § Gry® 0 Jir @ €R%E>0
0 fir reR"t<0

heifst Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung.

Lemma 5.2. Fir alle t > 0 gilt /q)(x,t)d”x =1.

R

n

. 1 —l=12 1 22 m 1 g2
Beweis: W e d"y = W e d"r = W e dx = 1. q-e.d.

R7 R” R
Die Fundamentallosung ist also eine Art Mollifier auf dem R, so dass wir erwarten

konnen, dass die Faltung mit ®(z,¢) im Grenzwert ¢ — 0 wie die Identitat wirkt.
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Satz 5.3. Sei h eine beschrdnkte stetige Funktion auf R™ und
u(z,t) = /q)(:c — vy, t)h(y)d"y. Dann gilt
Rn
(i) u e C®(R™ x RY)
(i) @ — Au=0 auf R" x R
(iii) w laft sich stetig auf R™ x [0, 00) fortsetsen mit }tir% u(z,t) = h(z).

Beweis: Weil ®(z,t) auf R” x Rt undendlich of differenzierbar ist, und wegen dem vor-
angehenden Lemma und der Beschrénktheit von h, ist u(z,t) fir alle (z,t) € R* x Rt
wohl definiert und stetig. Eine einfache Rechnung zeigt, daff auch alle partiellen Ab-
leitungen von ® fiir alle t+ € R* in L'(R™) liegen, also integrierbar sind. Dann ist
w unendlich oft differenzierbar. Die Behauptung (ii) folgt, weil ®(x,t) die Wérmelei-
tungsgleichung auf R™ x R* 16st. Wegen der Stetigkeit von h gibt es fiir jedes x € R"™
und jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass | h(x) —h(y) |< € fiir alle | x —y |< 0 gilt. AuBerdem
gibt es ein 7" > 0, so dass fiir alle ¢t < T gilt

/ By, t)d"y — / By, 1)d"y < e

R\ B(0.9) R™\B(0,5/V)

Daraus folgt lu(z,t) — h(z)] < /q)(:c —y,t)(h(y) — h(x))d"y

n

< / B(z —y.t) | h(y) — hiz) | dy  + / Bz — y, t)|h(y) — h(x)|d"y

B(x,6) R”\B(z,9)
< e+ 2esup{|h(y)| | y € R"} fir alle t < 7.
Also konvergiert u(x,t) im Grenzwert t — 0 punktweise gegen h(x). q.e.d.

Als Distributionen (und sogar als Maf}) konvergiert ®(x,t) im Grenzwert ¢t — 0 also
gegen die Dirac’sche J-Funktion. Wir erkennen an dieser Losung des Anfangswertpro-
blems, dass sich Storungen mit unendlicher Geschwindikeit ausbreiten.

5.2 Inhomogenes Anfangswertproblem.

Im letzten Abschnitt hatten wir eine Losung des Anfangswertproblems

t—Au=0 und u(z,0)=h(z)



68 KAPITEL 5. WARMELEITUNGSGLEICHUNG

konstruiert. Duhamel’s Prinzip ist ein Verfahren, um aus der Losung des homogenen
Anfangswertproblems eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu gewinnen.

t
Sei u(z,t) = //@(x —y,t—s)f(y,s)d"yds. Dann haben wir formal:
0 Rn

- Au= /(I)(.T —4,0)f(y, s)d"y+

R

* // (q)(x —y,t—5)— D, P(x —y,t — 5)) f(y,s)d"yds = f(y,s).

Losung des inhomogenen Anfangswertproblems 5.4. Sei f eine zweimal stetig
und beschrinkt differenzierbare Funktion auf R™ x [0, 00). Dann ist

u(z,t) = O(x —y,t —s)f(y,s)d"yds = O(y,s)f(x —y,t — s)d"yds
/] /]

eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

i — Au=f auf R" x RT und limu(x,t) = 0.

t—0

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dass v,(z,t) = [, ®(x —y,t — s)f(y,s)d"y auf
R™ x (s,00) das Anfangswertproblem v, — Avy = 0 mit Pm vs(z,t) = f(x,t) erfiillt.
Also ist vs auf R™ X [s, 00) stetig. Dann erfiillt fiir alle e > 0

ue(x, t) = /vs(a:,t)ds = //(I)(.T —y,t—s)f(y,s)d"yds
0 0 Rn

Ue(x,t) — Aue(z, t) :/q)(x—y,t—(t—e))f(y,t—e)d"y:/Q(:c—y,e)f(y,t—e)d”y.

Also gilt liné e — Au, = f auf R® x RT. Andererseits gilt

t

ue(x,t) = /(IJ(y, s)f(x —y,t — s)d"yds.

€
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Aufgrund der Voraussetzungen an f folgt daraus, dass auch

lin% (te(z,t) — DAue(z,t)) = (% — A) lin%ue(x,t) = <% — A) u(w,t)

gilt. Aufgrund der Stetigkeit von v gilt auch u(z,0) = 0. q.e.d.

Korollar 5.5. Zusammenfassend ergibt sich folgende Lisung des Anfangswertproblems

uw—Au=f u(z,0) = h(z)

(e t) = [ Ble. by / / -y t- ) dyds.  qed

R" 0 R7»

5.3 Mittelwerteigenschaft

Die Fundamentallosung ®(z,t) kann wieder dazu bentutzt werden, um die Werte von
u(z,t) als Mittelwert auf einen “Ball” zu berechnen. Allerdings miissen wir den Ball
an die neue Gleichung anpassen.

Definition 5.6. Fir alle (x,t) € R" x R und alle r > 0 sei

1
E(.T,t,'f’) = {(y,S) ER”JFI | S gt,@(:c—y,t—s) Z _}

rn

Ja—y? (47T)n/2(t o S)n/2 lo—y|2 1 7’2 n/2
e Alt—s) > = edli-s) <
N rm = /2 \4(t — )
2
= %) < 5(2In(r) — In(4(t - 5)) = In(m)

— |r—y[P<2(t —s)n(2In(r) — In(t — s) — In(47)).

Mittelwerteigenschaft der Wirmeleitungsgleichung 5.7. Sei u eine Lisung der
Wirmeleitungsgleichung auf einem Gebiet  C R™ x R. Dann gilt fir alle (x,t) € Q
und r > 0 mit E(z,t,r) C Q

u(z,t) = ﬁ / u(y, )|( :y)| d"yds.

E({L’,t,?")
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Beweis: Aufgrund der Translationsinvarianz kénnen wir (z,t) = (0,0) annehmen.
Jetzt definieren wir
1 ‘ Y |2 n 2 ‘ Y ‘2 n
o(r) = p / u(y,s)?d yds = / u(ry,r s)?d yds.
E(0,0,7) E(0,0,1)

Wir berechnen

2
¢(r) = / <—|yl y - Vu+ 2ruy—) d"yds
s s

E(0,0,1)
1 lyl? n 1 Ay l? o
= / =Y Vud"yds + o) / QUTd yds
E(0,0,r) E(0,0,r)
Sei jetzt ¢ = —5In(—4ns) + % + nlnr. Dann verschwindet ¢ auf dem Rand von
E(0,0,7), weil ®(y,—s) =r~" gilt auf dE(0,0,r).
1 Ay l? o 1 : n
o / QUTd yds = e / duy - Vipd"yds
E(0,0,r) E(0,0,r)
1 . Nom
= / (Anip + 4y - Vu)d"yds
E(0,0,r)
1 . . .
= o (—dnay + 4y - Vu)d"yds
E(0,0,r)
1 : n_ |yl n
= (—4nuw +4 (—g ~ e yVu | d"yds.
(0,0,r)
) , 1 2n .
Also gilt ¢'(r) = — —4AnAup — —y - Vu | d"yds
rm S
E(0,0,r)
1 2
= (4nVu -V — —ny . Vu) d"yds = 0.
rn+l S
E(0,0,r)

Also ist ¢ konstant. Weil u stetig ist und

1 2 2
1 / A / LY s — 4
rn 82 82

E(0,0,7) E(0,0,1)

gilt, folgt liII(l) o(r) = 4u(0,0). q.e.d.
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5.4 Maximumprinzip

Fiir ein offenes Gebiet 2 C R™ definieren wir als den parabolischen Zylinder Qr =
2 x (0,T]. Der parabolische Rand 0Qr von Qr ist definiert als Qr \ Q. Er besteht
also aus 92 x (0,77 U Q x 0 und erhhilt keine inneren Punkte von 2 zur Zeit t = T

Starkes Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung 5.8. Sei 2 wegzu-
sammenhdngend (d.h. fir je zwei Punkte x,x" € Q gibt es einen stetigen Pfad in Q von
x nach x') und u eine zweimal stetig differenzierbare Losung der homogenen Wirme-
leitungsgleichung auf Qr, die sich stetig auf Qp fortsetzen lift. Wenn es einen Punkt
(xo,to) € Qr gibt, an dem u das Mazximum annimmt, dann ist u konstant auf €y, .

Beweis: Sei (zg, 1) ein Punkt von Qr, an dem u das Maximum annimmt. Dann gibt
es ein rg, so dass E(xg,to,79) C Qp liegt. Aufgrund der Mittelwerteigenschaften muss
u dann auf E(xg, to, o) konstant sein. Weil €2 wegzusammenhéngend ist gibt es fiir alle
(z,t) € Q x (0,tp) offenbar endlich viele E(xq,to,70), E(x1,t1,71), ..., E(xy, ty, ) in
Q2 x (0,19), die jeweils die Punkte (z1,t1),...,(2n,tn), (x,t) enthalten. Also ist u auf
dem Abschluss von €2, konstant. q.e.d.

Schwaches Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung 5.9. Sei () C R”
ein beschrdnktes und offenes Gebiet und u eine zweimal stetig differenzierbare Lidsung
der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf Qp, die sich stetig auf Qp fortsetzen lafst.
Dann nimmt u das Maximum auf dem parabolischen Rand an. q.e.d.

Daraus folgt wieder die Eindeutigkeit von bestimmten Randwertproblemen:

Eindeutigkeit des Randwertproblems 5.10. Sei 2 C R" ein beschrdnktes, zu-
sammenhdngendes und offenes Gebiet. Dann existiert hochstens eine Losung u der
inhomogenen Wirmeleitungsgleichung auf Qr, die sich stetig auf Qp fortsetzen lift
und auf 0Qr gleich einer gegebenen Funktion g ist.

Beweis: Wir wenden das Maximumprinzip auf die Differenz zweier Losungen an. q.e.d.

Wir wollen jetzt auch die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems auf dem R™ x
R* zeigen. Dazu miissen wir, wie bei dem Poissonproblem, ein Abfallverhalten im
Unendlichen fordern.

Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem 5.11. Sei h eine beschrinkte stetige
Funktion auf R™ und u eine Lisung auf R™ x (0,T] des Anfangwertproblems

i —Au=0 auf R" x (0,T) u(z,0) = h(x) auf R™ x {0},
die das Wachstumsverhalten u(t,z) < Ae®™’  aquf R x [0,T]
mit Konstanten A,a > 0 hat, dann gilt sup u = suph.

R™ % [0, R
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Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass 4aT < 1 gilt. Dann gibt es ein € > 0, so dass
4a(T + €) < 1. Offensichtlich ist fiir alle y € R™ und alle g > 0 die Funktion v(x,t) =

u(z,t) — meﬁ%—t) auf R™ x (0,7 +€) eine Losung der Wérmeleitungsgleichung.
Also kénnen wir das Starke Maximumprinzip auf alle Gebiete der Form Qr = B(y,r) x
(0, T] anwenden. Aufgrund der Voraussetzung an u ist sowohl  als auch h durch Ae*”
beschrinkt. Weil Wle—t) > a gilt fiir ¢ > 0, gibt es ein R > 0, so dass fiir alle r > R
auf 0Qr = B(y,r) x {0} U9B(y,r) x (0,T] gilt v(z,t) < sup{h(z) | x € R}. Dann
folgt aus dem Schwachen Maximumprinzip v(z,t) < sup{h(z) | * € R"} fiir alle
(x,t) € R" x [0, T]. Weil u > 0 beliebig war gilt das auch fiir u = 0. Wenn 4a7" > 1 gilt
zerlegen wir das Zeitintervall [0, 7] in solche Teilintervalle [0, 7] = [0, T3] U. ..U [Ty, T
fir die 4a(Ty, 41 — T,) > 1 gilt. Dann folgt induktiv die Aussage. q.e.d.

Eindeutigkeit des Anfangswertproblems 5.12. Sei h € C(R"), f € C(R"x[0,T)).
Dann gibt es hichstens eine Losung des Anfangswertproblems

uw—Au=f auf R" x (0,T) u="h auf R" x {0}
die auf R" x [0, T| das Wachstumsverhalten |u(z, )] < Ae®®” hat mit A > 0 und a > 0,

Beweis: Wir wenden das Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem auf die Differenzen
zweier Losungen an. q.e.d.

Ahnlich wie bei der Laplacegleichung 148t sich die Eindeutigkeit des Randwertpro-
blemes 5.10 und des Anfangswertrpoblemes 5.12 auch mit Hife einer Monotonie eines
Energiefunktionals zeigen. Sei

Wenn u die homogene Wirmeleitungsgleichung erfiillt und am Rand von €2 verschwin-
det, dann ist dieses Funkional in Abhéngigkeit von ¢ monoton fallend:

é(t) = Q/u(a:,t)u(:c,t)d":c = Q/U(x,t)Au(x,t)d”x = —2/(Vu(:1:,t))2 d"z <0.

Q Q Q

Wenn also u(x, t) fiir t = 0 verschwindet, muss u identisch verschwinden. Allerdings gilt
dieses Argument nur fiir Losungen der Warmeleitungsgleichung, die mit ihren ersten
Ableitungen quadratintegrabel sind.
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5.5 Warmeleitungskern

In Analogie zu der Greenschen Funktion der Laplacegleichung definieren wir fiir offene
Gebiete €2 einen Warmeleitungskern Hq,.

Definition 5.13. Sei Q ein offenens Gebiet im R™, Dann heisst Hg : Q x Q x RT — R
Wirmeleitungskern von €2, wenn Hq folgende Eigenschaften hat.

(i) Ho(z,y,t) =0 firy € o9Q.

(ii) Ho(w,y,t) —®(x —y,1) setzt sich stetig auf (v,y,t) € QOx QxRS zu einer Lisung
der Wirmeleitungsgleichung fort, die auf Q0 x € x {0} verschwindet.

Lemma 5.14. Sei ) ein offenes Gebiet im R™ und u und v zwei relle Funktionen mit
den erforderlichen Regularititseigenschaften. Dann gilt

T

//u(x, t)(Ow(x, T —t) + Av(z, T —t))d"zdt
Q

+ (Opu(x,t) — Au(z, t))v(x, T — t)d"xdt =
/]
= / (u(y, )Vyo(y, T — 1) = Vyuly, t)v(y, T — 1)) N(y)do(y)dt
0 90
+ /(u(x,T)v(:c,O) — u(x,0)v(x, T))d"x.

Beweis: Eine partielle Integration bzgl. ¢t von den beiden zeitlichen Ableitungen ergibt
als die Randterme die Integrale iiber {2 und der GauBlsche Satz ergibt fiir die zweiten
rdumlichen Ableitungen die Integrale iiber 0f2 q.e.d.

Setzen wir Ho(x,y,t) ein und benutzen die entsprechenden Eigenschaften, so folgt

[ (@) = Buly. ) Halo.y. T~ )"yt =
Q

St~

= / u(z, )V, Ho(z, 2, T —t)N(2)do(z)dt + u(z,T) — /u(y, 0)Ho(z,y,T)d"y.
0 90 Q
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T
Und damit auch u(z,T) = //(u(y, t) — Au(y,t))Ho(x,y, T — t)d"ydt
0 Q
T
—//u(z,t)VZHQ(:E,Z,T—t)N(z)da(z)dt+/u(y,0)H(m,y,T)d"y.
0 90 Q

Losung des Anfangswert und Randwertproblemes 5.15. Seien f eine Funktion
auf Q x (0,T), g eine Funktion auf 0 x [0,T] und h eine Funktion auf Q0 mit den
erforderlichen Regularititseigenschaften, so dass alle auftauchenden Integrale absolut
konvergieren. Dann ist

T

u(x,T)://f(y,t)HQ(:c,y,T—t)d”ydt
0 Q

—//g(z,t)VZHg(a:, z,T—t)N(z)da(z)dt+/h(y)Hg(:c,y,T)d"y

0 00

die eindeutige Losung des Anfangs- und Randwertproblemes.
U—ADy=faufQx(0,T) wu=g auf0Q x[0,T] u(z,0) = h(x) auf Q

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass der Warmeleitungskern symmetrisch ist.

Lemma 5.16. Fir alle T > 0 und x,y € Q gilt Ho(z,y,T) = Ho(y,z,T).

Beweis: Setze die Funktionen u(z,t) = Hq(x, z,t) und v(z,t) = Hq(y, 2,t) in Lem-
ma 5.14 ein. Dann erhalten wir wegen der Eigenschaft (ii) und Satz 5.3 (iii)

0= /(HQ(:E, z2,TVH(y,2,0) — Hqo(x, 2,0)Ho(y, 2,T))d"z = Hq(x,y,T) — Hao(y,x,T).
Q

q.e.d.
Aus der Definiton des Warmeleitungskernes folgt die Aussage fiir f =0 = g.
Als néchstes wollen wir diese Aussage auf das inhomogene Anfangswertproblem

verallgemeinern:
T

u(z,T) = //Hg(x,y,T—t)f(y,t)d"ydt
Q

0
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ist eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblemes.

t—Au=fauf Qx(0,7) w(z,0)=0aufQ wu(z,t)=0auf 0Q x[0,T].
Wir haben bereits gezeigt, dass vz, T) = /Hg(sc,y,T —t)f(y,t)d"y
0

das Anfangswertproblem
v—Av=0auf Qx (t,00) v(z,t)= f(z,t) auf Q x {t} v(z,t) =0 auf 0Q x [0, o0]

16st. Wenn jetzt f solche Regularitétseigenschaften hat, dass die entsprechende Funk-
tion sich stetig auf Q x [0, T'] fortsetzen lassen, dann erfiillt u das Anfangswertproblem

(z,t) — Au(x,t) = fauf Q x (0,7) wu(z,0)=0auf Q wu(z,t) =0 auf 0Q x [0,T].

Zuletzt betrachten wir auch inhomogene Randwertprobleme. Gesucht ist eine Losung
des Randwertproblems

(z,t) — Au(x,t) =0 auf Q x (0,7) wu(z,0) =0 auf Q wu(z,t) = g auf 0Q x [0,T].

Fiir eine beliebige Funktion g auf 0 x [0, 7] mit den erforderlichen Regularitétseigen-
schaften, setzen wir zunéchst g auf 2 x [0, 7] fort. Von dieser Fortsetzung @ ziehen wir
die Losung zu f = 4 — A und h(x) = @(z,0) ab und erhalten dann eine Losung des
gewiinschten Randwertproblemes. q.e.d.
Die erforderlichen Regularitétseigenschaften hingen von der Greenschen Funktion
und damit von dem Gebiet 2 ab. Bevor wir diese Aussagen iiber Anfangswert— und
Randwertprobleme auf bestimmte Gebiete anwenden, wollen wir zeigen dass fiir alle be-
schriankten Gebiete aus dem Maximumprinzip folgt, dass die entsprechenden Warme-
leitungskerne positiv sind. Offensichtlich ist der freie Warmeleitungskern ®(z — y,t)
auf dem Gebiet R" positiv. Fiir alle Gebiete € ist fiir festes x € ) der entsprechen-
den Wirmeleitungskern Hg(x,y,t) die Differenz von ®(x — y,t) minus der eindeutigen
Losung der Warmeleitungsgleichung auf Q x [0, T, die auf Q x {¢t = 0} verschwindet
und auf 0Q x [0, 7] mit ®(x—y, t) iibereinstimmt. Fiir sehr kleine € ist also diese Losung
der Warmeleitungsgleichung auf Q x {t = €} und auf 9Q x [0, T] kleiner oder gleich
O(x — y,t). Aus dem Maximumprinzip fogt, dass der Warmeleitungskern positiv ist.

5.6 Spektraltheorie und Wirmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir das Anfangswertproblem

t—Au=0 auf Qx[0,7] wu=0 aufdQx[0,7] w=h aufQx{0}
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mit Hilfe des entsprechenden Laplaceoperators auf €2 16sen. Zunéchst beobachten wir,
dass wenn h folgendes erfiillt:

—Ah=MAh auf Q und hlgg =0,

sich dann das Anfangswertproblem losen 1483t durch den Ansatz:

u(@,t) = p(t)h(z)  G(t)h(x) + Ap(t)h(z) = 0.

Die allgemeine Losung ist ¢/ = —\, (t) = e 2=t Weil ©(0) = 1 sein muss erhalten
wir als eindeutige Losung des Anfangswertproblems u(x,t) = e *h(x). Aufgrund der
Linearitat ist dann fir h = hy + ... + hyy mit —Ay, = \h; auf Q und hysq = 0 die
entsprechende Losung u(z,t) = ei‘lt +...+e™thy . Also geniigt es die Funktion A in
eine Summe von KEigenfunktionen des Laplaceoperators auf 2 mit Dirichletrandbedin-
gungen zu zerlegen.

Dazu wollen wir zunéchst die Fundamentallosung nochmal neu interpretieren. Auf

dem R” hat der Laplaceoperator folgende Eigenfunktionen:

_AeQﬂik-x — 47T2k2€27rikar

Jetat gilt / o (rimvits2) g _

R?’L
und damit auch

1 (z—y)> ; z=y)? ¢
e~ 4? — e(Qm}c\/i—’—Z\/?) e

(4mt)n/?

ik+§)2dnk — 1

™

1 y
(2V/mt) R/ (4mt)" /2’

;y)Q Ak = /647r2k2te2m'(a:y)kdnk.

R™ Rn

Also ist die Losung des Anfangswertproblems
t—Au=0 auf R"x[0,7] u(z,0) =h auf R"

gegeben durch
U(.T, t) — //e4“2k2t62”i(”y)kg(y)d"kd"y.
Rn Rn

Fiir eine integrable Funktion kénnen wir den Satz von Fubini anwenden. Fiir alle
stetigen integrablen Funktionen A folgt dann aus ltil%l u(z,t) = h(x) auch

—hm// —4n?k?t 27rz(x y)kh( )dn’ydnk’

t|0
R®» R®
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Wir definieren jetzt die Fouriertransformation durch h(k) = / e 2RV (y)d"y.

Rn
Dann gilt

t|0
R" R

u(z,t) = /e4w2k2t62”ikxﬁ(k)d"k und h(z) = lim [ e~ F 2wk p (k).

Definition 5.17. Sei § der sogenannte Schwartzraum aller glatten Funktionen auf
dem R"™, die mit allen thren Ableitungen schneller als jede Potenz abfallen.

Lemma 5.18. Die Fouriertransformation bildet den Schwartzraum auf sich selber ab.

Beweis: Offensichtlich ist die Fouriertransformation der Ableitung einer Funktion die
Multiplikation mit 27 mal der entsprechenden Koordinatenfunktion mit der Fourier-
transformation der Funktion. Und es gilt | f(k)| < Jon | (@)|d"z. Also fallt die Fourier-
transformation einer Schwartzfunktion schneller ab als jede Potenz. Umgekehrt ist die
Fouriertransformierte einer integrablen Funktion stetig, weil es auf jeder beschrink-
ten Teilmenge K C R” fiir alle ¢ > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass aus |k — k'| < ¢ folgt
sup{|e?™k® — 2mk'z| | » € K} < e. AuBerdem gibt es fiir jede integrable Funktion f fiir

jedes € > 0 eine kompakte Menge K, so dass [ |f(z)|d"z < € gilt. Dann folgt
R\ K

Fk) - f)] < / F ()2 — 2 | 42 / f(@)|d"

RO\ K
/\f(a:)\d"x 12

Also ist die Fouriertransformierte einer integrablen Funktion tatsichlich stetig, und die
Fouriertransformierte einer Schwartzfunktion unendlich oft differenzierbar. q.e.d.
Sei also ¢ eine Schwartzfunktion, dann gilt wegen des Satzes von Fubini:

/A § dnk’_/// 27rzk:a: )ZWZkydnxdnydnk:

R®» R™ R™

= / / / g(x)e*™ g (y)d"vd" kd"y = / 9W)gW)d"y.

R™ R™ R™ R7

Also ist die I?(R™)-Norm der Fouriertransformierten gleich der I?(R™)-Norm der ur-
spriinglichen Funktion. Weil die Schwartzfunktionen dicht liegen im I?(R") folgt, dass
die Fouriertransformation einen unitéren Operator definiert von I*(R™) nach I*(R™).
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Definition 5.19. Fliir jedes offene zusammenhingende Gebiet Q sei W2(Q) der Ab-
schluss von C§°(Q2) im Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f, 9)w22(q) I/(Af)Agd”:c+/f§d”x.
)

Q

Fiir alle Funktionen g € C3°(Q2) gilt offenbar

(Ag, AG) 2o = / (Ag)Agd™ < (g, g)w22()-
Q

Fiir alle ¢ € W22(Q) liegt deshalb Ag in I*(2) und fiir f € I*(Q) folgt aus der
Cauchy—Schwrazen Ungleichung

[, 29) o) < Iz - lgllwew-

Also ist der Operator H = —/\ ein abgeschlossener selbstadjungierter Operator auf
I*(Q2) mit dem Domain W22(Q) C I*(Q2). Auerdem ist H ein nichtnegativer Operator.
Deshalb besitzt H eine Spektraldarstellung und der Operator e * ist ein beschrinkter
Operator von I?(2) nach I*(€) dessen Norm hochstens 1 ist.

le ™™ gll2) < ll9ll -

Sei also u(x,t) = (e7"#g)(x). Dann ist u(x,t) = —(He ") (z) = Au(x,t). Also erfiillt
u(z,t) die Warmeleitungsgleichung mit den Randbedingungen:

u(z,0) = g(z) u(z,t) =0 fir z € 0N.

(Dirichlet Randbedingungen an H). Wir wollen zur Anwendung dieser Aussage den
Wirmeleitungskern fiir den Kreis S' und das Intervall [—1, 1] ausrechnen.

5.7 Wirmeleitungskern von S!

Wir identifizieren den Kreis S' mit dem Quotientenraum R/Z. Die Eigenfunktion
von —% auf R/Z sind gegeben durch ¢, = €2 mit k € Z mit den Eigenwerten
472k?. Diese Eigenfunktionen bilden offenbar eine Orthonormalsystem von I*(R/Z).
Aus dem Satz von Bolzano Weiertrafl folgt, das die Algebra der Polynome in sin(27x)
und cos(27z) dicht liegen im rellen Banachraum C'(R/Z,R). Dann gilt dasselbe fiir die
Polynome in €™ und e ?™ im komplexen Banachraum C(R/Z, C). Also ist orthogo-

nale Komplement von dem vorherigen Orthonormalsystem in I?(R/Z) trivial, und das
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Orthonormalsystem ist eine Orthonormalbasis. Deshalb besitzt der Warmeleitungskern
von R/Z den Integralkern:

Hyyz(z,y,t) = Z e2rike g=2miky o —Am Pt — (1 —  Arit) mit
keZ

@(I, 7.) _ Z eQﬂikxewiTkQ.

kEZ

Hier ist O(z, 7) Jacobi’s Thetafunktion. Die Summe konvergiert auf dem Gebiet (x, 7) €
C x {r € C| 3(r) > 0} gegen eine holomorphe Funktion, weil dann e™™ mit |k|2
exponentiall abfillt. Sie ist im wesentlichen charakerisiert durch die Eigenschaften

Ox+1,7)=0(z,7) Oz +7,7) = Oz, T)e e 2w

1
O(z,7) =0 fir ZE:§+T/2+Z+ZT.

Die erste und dritte Eigenschaften folgen sofort aus der Definition als unendliche Reihe.
Fiir die zweite Eigenschaft berechnen wir

) 9 ) ) o
@(ZL‘ + 7, 7_) — § 627rzk(a:+7’)emk T _ § 627rzkx67rz(k+1) T o WT
keZ keZ
. . o o o
— § e2m(k+1)x€m(k+l) Te 27rm:€ T — @(LU, ’7')6 27rza:e T

keZ

Ubungsaufgabe 5.20. (i) Zeige dass fiir alle t > 0 die Fundamentallosung ®(z,t)
als Funktion auf R™ eine Schwartzfunktion ist.

(ii) Berechne fiir alle t > 0 die Fouriertransformierte der Fundamentallosung ®(x,t)
als Funktion auf xr € R™.

(iii) Zeige, dass fiir jede Schwartzfunktion f auf R, die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f auf R konvergiert, die periodisch ist mit Periode Fins:

f2) = fla+n).

nez

(iv) Sei h eine stetige periodische Funktion auf R mit periode Eins. Zeige, dass die
Liosung der Warmeleitungsgleichung mit Anfangswert h fir alle t > 0 periodisch

bleibt mit Periode Eins. Folgere daraus, dass die folgende Summe die Eigenschaf-
ten eines Wirmeleitungskerns auf S* hat:

ZCI)(:c—y—l—n,t).

ne”
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(v) Die Poissonsche Summenformel besagt, dass fir jede Schwartzfuntkion f auf R
qgilt

> flatn) = fn).

ne”L
Benutze diese Formel um zu zeigen, dass gilt

H51<x7y7t> = Z@(SE _y+n7t)

ne”

5.8 Wirmeleitungskern von |[—1, 1]

Die Abbildung z — % bildet das Intervall [—1, 1] auf das Intervall [0, 1] ab. Also sind
die Eigenfunktionen von —% auf [—1, 1] mit Dirichletrandbedingungen gegeben durch

Y, = sin (7'(']{? (xTH)) keN
Diese Funktionen bilden wieder eine Orthonormalbasis
1

/ sin (k (1)) sin (k' (2£1)) do =

= 1 oon (s = ) (552)) = con -+ ) (552))) e =

-1

Also ist der Wirmeleitungskern gegeben durch

e_wik% sin (7?]{: (””T“)) sin (7'(']{? (&1))

2

]2

H[fl,l](l‘a Y, t) =

B
Il
—_

T
I

@

(5 5%) - 10 (541 + 1. 7).

== N

Damit ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

—Au=0auf (0,1) u(z,0) = h(z) auf [0, 1]

1
gegeben durch u(z,t) = /H[_1,1] (2, y,t)h(y)dy.
21
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Ubungsaufgabe 5.21. (i) Zeige dass der Wirmeleitungskern Hy 1) gegeben ist durch

1. 1
Hyo)(,y,1) = 50(55%, mt) — SO, mit).

(ii) Sei A(R) der Raum aller stetigen Funktionen auf R, dessen Elemente folgendes
erfillen:

f(x) fiir gerade n € 27 und x € R
—f(1—x)  fir ungerade n € 2Z 4+ 1 und x € R.

fone) - {

Zeige, dass es fir jede stetige Funktion f auf [0,1], die auf dem Rand 0]0,1]
verschwindet genau eine Funktion in A(R) gibt, die auf[0, 1] mit f ibereinstimmdt,
und dass alle Funktionen in A(R) von so einer Funktion f induziert werden. Zeige
dazu zuerst, dass alle Funktionen in A(R) an allen x € Z verschwinden, und
dann, dass A(R) genau aus den stetigen, ungeraden und periodischen Funktionen
mit der Periode Zwei besteht.

(iii) Zeige, dass fir jede Schwartzfunktion f auf R die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f in A(R) konvergiert:

o) =3 f@n+2) =3 f(2n - ).

neZ nel

(iv) Sei h € A(R). Zeige, dass die Losung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangs-
wert h fir alle t > 0 eine glatte Funktion in A(R) ist. Folgere daraus, dass die
folgende Summe die Eigenschaften eines Wirmeleitungskerns auf [0, 1] hat:

Z(I)(:E+2n—y,t)—Z@(x+2n+y,t).

nez nez
(v) Zeige, dass gilt
Hy (2, y,t) = Z Oz +2n —y,t) — Z Oz +2n+y,t).
ne”Z nezZ

Der Warmeleitungskern eines kartesischen Produktes 1483t sich einfach aus den bei-
den entsprechenden Wirmeleitungskernen berechnen:

Lemma 5.22. Seien Q@ C R™ und ' C R" zwei offene, beschrankte und zusam-
menhdngende Gebiete, deren entsprechenden Wirmeleitungskerne Hg und Heq existie-
ren. Der Wirmeleitungskern des kartesischen Produktes ist dann gegeben durch

HQXQ’((:L‘7'I,)7 (yay,)at) = Hﬂ(xayat)HQ’(l‘/)y/)t) (:L‘wxl)a (yay,) € Q X Q/ te R+'
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Beweis: Offensichtlich ist der Laplaceoperator des kartesischen Produktes einfach die
Summe der beiden entsprechenden Laplaceoperatoren. Daraus folgt, dass fiir alle Funk-
tionen A auf Qx €, die sich als ein Produkt von zwei Funktionen auf € und €’ schreiben
lassen, das Produkt der entsprechenden Losungen Warmeleitungsgleichung erstens das
Anfangswertproblem 16st und auflerdem die richtigen Randbedingungen hat. Weil (2
und €’ beschrinkt sind, sind ihre Abschliisse und damit auch Q x ' kompakt. Wegen
dem Satz von Bolzano WeierstraB liegen auf der kompakten Menge 2 x (' die Summen
aller Produkte von Funktionen auf  und € dicht in allen stetigen Funktionen.q.e.d.
Damit haben wir also die Wirmeleitungskerne von allen Tori (R/Z)" und allen
Quadern [—1,1]" berechnet. Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u—Au=0auf (-1,1)", wu(z,0) = h(x) auf [-1,1]", w=0 aufd[—1,1]" x [0,T]

ist also gegeben durch / HH —1,1) (s, yi, ) h(y)d"y.

—11n °

Korollar 5.23. Sei u(x,t) eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf
dem Gebiet [—r, )" x [0,T]. Dann gilt

u(z, T) / / (2, )V Hl_y e (7, 2, )N (2)do(2)dt =

[—r,r]m

+ / U(%O)H[—r,r]n(%y,t)dny- qed

[—7’,7’]"
Bs gilt  Hipe(2,y,1) MHH Ly (2,8, L.,

Weil dieser Warmeleitungskern analytlsch ist, folgt sofort

Korollar 5.24. Sei u eine Lisung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf einem
offenen Gebiet in R™ x R. Dann ist u analytisch. q.e.d.



