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1. Sei V ein Banachraum und W ein normierter Vektorraum. Sein (An)n∈N
eine Folge in L(V, W ), die punktweise gegen eine Abbildung A : V → W
konvergiert.

(a) Zeige, dass A in L(V, W ) liegt.

(b) Zeige, dass gilt

‖A‖ ≤ sup
N∈N

inf{‖An‖ | n ≥ N}.

(c) Gib ein Beispiel an, in dem An nicht bezüglich der Norm von L(V, W )
gegen A konvergiert.

2. Seien V und W Banachräume und A : V → W und B : W ′ → V ′ lineare
Abbildungen, für die gilt C(A(v)) = (B(C))(v) für alle v ∈ V und alle
C ∈ W ′.

(a) Zeige, dass die Komposition i ◦ A von A mit der kanonischen Iso-
metrie i : W → W ′′ beschränkt ist.

(b) Zeige, dass A und B stetig sind.

3. Sei V ein normierter Vektorraum und X und Y zwei konvexe abgeschlos-
sene Teilmengen, so dass 0 < inf{‖x− y‖ | x ∈ X, y ∈ Y }.

(a) Zeige, dass mit einem geeignetem ε > 0 die beiden Mengen
⋃

x∈X B(x, ε)
und

⋃
y∈Y B(y, ε) disjunkte offene konvexe Mengen sind.

(b) Zeige, dass es für jedes A ∈ V ′ \ {0} und jedes ε > 0 ein δ > 0 gibt
mit A

[⋃
x∈X B(x, ε)

]
=

⋃
x∈X B(A(x), δ).

(c) Zeige, dass es eine stetige lineare Abbildung A ∈ V ′ gibt, so dass
gilt inf{|A(x)− A(y)| | x ∈ X, y ∈ Y } = 1.

4. Sei V ein Banachraum mit Norm ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 eine zweite Norm auf
V , mit ‖v‖2 ≤ C‖v‖1 für alle v ∈ V mit einem C > 0.

(a) Zeige, dass V zusammen mit der Norm ‖·‖0 = ‖·‖1+‖·‖2 vollständig
ist.

(b) Zeige, dass die identische Abbildung von V aufgefaßt als Abbildung
von dem normierten Vektorraum (V, ‖ · ‖0) in die normierten Vek-
torräumen (V, ‖ · ‖1) bzw. (V, ‖ · ‖2) stetig ist.

(c) Zeige, dass (V, ‖ · ‖2) genau dann ein Banachraum ist, wenn die
Normen ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 äquivalent sind.
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