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1. Sei A € L(H) ein normaler Operator auf einem komplexen Hilbertraum H.
(a) Zeige, dass fiir alle f € C(Spec(A), C) das Spektrum von f(A) gleich dem
Bild der Abbildung f ist.

(b) Zeige, dass fiir alle injektiven f € C'(Spec(A), C) auch B*(f(A)) = B*(A)
gilt.

(c) Zeige, dass fiir alle f € C(Spec(A4),C) die kommutative B*-Algebra
B*(f(A)) in B*(A) enthalten ist. Gebe die entsprechende Unteralgebra
von C'(Spec(A),C) an.

2. Sei H = I[*(R). Fiir alle z € R sei U(z) die Abbildung
Ulx): H— H, f[fr~Ux)fmit (U(z)f)(z") = f(a"—2x).

Wir setzen voraus, dass der Operator

F:H—H, [~ F(f)mit F(f)(x):/f(t)exp(—th:E)dt

R

ein unitidrer Operator ist mit

F ' H—H f—FYf)mit F1f)(z) = /f(t) exp(2mitx)dt.
R
(a) Zeige, dass fiir alle 2 € R die Abbildung U(z) ein unitdrer Operator in
L(H) ist.
(b) Zeige, dass fur alle z,y € R gilt U(z +y) = U(z)U(y).

(c) Zeige, dass fiir alle x € R der Operator F'U(z)F der Operator der
Multiplikation mit der Funktion ¢ +— exp(2mitz) ist.

(d) Zeige, dass fiir alle z € R\ {0} das Sepktrum von U(x) aus {z € C | |z| =
1} besteht.

(e) Zeige, dass fiir alle z € R\ {0} der Operator U(z) keinen Eigenwert hat.
(f) Seiz € R\{0}. Zeige, dass fiir alle Elemente A € B*(U(x)), der Operator

F~LAF ein Multiplikationsoperator mit einer beschrinkten Funktion auf
R ist. Zeige, dass sich dadurch B*(U(x)) mit einer Uneralgebra von C,(R)
identifizieren l1af3t. Bestimme diese Unteralgebra.

(g) Bestimme die Menge aller Paare (z,y) € R?, so dass B*(U(z)) C B*(U(y))
gilt.
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