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1. Sei H ein Hilbertraum und U und V' zwei abgeschlossene Unterrdume. Dann
git H=U®U+ =V @V, Seien Py und Py die beiden entsprechenden
orthogonalen Projektoren

P, H~U®U U — H P, H~VaVt—>V <o H

(a) Wenn Py und Py kommutieten, dann sind auch PyP, = Py Py und
(]lH—PU)PV = PV(]IH_PU) und PU<]lH_PV) = (]lH—Pv)PU) orthogonale
Projektoren. Bestimme die entsprechenden Unterrdume von H.

(b) Zeige, dass die Bedingung U C V dquivalent ist zu Py = Py Py = Py Py.

2. Sei (vp)nen eine Folge paarweise orthogonaler Elemente eines Hilbertraumes
H. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) D07 v, ist konvergent.

(b) 3207, |lval? ist konvergent.
(c) Fiir alle v € H ist die Reihe (D (v, v))nen konvergent.
3. Sei H ein Hilbertraum.
(a) Zeige, dass fiir jeden selbstadjungierten Opertaor A € L(H) die Abbil-

dung (v, w) s = (Av,w) eine hermitische Form definiert.

(b) Zeige, fiir jede stetige hermitische Form, die punktweise (also fiir alle
v,w € H) durch ein Vielfaches von (-,-) beschréinkt ist, ein selbstadjun-
gierter Operator A € L(H) existiert, mit (v, w)4 = (Av, w).

4. Sei H ein Hilbertraum und U € L(H) ein unitédrer Operator.

(a) Zeige, dass ||U]| =1 und [|[U7Y|| =1 gilt.

(b) Sei A € L(H) ein invertierbarer Operator. Zeige, dass das Spektrum
von A~! gegeben ist durch die inversen Elemente des Spektrums von A.
Folgere daraus, dass das Spektrum von A enthalten ist in der Menge

{EeK 5= A7)

(c) Zeige, dass das Spektrum von U enthalten ist in der Menge
{EeK|g]=1}
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